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Resumen

La evaluacién del método sin malla de puntos finitos (MPF) para problemas de la mecdnica de sélidos,
hasta la fecha, se ha efectuado usando medidas para cuantificar el error relativo tomando como base a una
solucién analitica conocida. En el presente trabajo se desarrolla un indicador del error para el MPF, basado
en la evaluacién del funcional de minimos cuadrados utilizado para el célculo de la funcién de forma. La
capacidad del indicador propuesto se analiza mediante el desarrollo de ejemplos para la elasticidad lineal de
sélidos con densidades de puntos en forma regular e irregular. Los resultados muestran ademaés la posibilidad
de implementar un proceso de solucién adaptable, basado en la equidistribucién del error.
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ADVANCES IN THE FINITE POINT METHOD FOR SOLID MECHANICS

Summary

The accuracy of the meshless finite points method (FPM) for numerical simulation in solids, has been
evaluated in the past using the relative error of a well-known analytical solution. In this paper a new
procedure to estimate the error in the FPM is presented. The method is based on the evaluation of functional
used for the calculation of the shape function. Several numerical examples with regular and irregular density
of points are presented to demonstrate the performance of the proposed indicator. The possibilities of
implementing an adaptive refinement is also been investigated.
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INTRODUCCION

Una de las principales ventajas de todo método numérico sin malla radica en la dis-
minucién del tiempo invertido en la etapa de preproceso del modelo geométrico. La dis-
cretizacién de un cuerpo o dominio de la solucion basada en a un conjunto de puntos permite
enfocar la atencién de los analistas en las etapas posteriores, y no precisamente en la cons-
truccién de una malla razonable para realizar el andlisis del mismo.

La manera de realizar la interpolacién local de la funcién aproximada y la forma de
obtener el sistema de ecuaciones diferenciales discretas que gobiernan el problema ha dado
lugar a distintas familias de métodos sin malla'**. En el método de puntos finitos (MPF)
la aproximacion local se obtiene mediante la técnica estdndar de minimos cuadrados ponde-
rados, utilizandose colocacién puntual para obtener el sistema de ecuaciones discretas*®67.
De esta forma se obtiene un método totalmente libre de malla, cuya consistencia y con-
vergencia ha sido analizada con anterioridad por los autores, comprobandose su correcto
comportamiento para problemas de la estética y la dindmica lineal de sélidos®?:10:11,

Del mismo modo, la ausencia de una malla de elementos o elementos y sus conectividades
permite implementar un procedimiento de solucién adaptable, puesto que sélo es necesario
agregar mas nodos en las zonas de interés sin preocuparse por la cercania con los demas.
Una posibilidad de efectuar esto manteniendo el nimero de grados de libertad es adaptar
la ubicacién de los puntos a la distribucién del error, sin embargo, esto supone desarrollar
un método para estimar el error cometido en la aproximacion.

En el presente trabajo se analiza el error numérico del MPF mediante el estudio del
funcional de minimos cuadrados ponderados utilizado para calculo de la funcién de forma.
Los ejemplos desarrollados permiten comprobar que la informacién entregada por este
funcional se puede utilizar como una indicacién del error. Esto permite agregar puntos
en las zonas de interés con una mejora importante de la solucién numérica.

APROXIMACION SIN MALLA DE PUNTOS FINITOS

Sea 1 el subdominio de interpolacién de una funcién u(x), llamado usualmente nube en
los métodos sin malla, y s; con j = 1,2,...,n una coleccién de n puntos con coordenadas
x; € Q. El subindice I en las expresiones identifica aquel punto de la nube, donde se
requiere evaluar la aproximacion, también denominado nodo estrella. La funcién incégnita
u(x) puede ser aproximada en el interior de €2; por

u(x) Za(x) =Y px)o=p"(xX)a  Vx;€Q,VxEQ (1)
=1
donde a™ =[a; a3 ... a,],y el vector p(x), llamado “base de interpolacién”, contiene

tipicamente monomios que aseguran en el espacio de coordenadas una base completa. Como
ejemplo para un problema en 2D, tomando un polinomio cuadratico, se tiene

p (x)=[p1 P2 Ps ps Ps psl=[1 = y 2> zYy 9*] con m=6

La funcién incégnita u(x) puede ser evaluada en los n puntos de la nube € , obteniendo

h B T
Uy Uy P
uf i ps
h ~
u'=4q =9 =4 . pa=Cua (2)
h o T
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donde u” = u(x;) son las incégnitas, pero los valores buscados @; = 4(x;) son los valores
aproximados y p; = p(x;) .

En una aproximacién mediante elementos finitos el nimero de puntos en el subdominio
se escoge de forma que m = n. En este caso, C es una matriz cuadrada y el procedimiento
conduce a las funciones de forma estdndar del método de elementos finitos!2.

Sin > m, la aproximacion utilizada no se puede adaptar a todos los valores de u? El
problema puede ser resuelto determinando los valores de #, que minimicen la suma de la
distancia al cuadrado o error en cada punto, ponderado por una funcién w(x; —x;), es decir

J; = wa(xI - xj)(u;.1 —a(x;))? minimo (3)

La funciéon de ponderacién utilizada en el MPF corresponde a la funcién de Gauss
normalizada. Mayores antecedentes acerca de las principales caracteristicas de esta funcion,
como también de otras utilizadas en el contexto de los métodos sin malla, puede ser
consultada en Perazzo y co-autores'C.

Reemplazando la aproximacién (1) en (3) y tomando minimo respecto de «, se obtiene

a=C;hu", C;'=A;'B; (4)
donde las componentes de A(x;) = A; (matriz de momentos) y B(x;) = B; son

[Af]ij = kz_:lpi(xk)w(xl — X5)pj(Xk) ,j=1,....m )

[Bl]ij:pi(xj)w(xf—xj) i=1,....m j=1,...,n
Substituyendo « de la ecuacién (4) en (1), la aproximacién final adopta la siguiente forma
ix = pT(x)C; u" Vx €y (6)
con las funciones de forma
Ni(z) = p*(x)C;* i=1,...,n (7)
Se debe notar que de acuerdo con el cardcter de minimos cuadrados de la aproximacion

u(x;) = a(x;) # uj (8)

es decir, los valores locales de la funcién aproximada no coinciden con los valores nodales de
la funcién incégnita (Figura 1). De todas formas 4 es una aproximacién valida, con la cual
se busca satisfacer la ecuacién diferencial y condiciones de contorno, siendo u? simplemente
parametros desconocidos.

La aproximacién mediante minimos cuadrados ponderada descrita anteriormente de-
pende en gran medida de la forma y manera de aplicar la funcién de ponderacién w(x; —x;).
Esta usualmente se construye de forma que adopte valores unitarios en la vecindad del “nodo
estrella” y se anule fuera de la “nube” o subdominio €2;. La forma més simple consiste en
definirla como una funcién fija (Figura 1), entonces

w(x; —x) =1, x=x;
w(x; —x)#0, xe€Q 9)
wxr—x)=0, x¢&Q
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De acuerdo con (1), la funcién aproximada u(x) se define para cada subdominio de
interpolacion 27, por lo que la aproximacién para un punto i, que pertenezca a dos nubes

Q; y Q respectivamente, no tiene un tnico valor (N} # N¢%). En el MPF esta disyuntiva
13:45

se resuelve utilizando colocacién puntua

iifx)

Qr

Figura 1. Interpolacién de minimos cuadrados ponderados. Funcién de ponderacién fija

d) e) f)

Figura 2. Generacion de una nube en el dominio mediante triangulacién local de Delaunay:
a) seleccién de los puntos més cercanos al nodo estrella I por cada cuadrante;
b) construccién de los tridngulos para buscar puntos alrededor del nodo estrella;
¢) trazado de la circunferencia circunscrita para cada tridngulo selecciondndose
nuevos puntos adicionales; d) construccién de los tridngulos sobre la nueva nube
obtenida; €) biisqueda de nuevos puntos; y f) nube definitiva
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IMPLEMENTACION NUMERICA

Generacion de los subdominios de interpolacién

Una de las etapas fundamentales en la utilizacion del MPF consiste en la correcta
definicién de los puntos que formaran la nube. El algoritmo de busqueda y seleccién
implementado, igual para el dominio como para el contorno, se basa en una triangulaciéon
local de Delaunay'®. Esta técnica, de ficil implementacién, permite obtener una adecuada
simetria de las nubes tanto para una discretizacion regular como irregular de puntos. A modo
de ejemplo, la Figura 2 indica los principales pasos para generar las nubes en el dominio con
esta técnica. Similar procedimiento se adopta también para las nubes del contorno.

Calculo de la funcién de forma

Uno de los aspectos importantes cuando se utiliza una aproximacién por minimos cuadra-
dos, tal como lo establece la ecuacién (4), es la necesidad de invertir la matriz de momentos
A para cada punto de la discretizacién. Para evitar un posible mal condicionamiento de
esta matriz cuando las coordenadas globales del punto se alejan del origen del sistema de
referencia, es deseable expresar la base de interpolacién en coordenadas locales (centrada
en el nodo estrella) y adimensionales'®. Con este cambio de coordenadas la nueva base
cuadratica para un caso 2D queda como

2 2
pT(X): 150—371 Yy—Yyr [(T—2p T — g Y—Ur Y—Ur
dxmax dymax dxmax dxmax dymax dymax
donde, tal como se indica en la Figura 3, se han utilizado para adimensionalizar la base las
distancias méximas en la nube respecto al nodo estrella.

1Y
o . — . o
o dymax |
Qo L L L 2 @]
o L [ ] ® o
o] Q O o] o]

Figura 3. Pardmetros utilizados para adimensionalizar la base de interpolacién en una nube

Resolucion del sistema de ecuaciones discretas

Para conservar el cardcter sin malla del método es deseable que la funcién de forma, igual
que sus derivadas, queden definidas dnicamente por la posiciéon de los puntos localizados
dentro del dominio de andlisis. En métodos sin malla con aproximacién del tipo integral'4=17
(Galerkin, colocacién por subdominios, etc.) es necesario recurrir a diversos procedimientos
para realizar la integracion como utilizar mallas auxiliares o de fondo.

En el MPF no hace falta realizar integracién alguna, puesto que se utiliza un esquema
de colocacién puntual. El procedimiento de colocacién puntual con una interpolacién de
minimos cuadrados ha sido utilizado por Batina!® para desarrollar algoritmos sin malla en
la solucién de problemas de flujos de Euler y Navier-Stokes. Sin embargo, diversos trabajos
posteriores han comprobado, que el uso de una funcién de ponderacién (minimos cuadrados
ponderados) mejora la exactitud de la solucién®®7.
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Utilizando la técnica de colocacién puntual, el sistema de ecuaciones discretas que go-
bierna el comportamiento de un sélido, cuyas fuerzas de inercias son despreciables, es

[Vo(x) 4+ pb(x)l; =0 i=1,N, i€ (Q2-T) (10)
c(x)n—t(x)]; =0 j=1,N, jeIl, (11)
[4(x) —up(x)]y =0 k=1,N, kel, (12)

donde N, es el nimero de puntos en el interior del dominio 2 y N;, y N, es el nimero
de puntos en los contornos I'; y T',, respectivamente; (I' = T'; + I';,). Reemplazando
la aproximaciéon del MPF definida en (6) para aproximar u(x), y las relaciones tension-
deformacion y deformacién-desplazamiento para un sélido lineal eldstico, se obtiene un
sistema de ecuaciones en forma matricial compacta como

Ku" =f (13)
El vector u” contiene los valores buscados de los pardmetros u! (i = 1,..., N, siendo
el nimero total de puntos N = N, + N, + N,), en tanto que el vector f contiene la

contribucién de las fuerzas de cuerpo b(x) , y de los valores prescritos de las tensiones
t(x) y del desplazamiento u,(x). Desafortunadamente, el anterior sistema de ecuaciones
presenta algunos problemas debido al mal condicionamiento de la matriz K por el tipo de
aproximacién numérica utilizada. Se debe notar de acuerdo con (10) que la ecuacién de
equilibrio del sélido se impone tinicamente en los puntos del interior del dominio. Diferentes
técnicas han sido propuestas en el pasado para estabilizar la solucién numérica, cuando se
utiliza un procedimiento de colocacién puntual®2%:21,

En el MPF se ha implementado un proceso de estabilizacién basado en la técnica de
célculo finitesimal desarrollada por Onate?23,

Estabilizacion del sistema de ecuaciones

Aplicando los conceptos de la técnica de calculo finitesimal a la aproximacién del MPF
se obtiene la forma estabilizada de las ecuaciones (10) (11) como'®

[r—%hTVr]:O i=1,N, ie(Q-T) (14)
1 . .

[o(x)n —t(x) — §hnr} = 0 j=1,N; jely (15)

r[Vo(x) + pb(x)] (16)

siendo h una longitud caracteristica del dominio “finito”, donde son impuestas las ecuaciones
de equilibrio y h,, = |hTn|. Una importante diferencia, y seguramente una de las principales
dificultades en la implementacién de los métodos sin malla es la forma de prescribir las
condiciones de contorno de Dirichlet (12). Tal como se ha puntualizado anteriormente, la
aproximacion sin malla no es capaz de capturar los valores nodales de la funcién incégnita.
Diferentes autores han propuesto para solventar este problema técnicas como métodos de
penalizacion, aproximacion mediante multiplicadores de Lagrange, principios variacionales
o acoplar en el contorno una franja de elementos finitos"%*~17. A través de los diversos
ejemplos resueltos se ha comprobado, que en el MPF se obtienen buenos resultados, cuando
la condicién de contorno de Dirichlet se impone en el sentido de los minimos cuadrados tal
como en la ecuacién (12).

Se debe notar que si en las ecuaciones (14) y (15) h tiende a cero, es decir, cuando
la longitud caracteristica del dominio es infinitesimal, se recuperan en su forma original
las ecuaciones de gobierno del problema (10) y (11). En los ejemplos, que se analizan a
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continuacion, se han calculado h, como una proporcién de un pardmetro tipico de la nube
de la siguiente forma

hy = 4™ (17)

donde d™" es la distancia en una nube entre el nodo estrella y el nodo més cercano a éste.

DESARROLLO DE UN INDICADOR DEL ERROR

Un test para comprobar la convergencia de un método sin malla, ampliamente difundido
en la literatura “meshless”, consiste en resolver una ecuacién diferencial, cuya solucién
analitica permita generar un gradiente de magnitud controlada en un punto concreto del
dominio de andlisis>'®. En particular, se propone resolver la ecuacién de Poisson 1D

— = b(z) 0<z<1 (18)

cuando el término independiente y condiciones de contorno se ajustan a lo siguiente

0 53
1+ 6%(z — zp)? 21 - 2)(@ = 20) (14 62(z — 9)?)?

b(x) =2

U(2) =0 = () =1 =0

y 6 = 60, g = 0,5 son los parametros que controlan la magnitud del gradiente y el punto del
dominio, en donde este se genera, respectivamente. Utilizando distribuciones regulares de 11,
21, 41 y 81 puntos con nubes de n = 5 puntos y un polinomio cuadrético de interpolacién,
las Figuras 4 y 5 muestran una correcta convergencia del MPF para este test. Como se
puede ver de las figuras, existe una marcada tendencia del error relativo, que se comete en
los distintos puntos. Esto es debido a que los errores maximos en la solucién se encuentran
en la primera mitad del dominio, mientras que los errores en la derivada se concentran
alrededor del gradiente. Como se sabe cudles son las zonas donde se concentra el error, es
razonable suponer que adaptando la discretizacion de puntos en estas zonas, el error global
de la solucién disminuya.

35 : T T : 30
11 ptos —+—
21 ptos ---x---
3F 41 ptos * 1 25
81 ptos
exacta —-----

T

~
2
3
@
*

u(x)
o
du/dx

-05 L 1 1 L 10 . . . .
0 02 04 0.6 08 1 0 02 0.4 0.6 08 1
X X
Figura 4. Convergencia de la solucién. Figura 5. Convergencia de la derivada de
Test 1D con gradiente la solucién. Test 1D con gra-

diente
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Para comprobar esto se analiza la distribucion del error, pero esta vez se realiza una
discretizacién de 51 puntos espaciados por tramos segun el siguiente criterio

0 <2<0,3 h* = 0,02
0,3 <z<0,5 h* = 0,01
0,5 <x<0,75 h*=0,025
0,75 <z <1,0 h* = 0,05

lo que permite concentrar mayor cantidad de puntos en la zona, donde se genera el gradiente
(h* es la distancia entre puntos). La Tabla I demuestra la disminucién del error, que
se consigue en la solucién y su derivada, utilizando este criterio de adaptabilidad. Se
han utilizado ademds para comparar el error global en el dominio las normas L, y en
energia H; para un caso 1D. Este ejemplo permite comprender la ventaja de contar con
un indicador del error para poder concentrar mas puntos en las zonas donde exista una
deficiente aproximacién.

L, H,; |error méximo u(z) |error méximo Ou(z)/0x
N = 51, uniforme | 0,018 | 0,14 0,66 1,12
N = 51, adaptado |0,0078 0,011 0,16 0,29
Disminucién relativa| 43 % |8,1 % 25 % 26 %

Tabla I. Comparacién del error para una discretizacion de puntos uniformes y una dis-
cretizacién adaptable

Para saber si existe una relaciéon directa entre la disminucién del error y el valor del
funcional J; en la zona donde se han agregado nuevos puntos, se muestra graficamente su
valor considerando los dos tipos de discretizaciones. La Figura 6 demuestra que existe un
mayor valor de este funcional cuando no se utiliza la distribucién adaptada; también se puede
comprobar una disminucién efectiva de su valor al utilizar el criterio de adaptabilidad. Por
otro lado se puede ver que no existe una diferencia significativa entre la versiéon ponderada
y no ponderada de este funcional.

Funcional Ji - Test Gradiente Controlado
0.012

N=51,bien adaptado/Ponderado/Cuadratico ——

N=51,bien adaptado/No Ponderado/Cuadratico
0.01 - N=51,mal/adaptado/Ponderado/Cuadréatico —=— |

N=51,mal ad ‘ o/No Ponderado/Cuadratico —<—
|

0.008

0.006

Funcional Ji [ur2]

0.004

0.002

BEEEEECBEOB B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Coordenada X [u]

Figura 6. Tendencia del funcional J; para una distribucién uniforme y adaptada de puntos

Si bien en este caso se conocen las zonas donde es posible ubicar nuevos puntos, a
continuacion se muestran algunos ejemplos, en los que se ejemplifica la utilizacién del
funcional J; (recordar ecuacién 3) como posible indicador del error para lograr una mejora
de la soluciéon numérica.
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Placa infinita en tensién con agujero

Se ha resuelto como primer ejemplo una placa infinita en tensién con un agujero circular.
Utilizando las propiedades para el material £ = 1000 y v = 0, 3, se procede a modelar un
cuarto de la placa bajo un estado de tensién plana. La placa infinita se encuentra sometida
a esfuerzo remoto de valor unitario en la direccién positiva de z, pero tal como se aprecia
en la Figura 7, en las cercanias del agujero (contornos x = 4 e y = 4) se prescriben esfuerzos
segtin la solucién tedrica®?.

XZT T A T A A T T
— —— ——» +I 12 >

E 2
e

s

AP
3P .
G 1—
R -
o I '
A B B B 2 x'l

3 ———

Figura 7. Placa infinita en tension

Como se establece en la formulacién tedrica del MPF, el valor del funcional J; es una
cantidad vectorial, que indica para cada nube de interpolacion el error ponderado, que se
comete al tratar de ajustar las contribuciones nodales al valor de la funcién aproximada en
el punto. Para un caso 2D se puede obtener un valor en cada punto, si se toma su norma

cuadratica como
_ [y 2
Jar =/J; +J i,

De esta forma, si IV representa el nimero total de puntos para una discretizacién en
particular, se puede construir un sencillo indicador del error efectuando una equidistribucion
de este nuevo funcional sobre todo el dominio:

NJ,
& = Nic”
> Jar
I=1

Adaptando la ubicacién de los puntos al valor del indicador (19), la Tabla II muestra
la disminucién del error, que se consigue para este ejemplo. Para salvaguardar el caracter
sin malla de la aproximacién se han utilizado las siguientes expresiones equivalentes para el
célculo del error

(19)

=

S () — )" () — )
1w}
{Soranf

I=1

Ly~

=

M=

(e — /)"De; - m}

HQQ{I !

[N

N
{Z E}FDEI}
I=1
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donde las cantidades ()%, (); representan los valores de la solucién numérica y tedrica en el
punto I, respectivamente, siendo D la matriz constitutiva.

N° de puntos|Norma L, tensiones |Norma energética H;
57 0,1404 0,1662
69 0,1129 0,1305
138 0,0572 0,0651
171 0,0525 0,0572
213 0,0381 0,0432

Tabla II. Convergencia del error para la placa con agujero y una discretizaciéon de puntos
adaptable

La Figura 8 muestra los resultados, que se obtienen concentrando nuevos puntos segin
la tendencia que muestra el indicador para una discretizacién de 57, 69 y 138 puntos.

16.284
14.475
12.666
10,856
9.0469
7.2375

.o 5.4281

. ) 26188

- 1.6094
1019908

16.137
14.344
12,551
10.758
8.9654
7.1724
5.3794

. - . e i SR
. . il - 1.7934
- ' - 0.00044711

\ s e . a - 3.1884e-08
a) b)

Figura 8. Evolucién de a) la discretizacién y b) del indicador del error para la placa infinita
en tensién, N = 57, 69 y 138 puntos Viga en cantilever
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Viga en canteliver

Un segundo ejemplo analizado consiste en modelar el comportamiento de una viga
empotrada con un cortante parabdlico en su extremo bajo condiciones de tensién plana
(Figura 9). Las propiedades utilizadas son: E = 1000 y v = 0,3, siendo la carga total
P =1,0. Sobre el contorno = = 0, y = +2 se prescriben los desplazamientos obtenidos de
la solucién tedrica?.

| L=16

3 A
1 s o Tie 2
D=4 I o o ° o a o o o ° S
%% o o © ° o o o i X V) ////
| o
| 1.0

Figura 9. Viga en cantilever

b
s

Figura 10. Evolucién de la discretizacién y del indicador del error para la viga en cantilever,
N = 66, 88, 173 y 314 puntos

La Figura 10 muestra los resultados, que se obtienen para la evolucién de la discretizaciéon
y del indicador cuando se utilizan inicialmente 66 puntos. Al igual que en el caso anterior
se utiliza la informacién del indicador propuesto para agregar puntos en las zonas, donde
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éste presenta un valor elevado. Finalmente, la Tabla III indica la disminucién del error, que
se consigue en este ejemplo utilizando dicho procedimiento. Ambos ejemplos desarrollados
muestran una correcta correlacién con los valores tedricos de la solucién.

N° de puntos|Norma L, tensiones |Norma energética H;
66 0,0934 0,1077
88 0,0914 0,0996
173 0,0815 0,0846
314 0,0644 0,0649
401 0,0335 0,0338

Tabla ITI. Convergencia del error para la viga en cantilever y una discretizacién de puntos
adaptable

Disco bajo compresion diametral

La geometria para este problema se muestra en la Figura 11 y consiste en someter al
disco a una carga puntual de P = 1,0 a lo largo de su diametro D = 0,5. Este ensayo, de
especial interés para materiales bituminosos y fragiles, se encuentra estandarizado segin la
norma ASTM D-4123 1987.

‘|F><

P

Figura 11. Disco bajo compresiéon diametral

D

Realizando un cambio de coordenadas apropiado y considerando el radio del disco R = =,

se puede obtener el siguiente campo de esfuerzos para la solucién analitica®*

- () [Bop (e 1]

T ri 5 D
oo _ (22N [BoyPe?  (Rty)® 1
v ™ r 5 D

Ty 1

_ 2P [(R— y)x (R+y)w2]

™
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Utilizando condiciones en deformacién plana se procede a discretizar el disco inicialmente
con 104 puntos, adaptando posteriormente la ubicacién de nuevos puntos a los valores del
indicador. Para cada punto se procede a comparar y calcular el esfuerzo cortante maximo

seguin
2
(0. —0y)
Tmax = \/f + Tmzy

La evolucion del esfuerzo cortante méximo para las diferentes distribuciones de puntos
se puede ver en la Figura 12. Se aprecia una clara tendencia hacia la distribucién esperada
(Figura 13), cuando se agregan puntos en las zonas, donde el indicador del error lo senala.

N= 104

N= 162

N= 205

a) b)

Figura 12. Disco bajo compresién diametral: a) discretizacién y b) isolineas de esfuerzo
cortante maximo
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b)

Figura 13. Contornos de esfuerzo cortante maximo para disco bajo compresién diametral:
a) tedrico y b) de andlisis fotoeldstico

Finalmente, para analizar el comportamiento global de la solucién se muestra en la
Tabla IV la evolucién del error en norma L, para las tensiones en el eje y = 0.

Ntmero de puntos | Error norma L, eje y =0
104 0,2508
162 0,1385
205 0,0479
433 0,0383
514 0,0207

Tabla IV. Convergencia del error para el disco bajo compresiéon diametral

CONCLUSIONES

Se han presentado las tendencias del funcional de minimos cuadrados ponderados en el
MPF para problemas con distribucién regular e irregular de puntos. A la vista de los resul-
tados que se obtienen, se puede concluir, que el funcional J efectivamente entrega indicios
del error de interpolaciéon numérica. Esta informacién puede ser utilizada para visualizar
aquellas zonas, donde se hace necesario agregar mas puntos de forma localizada, sin un
aumento significativo en el nimero de grados de libertad del problema. La equidistribucién
del error basado en a este funcional resulta ser un indicador ficil de calcular e implementar
en el MPF. Por otro lado, no se ha constatado una diferencia sustancial en el uso de la
versién ponderada del funcional, respecto de la version estandar, a efectos de estimacién del
error.
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