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Resumen

La evaluación del método sin malla de puntos finitos (MPF) para problemas de la mecánica de sólidos,
hasta la fecha, se ha efectuado usando medidas para cuantificar el error relativo tomando como base a una
solución anaĺıtica conocida. En el presente trabajo se desarrolla un indicador del error para el MPF, basado
en la evaluación del funcional de mı́nimos cuadrados utilizado para el cálculo de la función de forma. La
capacidad del indicador propuesto se analiza mediante el desarrollo de ejemplos para la elasticidad lineal de
sólidos con densidades de puntos en forma regular e irregular. Los resultados muestran además la posibilidad
de implementar un proceso de solución adaptable, basado en la equidistribución del error.
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ADVANCES IN THE FINITE POINT METHOD FOR SOLID MECHANICS

Summary

The accuracy of the meshless finite points method (FPM) for numerical simulation in solids, has been
evaluated in the past using the relative error of a well-known analytical solution. In this paper a new
procedure to estimate the error in the FPM is presented. The method is based on the evaluation of functional
used for the calculation of the shape function. Several numerical examples with regular and irregular density
of points are presented to demonstrate the performance of the proposed indicator. The possibilities of
implementing an adaptive refinement is also been investigated.
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INTRODUCCIÓN

Una de las principales ventajas de todo método numérico sin malla radica en la dis-
minución del tiempo invertido en la etapa de preproceso del modelo geométrico. La dis-
cretización de un cuerpo o dominio de la solución basada en a un conjunto de puntos permite
enfocar la atención de los analistas en las etapas posteriores, y no precisamente en la cons-
trucción de una malla razonable para realizar el análisis del mismo.

La manera de realizar la interpolación local de la función aproximada y la forma de
obtener el sistema de ecuaciones diferenciales discretas que gobiernan el problema ha dado
lugar a distintas familias de métodos sin malla1,2,3. En el método de puntos finitos (MPF)
la aproximación local se obtiene mediante la técnica estándar de mı́nimos cuadrados ponde-
rados, utilizándose colocación puntual para obtener el sistema de ecuaciones discretas4,5,6,7.
De esta forma se obtiene un método totalmente libre de malla, cuya consistencia y con-
vergencia ha sido analizada con anterioridad por los autores, comprobándose su correcto
comportamiento para problemas de la estática y la dinámica lineal de sólidos8,9,10,11.

Del mismo modo, la ausencia de una malla de elementos o elementos y sus conectividades
permite implementar un procedimiento de solución adaptable, puesto que sólo es necesario
agregar más nodos en las zonas de interés sin preocuparse por la cercańıa con los demás.
Una posibilidad de efectuar esto manteniendo el número de grados de libertad es adaptar
la ubicación de los puntos a la distribución del error, sin embargo, esto supone desarrollar
un método para estimar el error cometido en la aproximación.

En el presente trabajo se analiza el error numérico del MPF mediante el estudio del
funcional de mı́nimos cuadrados ponderados utilizado para cálculo de la función de forma.
Los ejemplos desarrollados permiten comprobar que la información entregada por este
funcional se puede utilizar como una indicación del error. Esto permite agregar puntos
en las zonas de interés con una mejora importante de la solución numérica.

APROXIMACIÓN SIN MALLA DE PUNTOS FINITOS

Sea ΩI el subdominio de interpolación de una función u(x), llamado usualmente nube en
los métodos sin malla, y sj con j = 1, 2, . . . , n una colección de n puntos con coordenadas
xj ∈ ΩI . El sub́ındice I en las expresiones identifica aquel punto de la nube, donde se
requiere evaluar la aproximación, también denominado nodo estrella. La función incógnita
u(x) puede ser aproximada en el interior de ΩI por

u(x) ∼= û(x) =
m∑

l=1

pl(x)αl = pT(x)α ∀xI ∈ Ω, ∀x ∈ ΩI (1)

donde αT = [α1 α2 . . . αm ], y el vector p(x), llamado “base de interpolación”, contiene
t́ıpicamente monomios que aseguran en el espacio de coordenadas una base completa. Como
ejemplo para un problema en 2D, tomando un polinomio cuadrático, se tiene

pT(x) = [ p1 p2 p3 p4 p5 p6 ] = [ 1 x y x2 xy y2 ] con m = 6

La función incógnita u(x) puede ser evaluada en los n puntos de la nube ΩI , obteniendo
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ûh
1

ûh
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donde uh
j = u(xj) son las incógnitas, pero los valores buscados ûj = û(xj) son los valores

aproximados y pj = p(xj) .
En una aproximación mediante elementos finitos el número de puntos en el subdominio

se escoge de forma que m = n. En este caso, C es una matriz cuadrada y el procedimiento
conduce a las funciones de forma estándar del método de elementos finitos12.

Si n > m, la aproximación utilizada no se puede adaptar a todos los valores de uh
j . El

problema puede ser resuelto determinando los valores de û, que minimicen la suma de la
distancia al cuadrado o error en cada punto, ponderado por una función w(xI −xj), es decir

JI =
n∑

l=1

w(xI − xj)(uh
j − û(xj))2 mı́nimo (3)

La función de ponderación utilizada en el MPF corresponde a la función de Gauss
normalizada. Mayores antecedentes acerca de las principales caracteŕısticas de esta función,
como también de otras utilizadas en el contexto de los métodos sin malla, puede ser
consultada en Perazzo y co-autores10.

Reemplazando la aproximación (1) en (3) y tomando mı́nimo respecto de α, se obtiene

α = C−1
I uh, C−1

I = A−1
I BI (4)

donde las componentes de A(xI) = AI (matriz de momentos) y B(xI) = BI son

[AI ]ij =
n∑

k=1

pi(xk)w(xI − xk)pj(xk) i, j = 1, . . . ,m

[BI ]ij = pi(xj)w(xI − xj) i = 1, . . . ,m j = 1, . . . , n

(5)

Substituyendo α de la ecuación (4) en (1), la aproximación final adopta la siguiente forma

ûx = pT(x)C−1
I uh ∀x ∈ ΩI (6)

con las funciones de forma

N i
I(x) = pT(x)C−1

I i = 1, . . . , n (7)

Se debe notar que de acuerdo con el carácter de mı́nimos cuadrados de la aproximación

u(xj) ∼= û(xj) �= uh
j (8)

es decir, los valores locales de la función aproximada no coinciden con los valores nodales de
la función incógnita (Figura 1). De todas formas û es una aproximación válida, con la cual
se busca satisfacer la ecuación diferencial y condiciones de contorno, siendo uh

j simplemente
parámetros desconocidos.

La aproximación mediante mı́nimos cuadrados ponderada descrita anteriormente de-
pende en gran medida de la forma y manera de aplicar la función de ponderación w(xI −xj).
Esta usualmente se construye de forma que adopte valores unitarios en la vecindad del “nodo
estrella” y se anule fuera de la “nube” o subdominio ΩI . La forma más simple consiste en
definirla como una función fija (Figura 1), entonces

w(xI − x) = 1, x = xI

w(xI − x) �= 0, x ∈ ΩI

w(xI − x) = 0, x �∈ ΩI

(9)
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De acuerdo con (1), la función aproximada û(x) se define para cada subdominio de
interpolación ΩI , por lo que la aproximación para un punto i, que pertenezca a dos nubes
ΩI y ΩJ respectivamente, no tiene un único valor (N i

I �= N i
J). En el MPF esta disyuntiva

se resuelve utilizando colocación puntual3,4,5.

Figura 1. Interpolación de mı́nimos cuadrados ponderados. Función de ponderación fija

 

                 a)                               b)                              c) 

                d)                               e)                                f) 

Figura 2. Generación de una nube en el dominio mediante triangulación local de Delaunay:
a) selección de los puntos más cercanos al nodo estrella I por cada cuadrante;
b) construcción de los triángulos para buscar puntos alrededor del nodo estrella;
c) trazado de la circunferencia circunscrita para cada triángulo seleccionándose
nuevos puntos adicionales; d) construcción de los triángulos sobre la nueva nube
obtenida; e) búsqueda de nuevos puntos; y f) nube definitiva
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IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICA

Generación de los subdominios de interpolación

Una de las etapas fundamentales en la utilización del MPF consiste en la correcta
definición de los puntos que formarán la nube. El algoritmo de búsqueda y selección
implementado, igual para el dominio como para el contorno, se basa en una triangulación
local de Delaunay13. Esta técnica, de fácil implementación, permite obtener una adecuada
simetŕıa de las nubes tanto para una discretización regular como irregular de puntos. A modo
de ejemplo, la Figura 2 indica los principales pasos para generar las nubes en el dominio con
esta técnica. Similar procedimiento se adopta también para las nubes del contorno.

Cálculo de la función de forma

Uno de los aspectos importantes cuando se utiliza una aproximación por mı́nimos cuadra-
dos, tal como lo establece la ecuación (4), es la necesidad de invertir la matriz de momentos
AI para cada punto de la discretización. Para evitar un posible mal condicionamiento de
esta matriz cuando las coordenadas globales del punto se alejan del origen del sistema de
referencia, es deseable expresar la base de interpolación en coordenadas locales (centrada
en el nodo estrella) y adimensionales10. Con este cambio de coordenadas la nueva base
cuadrática para un caso 2D queda como

pT(x) =

[
1

x − xI

dxmax

y − yI

dymax

(
x − xI

dxmax

)2 (
x − xI

dxmax

)(
y − yI

dymax

) (
y − yI

dymax

)2
]

donde, tal como se indica en la Figura 3, se han utilizado para adimensionalizar la base las
distancias máximas en la nube respecto al nodo estrella.

 

Figura 3. Parámetros utilizados para adimensionalizar la base de interpolación en una nube

Resolución del sistema de ecuaciones discretas

Para conservar el carácter sin malla del método es deseable que la función de forma, igual
que sus derivadas, queden definidas únicamente por la posición de los puntos localizados
dentro del dominio de análisis. En métodos sin malla con aproximación del tipo integral14−17

(Galerkin, colocación por subdominios, etc.) es necesario recurrir a diversos procedimientos
para realizar la integración como utilizar mallas auxiliares o de fondo.

En el MPF no hace falta realizar integración alguna, puesto que se utiliza un esquema
de colocación puntual. El procedimiento de colocación puntual con una interpolación de
mı́nimos cuadrados ha sido utilizado por Batina18 para desarrollar algoritmos sin malla en
la solución de problemas de flujos de Euler y Navier-Stokes. Sin embargo, diversos trabajos
posteriores han comprobado, que el uso de una función de ponderación (mı́nimos cuadrados
ponderados) mejora la exactitud de la solución5,6,7.
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Utilizando la técnica de colocación puntual, el sistema de ecuaciones discretas que go-
bierna el comportamiento de un sólido, cuyas fuerzas de inercias son despreciables, es

[∇σ(x) + ρb(x)]i = 0 i = 1, Na i ∈ (Ω − Γ) (10)
[σ(x)n − t(x)]j = 0 j = 1, Nt j ∈ Γt (11)

[û(x) − up(x)]k = 0 k = 1, Nu k ∈ Γu (12)

donde Na es el número de puntos en el interior del dominio Ω y Nt, y Nu es el número
de puntos en los contornos Γt y Γu, respectivamente; (Γ = Γt + Γu). Reemplazando
la aproximación del MPF definida en (6) para aproximar û(x), y las relaciones tensión-
deformación y deformación-desplazamiento para un sólido lineal elástico, se obtiene un
sistema de ecuaciones en forma matricial compacta como

Kuh = f (13)

El vector uh contiene los valores buscados de los parámetros uh
i (i = 1, . . . , N , siendo

el número total de puntos N = Na + Nt + Nu), en tanto que el vector f contiene la
contribución de las fuerzas de cuerpo b(x) , y de los valores prescritos de las tensiones
t(x) y del desplazamiento up(x). Desafortunadamente, el anterior sistema de ecuaciones
presenta algunos problemas debido al mal condicionamiento de la matriz K por el tipo de
aproximación numérica utilizada. Se debe notar de acuerdo con (10) que la ecuación de
equilibrio del sólido se impone únicamente en los puntos del interior del dominio. Diferentes
técnicas han sido propuestas en el pasado para estabilizar la solución numérica, cuando se
utiliza un procedimiento de colocación puntual19,20,21.

En el MPF se ha implementado un proceso de estabilización basado en la técnica de
cálculo finitesimal desarrollada por Oñate22,23.

Estabilización del sistema de ecuaciones

Aplicando los conceptos de la técnica de cálculo finitesimal a la aproximación del MPF
se obtiene la forma estabilizada de las ecuaciones (10) (11) como10[

r − 1
2
hT∇r

]
i

= 0 i = 1, Na i ∈ (Ω − Γ) (14)

[
σ(x)n − t(x) − 1

2
hnr

]
j

= 0 j = 1, Nt j ∈ Γt (15)

r[∇σ(x) + ρb(x)] (16)

siendo h una longitud caracteŕıstica del dominio “finito”, donde son impuestas las ecuaciones
de equilibrio y hn = |hTn|. Una importante diferencia, y seguramente una de las principales
dificultades en la implementación de los métodos sin malla es la forma de prescribir las
condiciones de contorno de Dirichlet (12). Tal como se ha puntualizado anteriormente, la
aproximación sin malla no es capaz de capturar los valores nodales de la función incógnita.
Diferentes autores han propuesto para solventar este problema técnicas como métodos de
penalización, aproximación mediante multiplicadores de Lagrange, principios variacionales
o acoplar en el contorno una franja de elementos finitos1,2,14−17. A través de los diversos
ejemplos resueltos se ha comprobado, que en el MPF se obtienen buenos resultados, cuando
la condición de contorno de Dirichlet se impone en el sentido de los mı́nimos cuadrados tal
como en la ecuación (12).

Se debe notar que si en las ecuaciones (14) y (15) h tiende a cero, es decir, cuando
la longitud caracteŕıstica del dominio es infinitesimal, se recuperan en su forma original
las ecuaciones de gobierno del problema (10) y (11). En los ejemplos, que se analizan a
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continuación, se han calculado hn como una proporción de un parámetro t́ıpico de la nube
de la siguiente forma

hn = dmin (17)

donde dmin es la distancia en una nube entre el nodo estrella y el nodo más cercano a éste.

DESARROLLO DE UN INDICADOR DEL ERROR

Un test para comprobar la convergencia de un método sin malla, ampliamente difundido
en la literatura “meshless”, consiste en resolver una ecuación diferencial, cuya solución
anaĺıtica permita generar un gradiente de magnitud controlada en un punto concreto del
dominio de análisis2,15. En particular, se propone resolver la ecuación de Poisson 1D

d2u

dx2
= b(x) 0 ≤ x ≤ 1 (18)

cuando el término independiente y condiciones de contorno se ajustan a lo siguiente

b(x) = 2
δ

1 + δ2(x − x0)2
+ 2(1 − x)(x − x0)

δ3

(1 + δ2(x − x0)2)2

u(x)x=0 = u(x)x=1 = 0

y δ = 60, x0 = 0, 5 son los parámetros que controlan la magnitud del gradiente y el punto del
dominio, en donde este se genera, respectivamente. Utilizando distribuciones regulares de 11,
21, 41 y 81 puntos con nubes de n = 5 puntos y un polinomio cuadrático de interpolación,
las Figuras 4 y 5 muestran una correcta convergencia del MPF para este test. Como se
puede ver de las figuras, existe una marcada tendencia del error relativo, que se comete en
los distintos puntos. Esto es debido a que los errores máximos en la solución se encuentran
en la primera mitad del dominio, mientras que los errores en la derivada se concentran
alrededor del gradiente. Como se sabe cuáles son las zonas donde se concentra el error, es
razonable suponer que adaptando la discretización de puntos en estas zonas, el error global
de la solución disminuya.

Figura 4. Convergencia de la solución.
Test 1D con gradiente

Figura 5. Convergencia de la derivada de
la solución. Test 1D con gra-
diente
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Para comprobar esto se analiza la distribución del error, pero esta vez se realiza una
discretización de 51 puntos espaciados por tramos según el siguiente criterio

0 ≤ x ≤ 0, 3 h∗ = 0, 02
0, 3 < x ≤ 0, 5 h∗ = 0, 01
0, 5 < x ≤ 0, 75 h∗ = 0, 025
0, 75 < x ≤ 1, 0 h∗ = 0, 05

lo que permite concentrar mayor cantidad de puntos en la zona, donde se genera el gradiente
(h∗ es la distancia entre puntos). La Tabla I demuestra la disminución del error, que
se consigue en la solución y su derivada, utilizando este criterio de adaptabilidad. Se
han utilizado además para comparar el error global en el dominio las normas L2 y en
enerǵıa H1 para un caso 1D. Este ejemplo permite comprender la ventaja de contar con
un indicador del error para poder concentrar más puntos en las zonas donde exista una
deficiente aproximación.

L2 H1 error máximo u(x) error máximo ∂u(x)/∂x

N = 51, uniforme 0,018 0,14 0,66 1,12
N = 51, adaptado 0,0078 0,011 0,16 0,29

Disminución relativa 43 % 8,1 % 25 % 26 %

Tabla I. Comparación del error para una discretización de puntos uniformes y una dis-
cretización adaptable

Para saber si existe una relación directa entre la disminución del error y el valor del
funcional JI en la zona donde se han agregado nuevos puntos, se muestra graficamente su
valor considerando los dos tipos de discretizaciones. La Figura 6 demuestra que existe un
mayor valor de este funcional cuando no se utiliza la distribución adaptada; también se puede
comprobar una disminución efectiva de su valor al utilizar el criterio de adaptabilidad. Por
otro lado se puede ver que no existe una diferencia significativa entre la versión ponderada
y no ponderada de este funcional.
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Figura 6. Tendencia del funcional JI para una distribución uniforme y adaptada de puntos

Si bien en este caso se conocen las zonas donde es posible ubicar nuevos puntos, a
continuación se muestran algunos ejemplos, en los que se ejemplifica la utilización del
funcional JI (recordar ecuación 3) como posible indicador del error para lograr una mejora
de la solución numérica.
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Placa infinita en tensión con agujero

Se ha resuelto como primer ejemplo una placa infinita en tensión con un agujero circular.
Utilizando las propiedades para el material E = 1000 y ν = 0, 3, se procede a modelar un
cuarto de la placa bajo un estado de tensión plana. La placa infinita se encuentra sometida
a esfuerzo remoto de valor unitario en la dirección positiva de x, pero tal como se aprecia
en la Figura 7, en las cercańıas del agujero (contornos x = 4 e y = 4) se prescriben esfuerzos
según la solución teórica24.

Figura 7. Placa infinita en tensión

Como se establece en la formulación teórica del MPF, el valor del funcional JI es una
cantidad vectorial, que indica para cada nube de interpolación el error ponderado, que se
comete al tratar de ajustar las contribuciones nodales al valor de la función aproximada en
el punto. Para un caso 2D se puede obtener un valor en cada punto, si se toma su norma
cuadrática como

JGI =
√

J2
Ix

+ J2
Iy

De esta forma, si N representa el número total de puntos para una discretización en
particular, se puede construir un sencillo indicador del error efectuando una equidistribución
de este nuevo funcional sobre todo el dominio:

ξI =
NJGI

N∑
I=1

JGI

(19)

Adaptando la ubicación de los puntos al valor del indicador (19), la Tabla II muestra
la disminución del error, que se consigue para este ejemplo. Para salvaguardar el carácter
sin malla de la aproximación se han utilizado las siguientes expresiones equivalentes para el
cálculo del error

L2 ≈

{
N∑

I=1

(ur
I − uI)T(ur

I − uI)
} 1

2

{
N∑

I=1

(uT
I uI)

} 1
2

H2 ≈

{
N∑

I=1

(εr
I − εI)TDεr

I − εI)
} 1

2

{
N∑

I=1

εT
I DεI

} 1
2
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donde las cantidades ()r
I , ()I representan los valores de la solución numérica y teórica en el

punto I, respectivamente, siendo D la matriz constitutiva.

No de puntos Norma L2 tensiones Norma energética H1

57 0,1404 0,1662
69 0,1129 0,1305
138 0,0572 0,0651
171 0,0525 0,0572
213 0,0381 0,0432

Tabla II. Convergencia del error para la placa con agujero y una discretización de puntos
adaptable

La Figura 8 muestra los resultados, que se obtienen concentrando nuevos puntos según
la tendencia que muestra el indicador para una discretización de 57, 69 y 138 puntos.

 

     

  

a)                                           b)           

Figura 8. Evolución de a) la discretización y b) del indicador del error para la placa infinita
en tensión, N = 57, 69 y 138 puntos Viga en cantilever
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Viga en canteliver

Un segundo ejemplo analizado consiste en modelar el comportamiento de una viga
empotrada con un cortante parabólico en su extremo bajo condiciones de tensión plana
(Figura 9). Las propiedades utilizadas son: E = 1000 y ν = 0, 3, siendo la carga total
P = 1, 0. Sobre el contorno x = 0, y = ±2 se prescriben los desplazamientos obtenidos de
la solución teórica24.

Figura 9. Viga en cantilever

 

 

 

 

 

 

 

  

Figura 10. Evolución de la discretización y del indicador del error para la viga en cantilever,
N = 66, 88, 173 y 314 puntos

La Figura 10 muestra los resultados, que se obtienen para la evolución de la discretización
y del indicador cuando se utilizan inicialmente 66 puntos. Al igual que en el caso anterior
se utiliza la información del indicador propuesto para agregar puntos en las zonas, donde
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éste presenta un valor elevado. Finalmente, la Tabla III indica la disminución del error, que
se consigue en este ejemplo utilizando dicho procedimiento. Ambos ejemplos desarrollados
muestran una correcta correlación con los valores teóricos de la solución.

No de puntos Norma L2 tensiones Norma energética H1

66 0,0934 0,1077
88 0,0914 0,0996
173 0,0815 0,0846
314 0,0644 0,0649
401 0,0335 0,0338

Tabla III. Convergencia del error para la viga en cantilever y una discretización de puntos
adaptable

Disco bajo compresión diametral

La geometŕıa para este problema se muestra en la Figura 11 y consiste en someter al
disco a una carga puntual de P = 1, 0 a lo largo de su diámetro D = 0, 5. Este ensayo, de
especial interés para materiales bituminosos y frágiles, se encuentra estandarizado según la
norma ASTM D-4123 1987.

Figura 11. Disco bajo compresión diametral

Realizando un cambio de coordenadas apropiado y considerando el radio del disco R = D
2
,

se puede obtener el siguiente campo de esfuerzos para la solución anaĺıtica24
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Utilizando condiciones en deformación plana se procede a discretizar el disco inicialmente
con 104 puntos, adaptando posteriormente la ubicación de nuevos puntos a los valores del
indicador. Para cada punto se procede a comparar y calcular el esfuerzo cortante máximo
según

τmax =

√
(σx − σy)2

4
+ τ 2

xy

La evolución del esfuerzo cortante máximo para las diferentes distribuciones de puntos
se puede ver en la Figura 12. Se aprecia una clara tendencia hacia la distribución esperada
(Figura 13), cuando se agregan puntos en las zonas, donde el indicador del error lo señala.

 

 

 

 

a)                                               b) 

N= 104

X

Y

N= 162 

N= 205 

N=433 

Figura 12. Disco bajo compresión diametral: a) discretización y b) isoĺıneas de esfuerzo
cortante máximo
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a)                                        b) 

Figura 13. Contornos de esfuerzo cortante máximo para disco bajo compresión diametral:
a) teórico y b) de análisis fotoelástico

Finalmente, para analizar el comportamiento global de la solución se muestra en la
Tabla IV la evolución del error en norma L2 para las tensiones en el eje y = 0.

Número de puntos Error norma L2 eje y = 0
104 0,2508
162 0,1385
205 0,0479
433 0,0383
514 0,0207

Tabla IV. Convergencia del error para el disco bajo compresión diametral

CONCLUSIONES

Se han presentado las tendencias del funcional de mı́nimos cuadrados ponderados en el
MPF para problemas con distribución regular e irregular de puntos. A la vista de los resul-
tados que se obtienen, se puede concluir, que el funcional J efectivamente entrega indicios
del error de interpolación numérica. Esta información puede ser utilizada para visualizar
aquellas zonas, donde se hace necesario agregar más puntos de forma localizada, sin un
aumento significativo en el número de grados de libertad del problema. La equidistribución
del error basado en a este funcional resulta ser un indicador fácil de calcular e implementar
en el MPF. Por otro lado, no se ha constatado una diferencia sustancial en el uso de la
versión ponderada del funcional, respecto de la versión estándar, a efectos de estimación del
error.
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4 E. Oñate, S. Idelsohn, O.C. Zienkiewicz y T. Fisher, “A finite point method for analysis of fluid
flow problems”, Proceedings of the 9th Int. Conference on Finite Element Methods in Fluids,
Venecia, Italia, pp. 15–21, (1995).
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