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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. MOTIVACION

La simulacion numériea de muchos problemas encontradlos en el dmibito de
la Ingenierfa Civil y Mecdnica requieren de adecuadas hervamiontas tedricas v
compitacionales, que permitan estudiar el comportamiento de las estrueturas
bajo un cierto végimen de cargas y condiciones de frontern. En este contexto
se encuentra que en muchas ocagiones el proyectista se enfrenta al problema de
determinar si una determinada tipologia estructural satistace los requerimientos
de coste y seguridad que le demanda el entorno social, Eu este proceso del
analisis estructural siempre es necesario efectuar estudios de la sensibilidad de los
pardmetros que intervienen en la respuesta, como son las cargas, las dimensiones,
la calidad de los materiales, ete. Bajo estas hipdtesis una correcta modelacion
de todos los fendmenos fisicos que intervienen es undamental para poder decidiy
correctamente.  En la mayoria de los casos el procedimiento experimental
s costoso por la infraestructura involuerada, siendo la simulacion numeérica
una poderosa herramienta de aynda en la determinacion de la estrnetura s
adecuada para nn determinado conjunto de acciones.

Dentro de las formas estructurales comnnmente encoutradas en los
problemas  ingenieriles debemos  destacar a  las  estructiuras  denominadas
[aminares. En estas tipologias el comportamiento estructural viene goloer-
nado por la teorfa de ldminas, y su tratanmiento tedrico imvoluera dificultades
matemiticas y fisicas. Sus soluciones no pueden ser vdpidamente obrenidas,
salvo en situaciones |)1-L|'t'.i{:|1l:;u't-m o introduciendo hipotesis stmplificatoriag en
[ teorfa. Fisicamente la regpuesta de estrocturas laminaves roguiere de
un adecnado balance entre términos de Hexion y membrana, las dificultades
matemdticas aun en el caso lineal son extensas encontrandose muy pocas solu-
ciones analfticas las que por lo general se limitan a formas simples v condiciones
de carga y contorna sencillas,

Dentro de lns teorias de [amina mas recurridas encontraomos a la de Kivehhotf
y & la de Reissner-Mindlin en donde la inica diferencia entre ambag vadica en
las hipotesis sobre el giro de la normal al plano medio. Asi, la teorin mis elisien
de laminas de Kirechhofl estabilece que dichas normales se mantienen rectag v
ortogonales a la deformada de dicho plano lo eual es cierto solamente en laminas
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delgadag (SS9 < 0.1), en cambio la teorfa de Reissner-Mindlin: mantiene i

condicion de deformacion recta de la normal pero ne exige su ortogoualidad con
la deformada del plano medio, lo que introduce el efecto de la deformacion por
cortante transversal permitiendo el andlisis de placas gruesas,

Desde el punto de vista de la formulacion de elementos finitos la teoria
de Kirchbofl requiere que los elementos utilizados tengan continuidad de clase
¢’y debido n la presencia de derivas segundas de la flecha en la expresion dol
pringipio de los trabajos virtuales, en eambio bajo la teoria de Reissner-Mindlin
se requiere gue los elementos linitos Lengan solamente continuidad de elase €5,
dando origen a elementos mas sencillos que puedan aplicarse indistintamente a
problemas de placas delgadas y gruesas, Sin embargo, ¢l precio que se paga
por la utilizacion de elementos basados en la teorfa de Reissner-Mindlin es gue
aparecen dificultades numéricas en su aplicacion a ldminas de pequeno espesor
produciéndose el blogueo de la solucidn numdérica debido a los efectos de los
términos de cortante transversal. Estas dificultadas se resuelven con téenicas de
integracion reducida-selectiva o utilizando campos de deformaciones de cortante
impuestos,

Desde el punto de vista geométvico la forma de la superficie media do la
ldmina puede ser arbitravia, Una de las formag mas sencillas de aproximacion
de la geometrfa real es modelarla a partiv de elementos planos de tamano
pequeiio. Dentro de las ventajas de esta aproximacion se encuentra el hecho
de encontrarse desacoplados a nivel elemental las contribuciones de membrana
y flexion, La mayorfa de los elementos de lamina planos que comiinmente se
utilizan consideran cinco grados de libertad por nodo a nivel elemental, tres
desplazamientos contenidos en el plano medio (w0 y ') y dos rotaciones de
la normal al plano medio (0., ﬂw:), apareciendo un sexto grado de libertad (0)
cuando se realiza el ensamblaje a nivel global de cada una de lag contribuciones
elementales,

El uso de grados rotacionales de libertad en Ia formulacion de Fminas
presenta algunas difienltades, lag cuales pueden resumirse en:

(1) Las variables rotacionales no son conmutativas en 3D, de modo que Ia
implementacion computacional de elementos de Fumina que atilizan este Lipo
de yariables nodales no es sencillo, especinlmente en el contexto de problemas
no lineales con prandes deformaciones.

(2) La aplicacién ¢ interpretacion de las condiciones de borde no siemipre es
seneilla,
(3) En problemas de gran escala los requerimientos de almacenamionto pueden

]]ﬂgm' a ser considerabloes,

Estas razones han Hevado a muchos investigadores a proponer nuevas [orinu-
wiones de elementos finitos, que se independicen de los grados rotacionales de
laciones de elementos finitos, que se independicen de log grad tacionales (
libertad, Lo importancia de estos nuevos desarrollos, en el dmbito de problenins
I I
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industriales y académicos es enorme por la posibilidad de realizar anilisis de
eatructurag laminares con elementos sencillog, y de bajo cosle computacional en

situaciones complejas de cargas y condiciones de apoyo conio son los problemas
de impacto entre estructuras o de embuticién de chapa.

Otro punto coniplementarvio al de la tecnologia de elenentos finitos en el
proceso de andlisis estructural, es la deseripeidn matemdtica del comportamiento
del material que se ntilice; el cual debe ser considerado con wmodelos qiie
deseriban de una forma lo mas cercana a la realidad su fenomenologia,

1.2. OBJETIVOS DEL PRESENTE TRABAJO

Los objetivos de este trabajo se enmarcan en el analisis de estruchiras
laminares delgadas sometidas a un régimen dindmico de cargas, que dan origen
a grandes cambios de forma sobre la estructura, Se considerarain dos nievas
formulaciones de elementos finitos de lamina delgada, siendo wna de ellas
una meva formulacion que solo considera los desplazamientos de la superficio
media del elemento como variables cinemidticas independizandose de los grados
rotacionales de libertad.

Los ohjetivos principales del presente trabajo se resimen e

& Extender una formulacidn de ldmina delgada gque utiliza nuicamente grados
traslacionales de libertad como variables nodales al contexto de problenas
dindmicos no lineales en presencia de grandes cambios de formas, orvientado
a la simulacion numérica de problemas de impacto de estructuras y de
embuticion de laminas metdlicas,

Con este propdsito una serie de requisitos parciales so deben cmnplir:
e Lnplementacion computacional en un eddigo con esquema de integracion
temporal del tipo explicito.

& Determinacion de un eriterio de limitacion del tamano del paso de tempo
eritico Al en la nueva formulacion de lamina delgada.

& lutroducir un modelo constitutivo capaz de simular sitnaciones de prandes
cambios de forma, v que considere la anisotropia plistica del material,

& Validacion numérica de la herramienta propuesta.
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1.3. CONTENIDO DEL TRABAJO

Para la materializacion de los objetivos anteriormente nombrados el trabajo
se hia estructurado en siete capitulos.

El capitula 2 introduce los conceptos de In dindmica I‘.:K].)l[f'-il-lii no lineal, en
donde se presentan los operadores fuerzas internas, fuerzas inerciales y fuerzas
externas que definen a la ecuacién de movimiento. Luego se trata el esguens
de integracion temporal basado en el método de las diferencias finitas qoe
permite resolver lag ecuaciones discretizadas de movimiento en torma explicita,
Finalmente se presenta la forma de determinacion del paso de tiemipo Al gue
asegure la estabilidad numériea del esquema de integracion temporal,

B el capitulo 3 se presenta ¢l modelo hipoeldstico utilizado en la definicion
de 1o ecuacion constitutiva y el tratamionto de actualizacion de las tensiones de
Cauchy. Tambiéu se introduce el concepto de anisotropia plistica, las superficies
de fAnencia utilizadas en su modelacion y las hipdtesis comiinmente empleadas
en la simulacion numérica de procesos de embuticion de chapa.

Eu el capitulo 4 se presentan una familia de nuevos elementos finitos trian-
pulares planos desarrollados en los Gltimos anos para el andlisiy de estricturas
laminares. Luego se presenta como éstos evolucionan a formas mis sencillas,
hasta legar al nuevo elemento de placa delgada que utiliza dnicamente grados
traslacionales de libertad como variables nodales.

En el capitulo 5 se presenta la validacion numérien del nuevo elemento
de lamina delgada, en el contexto de la dindmica no lineal en problemas que
oeurren a altas velocidades en presencia de prandes deformaciones comparando
su respuesta con la nueva formulacion de lamina delgada CST — DKT15 y con
resultados experimentales.

51 eapitulo 6 se dedica exclusivamente al estudio de problemas de cinbuticion
de laminas metalicas. Para ello se estudian diferentes geometriag considerado
la mueva formulacién de lmina delgada y el modelo constitutivo hipoelistico
con superficie de fluencia anisotropica. Se estudia la influencia de la anisotropia
plastica sobre la formabilidad de la pieza metilica y se realizan comparaciones
de los valoves de deformaciones plasticas efectivas, deformaciones prineipales y
dealizamientos con resultados numdéricos v experimentales obtenidos por otros
investigadores,

Finalmente en el capitnlo 7 se presentan las conclusiones del estudio, se
destacan las aportaciones originales y se sugleren futuras lineas de investigacidn,

Cabe senalar que con el fin realizar la simulacion numérica de problemas
de embuticion de laminas metdlicas se hacen uso de los algoritinos de contacto
y rozamiento disponibles en ¢l entorno acadéinico, (algoritmos basados en el
método de penalizacidn ) no entriandose en ningiin momento a realizar mevas
aporiaciones sobre los ya existentes,



CAPITULO 2

ECUACIONES DE MOVIMIENTO

2.1. INTRODUCCION

Partiendo de los principios de la meecdnica de los medios contimos. se
describe un procedimiento para encontrar la respuesta dinamica no lineal de
estructuras. Bl método de log elementos Anitos v el de las diferencias finitas son
utilizados en eonjunto para resolver las escuaciones de movimiento, las cuales
gon dadas en una forma general y por tanto vilidas tanto para comportamionto
lineal o no lineal ya sea geomélrico, material o combinacion de ambos,

La ecuacién del principio de los trabajos virtuales (PPI'V) se plantes en
términos de elementos finitos soparamdétricos en la conliguracidn deformada al
tiempo . El sistema de ecuaciones diferenciales resultante, se resuelve inediante
un esquema de integracion temporal del tipo explicito en donde las aceleraciones
y velocidades del sdlido se expresan en funcion de los desplazamientos a iravés
de expresiones en diferencing finitas, es decir, la nueva configuracion al tiempo
i ++ At es obtenida a partiv de la deseripeion del movimiento en la confignracion
de equilibrio al tiempo ¢.

La introduceién del concepto de matriz de masa concentrada, permite re-
solver ¢l sistema de ecuaciones sin necesidad de costosas translormaciones -
triciales. Dado que log algoritmos de integracion explicitos son condicionalinente
estables, es deeir, el paso de tiempo At debe sor acotado a modo de asepgurar
que la respuesta sea estable, existiendo un paso de tiempo Al sobre ol cual
la respuesta se amplifica artificialmente. Dilerentes expresiones para determinar
el valor del paso de tiempo eritico en funcidn de la frecuoncia eirenlar maxima
del sistemna disereto se encuentran en la lit(-!raimrnlﬂ_f‘l'[(" 1], en el presente frae
bajo el valor de este se determinard a partir del método de biisqueda del mavor
antovalor del gistema discreto de acnerdo con el algoritmo de Misesl B =31

Un eodigo con lag caracteristicas anteriores se denomina en la literatura
como hidrocodigo [B=2],[P—1],[0 "‘z|, y es definido como un programa para la
solueidn de problemas transitoriod con grandes deformaciones que ociurren en iin
Fncllmi'm intervalo de tiempo, generalmente en presencia de mny altas velocidades
B-2 El origen de los hidroeddigos nacié en la necesidad de resolver problenins
militares y de defensa, annque hoy en dia su rango de aplicacion se extiendeld=1]

(o |
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i problemas estructurales tales como de conformado de metales ¢ immpacto entre
CUCIPOR,

2.2. LEYES DE MOVIMIENTO

2.2.1. FORMA DIFERENCIAL

Considerése el movimiento de un cuerpo de volumen V con respecto a un
sistema coordenado eartesiane estacionario y asumamos que el cuerpo puede
experimentar grandes desplazamientos y fener una respuesta consbitutiva no
lineal. Diferencialmente el problema se traduoeird en encontrar ol campo de
desplazamientos materiales wj(“x, 1) que satisfaga la ecuacion de movimiento de
sauchy [M-1],

g,
t_tn ) o i
P U= +'p (2.1)
5} T
¢Con
?f t iy
Tij = @i (2.2)

sobre el intervalo de tiempo £ € (0.4), donde 7 y 7 vavian de 1 al niimero de di-
mensiones del problema, Las condiciones de contorno pueden ser especificadas
ya sea como desplazamientos impuestos o como tensiones, Los bordes donde los
desplazamientos y tensiones son aplicados se denotarin por 'y, T'y respectivi-
mente, ver Figura 2.1,

Yup = fi(x,1) sobre T (2.3)

ki = r'mj'l'l.j = hi(x,l) sobre T (2.4)
v con condiciones iniciales dadasg por:

(8]

uy = wi("x) (2.5)

th = ft;("x) (2.6)

donde 1y sou las componentes del vector normal a la superficie, los si-
perindices izquierdos denotan la configuracion en donde el cuerpo se eneuen-
tra, los subindices derechos indican los cjes coordenados y los lzquierdos la



= |

Fenaciones do mmoviinient

Figura 2.1 Salido en una posicion deformada al tiempo £

configuracion con respecto a la cual se mide la variable, En las expresiones
anteriores x = x(”x,1) es el vector de coordenadas espaciales y "x ex ¢l vector
de coordenadas iniciales o maleriales del sélido, ‘cn.;_.,' son las componentes carles
sianag del tensor de tensiones verdaderas o de Cauchy, 'b; son las cotponentes
cartesianas de las fuerzas de cuerpo v ‘p o8 la densidad.

El problema anterior quedard totalmente determinado cuando se considere
una adecuada cenacidn constitutiva que relacione las tensiones con los desplazi-
mientos que experimenta el cuerpo.

2.2.2. FORMA VARIACIONAL

Para propdsitos numéricos es mas apropiado transformar la ecuncion de
movimiento de Cauchy (2.1) a su forma débil,  Utilizando el mdétodo de
los residuos ponderados, y eligiendo como funciones de peso al campo de
desplazamientos virtuales 8%y, se tiene:

A tay;
bode Y O b by Nte dorr :
ﬁv(ﬁ Ty B’*mj IE bi) dug YdV =1 (2.7)

con 6'u satisfaciendo los mismos requerimientos de continuidad e integrabilidad
quet el veelor solucion ‘tu; con la diferencia que :

Slu; =0 sobre T (2.8)

Aplicando el teorema de la divergencia a la ecuncién (2.7), se tiene:
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bty st t A S TR T T bovcyar- [ ke D‘iﬁgﬁ roi
./"F p bt dV = /{1 f h.iF TR +_.£5‘ by 8 ydS Lﬁ T 5 "r- dV (2.9)

donde se puede apreciar las contribuciones de las fuerzas inerciales, externas o
internas que actuan sobre el cuerpo.

1£ r 1 4! A ! #
&y ne ( '”a) ﬁ'l' fp "-u.,- :S’u..‘- dV (2,10)
Et® ik ) = L. “’p tbg rﬁ"-t.'..,- LV + /:q b :‘J","'u.\; s (2.11)
0 5 _
= 41t Lk A i
Fi™ () = [rjﬁﬂ;“w (2.12)

luego el problema variacional se traduce en encontrar el campo de desplazamien-
tos materiales u(®x, t) gue satisfaga la ecuacion:

}-.um'( f.l) = Fi!.‘i!l’.(ﬂu) N 1;**"“‘(“u) (2.].:3}

dado que lag componentes cartesianas del tensor de delornmacion infinitesimal
son simétricastZ 11 el operador fuerza interna puede ser reescrito como:

Fyint(byy = [ aiy8 reyytdV (2.11)

donde 8 (€, cor responde a la variacion virtual del tensor de deformacion |B-1],

adtu;, 0 ﬁ"u.,}-

8 ey == (F— + =) 2.15)
€1 2\ )ty 4 & ":t:,' (

con ()11..',; la variacion virtial de las componentes de desplazamicnto M, v el

producto ﬁer.,;jﬁgr:” en (2.14) representando al trabajo de deforniacidn en el

lempo 1 por unidad de vohimen deformado.

Puesto que la masa del cierpo durante el movimiento se conserva, de acuerdo
con la ecensncidn de contimidael [M_ll. podemos eseribir:

tptdV = 9p Qv (2.16)

luego el operador fuerza inercial puede ser expresado con respecto al volunern
inicial, de la sipulente forms:
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I"l:hm(ﬂﬁ'i] = .Lv nﬂ .ﬂ_",;,".‘1 6.!““_ o\, (2-|T)‘

si s supone que las fuerzas de superficie son indepeudientes del nivel de defor-
maciones que aleance el cuerpo, el operador fuerzas externas puede expresarse
con respecto al volumen inicial “V, como:

Feel(tyy = A‘." Oty Sy 2dV 4 [.q hy 8w, °dS (2.18)

en el presente desarrollo la fuerzas de amorfiguamiento viscoso han gido omnitidas.
pern pueden ser facilmente incorporadas en la ecuacion de equilibrio (2.13).

2.3. SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO

El objetivo de esta seccidn es evaluar lag posiciones de equilibrio del s6lido
en puntos diseretos del tiempo 0, Af, 2A1, 3AL, ..., donde At es ol incremento
de tiempo. Dos alternativas distintas para encontrar las posiciones de equilibrio
en puntos discretos del tiempo son posibles, asi por ejemplo si se considera |a
forma débil de la ecnacidn de Canchy eon réspecto a la ilthna confligiracion
conocida en el tiempo t, el esquema de integracion en el tiempo serd explicito,
sin enbargo cuando se considera la proxima configuracion al tiempo ¢+ Al en
donde todas las variables cinemiticas v estaticas aiin no se conocen, el esguema
de integracion en el Liempo sera implicito (Newmark, Bossak-Newmark, Houbolt.

(3153,

vlo

Figura 2.2 Movimiento del cuerpo en un sistema coordenado cartesiano
estacionario. Distintas configuraciones deformadas,
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La eleccion del esquema de integracion a utilizar depende normalimente de
tres factores: estabilidad, precision y coste (B=3LIB=5] T 1a presente investi-
gacion, se adoptard un esquema de integracion del tipo explicito. Las razones
de tal eleccidn se diseutirin en proximas secciones, Comao ya se demostro, tanto
los aperadores filerzas externag ¢ inerciales pueden ser expresadod con respecto
a la configuracion inicial en ¢ = 0, una solueion a la ecuncidn (2.13) puede ser
obtenida referiendo todas las variables del operador [uerzas internas a cualqguiera
de las configuraciones previamente ealeuladas. En la practiea solo dos posibil-
idades dentro de un contexto lagrangiano T ge utilizan, una solueion en la cual
todas las  variables cinemdticas y estdticas so refieran a la conliguracion ini-
cial del solido al tiempo ¢ = 0 se define como formulacion lagranginn total
(.P’LT)[H—”_ ina solicidn en donde todas las variables cinemditicas v oestdticns
se refieran a la dltima configuracion conocida al tempo £, se definira como for-
mulacion lagrangiana actualizada (F.h.ﬂ)m_lll. Ambas formulaciones ineluyen
todos los efectos no lineales cinemiticos debido a los efectos de grandes desplaza-
mientos y deformaciones, Sin embargo su correcta aplicacion al caso de grandes
deformaciones depende fundamentalmente del modelo constitutivo empleado, lu
tiniea diferencia entre las dos estd en la eleccidn de diferentes configuraciones de
referencia para las variables cinemiaticas y estdlicas, Sise utilizan adecuadas me-
didas de tension y deformacidn en cada formulacién (F'LA o FLT) se deberfan
obtener idénticos resultados para un problema dado.

Eu el presente trabajo se ntilizara una formulacion lagrangiana actiualizada
para la deseripeion del movimiento de las particulas del sélido. Consecuente-
mente ¢l tensor de tensiones de Cauchy es utilizado para expresar la ecuacion
constitutiva en la configuracidn deformada, por lo tanto, la forma débil de la

eccuacion de movimiento se eseribird, como:
R i) = e () = [ o dregg ‘v (2:19)

de acuerdo con Figura 2.2, ¢l movimiento de las particulas del sélido en la F'LA.
se describe por:

ChAL, it

@y -k g (2.20)
iy = M8 v =1,2,8 (2.21)

tonde yu; e8 el incremento de desplazamientos entre lag configuraciones ¢ y 1Al
2] tratamiento tensional, es decir, la determinacion de la tension de Cauchy en

1 El movimbento do las partioulas del sdlido, e seguido desde Ia configuracion tnielad o la lnal dol cuorpo,
ot aproximacion eontrasta con la forplacidn ouleriang usads novmalinonte ey mecinicn de idos, o
donde 14 atencin e contia en ol movimionto do lae particalas o teavis de un volumon do conteal 1861
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la configuracion { + Al se disculirda en ¢l proximo capitnlo, por Lener divecta
relacion con el modelo constitntivo o emplear,

2.3.1. DISCRETIZACION ESPACIAL

Counsidérese un dominio discretizado en elementos finitos isoparnmétricos
[0=1]12-1] an una configuracion f arbitraria, con los desplazamientos ", v
las velocidades Hi,; conocidas en los nodos, donde o es el niumero de nodo o
i corresponde a la direccion con respecto a un sistema cartesiano rectangular.
Eligiendo adecuadas funciones de forma Ng, los valores de los desplazaimientos,
velovidades y aceleraciones pueden ser interpolados, en funcién de sus valores
nodales:

bui = Naugi (2.22)
b = Nt (2.23)
Mg = ey Uy e
|‘." y i f oL ) iy
iy = Nty (2.24)

de manera andloga la variacion virtual del desplazamiento y su gradiente se
interpolan, de acuerdo con

8 Yy = Nod gy (2.25)

2 R

i L f £

U (2.20)

si se sustituyen las relaciones anteriores en ecuaciones (2.17), (2.18) v (2.19), se
biene:

' - i Ny :
[_/ﬁp‘ Nap Nuf"umﬂdv + ﬁ‘i“‘ !a',gj -Erﬁﬁtnﬁr’ . A“ “n b NGV

_ﬁg h-fM‘.”"JS] {sﬂ.‘m.’: = (] (2.27)
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puesto que los desplazamientos virtuales en los nodos, 8liigj son arbitrarios.
log Lérminos entre paréntesis deben ser nulos, Luego las aceleraciones nodales
pueden ser caleuladas a partiv de (2.27), como:

Uﬂ; N “p Na ”“"V] *ﬂme = [ j,‘, P by NodV + }; 4 hi Ne ”d.‘%‘]

g fl}jﬂg t .
_./r‘r oy == v (2.28)

1 T
b oy

la eual, matricialmente se expresa por:

M ti-‘ _ )‘.F.r,:,-l.'f. . ﬁFi.'n.!.(!.u) (2213)
COI; - T
Epint (ty) — gﬁl,-wiﬂf? ty tay (2.30)

en donde M es la matriz de masa consistente referida a la configuracion inicial,
lii es el vector de aceleraciones nodales, TP og ol veetor de fuerzas externas con
vespecto a la confipuracion inieial, [F7(*u) es ln expresion disereta del vector
global de fuerzas internas, ﬁBL es In matriz de deformacion lineal 711 o) Fipo
de elemento elegido y ‘o el veetor de tensiones de Cauchy. Matematicamente
In ecuacion (2.29) representa un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden de coeficientes variables.

2.3.2. INTEGRACION TEMPORAL EXPLICITA

La solueién numériea del sistema de ecnaciones de movimiento representado
por (2.29), se realizavd mediante un esquema de integracion temporal explicita,
Las razones que motivaron a fal eleccion se pueden resumir en:

- la simplicidad en la evaluacion de las incognitas nodales, cuando In matriz
de masa es construida diagonal, No siendo necesario resolver un sistema de
ecuaciones en el proceso de busqueda de las incognitas nodales.

- cunndo la malla crece o] esfuerzo computacional anmenta proporcionalmente
al ntimera de ,L_g:‘miuﬁ de libertad del sistema.,

- computacionalmente atractive a causa de lag pocas operaciones requeridas
én cada paso de tiempo y el reducido espacio de memoria utilizado, solo L
solucidn para el tiempo ¢ se alimacena dentro del codigo, no siendo necesprio
cotstruir la matriz de rigidez global del sistema, lo que en problomnas de gra
ascaln se traduce en importantes ahorros de memoria,
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Fstas ventajas de los métodos explicitos vienen ac ompanadas por el incon-
veniente de la estabilidad nimerica =205 dopendiendo del tamano del
tervalo At de integracion, existiendo un intervalo At eritico por encima del
cual la solucidn se amplifica de forma artificial. Esto signilica que en pr nl:lvllmh
practicos el nimero de pasos de tiempao puede Hegar a ser del orden de 10— 107,
Clabe senialar gque un gran nimero de problemas no lineales requieren pasos de
tiempo pequenos a modo de aleanzar una respuesta adecnada independiente-
mente de las consideraciones de estabilidad numériea =1, en particular los
problemas de propagacion de ondas, es decir, en aguellos en donde el frente de
ondag es de importancia ingenieril, Tipicamente los problemas de inpacto entre
cuerpos caen dentro de esta categoria,

o los métodos explicitos expregiones en diferencias finitas en el dominio del
tienipo son usadas para aproximar las aceleraciones y velocidades en funeién de
los desplazamientos . Tedricamente un gran ntimero de expresiones en diferencias

finitas podrian ser utilizadas, siendo el método de las diferencias centrales el mis
[K=1),[B-2][C=1]
recomendado

151 método de las diferenciag centrales se basa en una aproximacion de
gepundo orden en At, la cual se deriva a partiv de expansiones en series do
Taylor [B-2], yn guperindice 7 indicawrd que la funcion se evaluard en 1 = 1"
asi so tiene:

yprtt/2 ;
= et L 2B L iy A Aoty
| 1
f"H - fn-l-'l,f‘.! d_f_f_ /2 [ A u-i-l/.!) ;;;I &4;14-1/2)2 e (2.3)

restando la segunda ecuacion de la primera, se obtiene una regla de integracion
explicita de segundo orden en At.

o pn1 /2

bt i OF 12 k17298 .
= f1 f A} + O((At (2.33)

I ! 0 (¢ %)

tomandose 51 ignal al desplazamiento en "F3u, se vesuelven los sigiicntes

p},LHHH:

AL it bR A 8t (2.34)
B == st (2.85)



14 Capitulo 2

con:

AR %{m* +ALhHAY (2.36)

el algoritime supone conocidos los desplazamientos nodales en el instante |y las
velocidades nodales en (= %‘1, asi como las fuerzas externas e internas. Donde Aff
y AtAt gon dos intervalos de tiempo sucesivos, entre los instantes (1 — & 1) v
(t,. t+ &t), respectivamente. [Este esquema de 'lut'.ugr&.u:i('m no amortiguado junto
con la ecuacion (2.29) es utilizado para avanzar la posicion de los nodos en ¢l
Liemipo,

2.3.3. MATRIZ DE MASA CONCENTRADA

Un ecnacién (2.20) M representa la matriz de masa consistente, la cual es
la matriz que resulta al aplicar en forma directa el método de elemontos Auitos,
Resultando una matriz no diagonal que genera un sistema de ecuaciones poco
alractivo desde el punto de vista computacional pues se produce un acoplamiento
entre lag ecunciones asociadas a las distintas incognitas nodales. A fin de
(']Vit.}:'l,l‘ (-,!H'.',(:‘.' l)l'()hlﬂi'[lﬂ {6 l'.'(.)llﬁl'.l'll}'l-.‘ L111EL Illﬂ“l‘i}: l].ll‘ I11EsEL quliVi.Ll(?."l.(f l:ﬂil“l:iilll
COne I]"[}‘,t'.]"i','ﬁ dl:! TT1aEH Cﬂu(!(-'ll.'l".]"ﬂl‘."l-& |ll (illl.'l.l HIHU P“.‘.‘il‘r(‘ '.él‘lllill“ﬂ !‘.:UI"'L" =1 (“ilﬂﬂlli'lll
principal.

La matriz de masa concenbrada para un elemento se obtiene distribuyendo
la masa del elemento en proporeidén a log términos de la matriz de masa
consistental =20 -2 . Donde para un nodo § genérico, el término de masa

dingonal My de la matriz de masa concentrada se caleula de acuerdo cou:

- Jvp N Nj dV ' o
mii = (g5, p e B a7 L v P 4V (2:37)

donde n s @l pamero de nodos del elemento, poes la densidad de mansa vV
representa el volumen ocupado por el elemento.

[5] concepto de matriz de masa concentrada permite resolver el sistema de
eenaciones definido por la ecnacion (2.29), de una forma eficiente v a un bajo
coste computacional, Puesto que la matriz de masa asi construida tene adlo
términos sobre su diagonal principal, transformando el sistema de ecuaciones de
(2.29) en un conjunto de n ecuaciones independientes.
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2.4, ESTABILIDAD NUMERICA

Como ya se comento anteriormente los algoritimos de inlegracion Lemporal
del tipo explicito son condicionalinente estables, siendo necesarvio limitar el
tamano del ineremento de tiempo At a modo de asegurar la estabilidad numerica
de la respuesta, o8 deeir:

Al < Al (2.38)

en problemas unidimensionales el valor del paso de tiempo es acotado por el
niimero de Courant 1F~2);

Al < % (2.39)

donde Az es la longitud del elemento mis pequeno v ¢ = \/ ‘&, es la veloeidad

de transmision de las ondas. En el caso de 3D, una expresion para ol tiempo
eritico es dada en referencin [K-1] para andlisis lineal y mallas regulares:

At < Aty = 2 (2.40)
Wy

donde w;, es la frecuencia natural mas alta del sistema disereto y puede ser
caleulada a partir de la solucidén del problema de antovalores. Dado que ol valor
de wy no se mantiene constante durante el andlisis, modificandose en funeion de
las earacteristicas de no linealidad del pruh]uumw '1]. es necesario vecalcular ¢l
valor de At eada cierto mimero de pasos de tiempo a modo de asegurar |a
astabilidad numérica de la respuesta. A modo de evitar el edleulo de wy,, mnchos
antores utilizan factores de seguridad con la signiente relacion aproximada parn
eatimar el valor del tiemnpo eriticol® =11,

[ 0= ) N
Algpy =7 L ( (1 - ) ) (2.41)

donde *y’ es un factor de seguridad, L' es la longitud caracteristica del elemento
y E. oy prepresentan el madulo de elasticidad, el coeliciente de Moisson v
lo densidad del material vespectivamente. Li mayoria de los codigos del tipo
explicito utilizan relaciones del tipo de (2.41) en conjunto con factores de
sepuridad en la evaluacion del paso de tiempo eritico, por ejemplo se encuentra
aque DYNA2D toma un factor de seguridad de 0,67, 0.90 en DYNASD y de 0,25
ent TENSOR (ver referencias [D-1],[D-2] y [T-1] respectivamente).

Bicanic B4 1a sugerido que proceder de acuerdo con la ccnaecion (2.41)
no siempre es un método adecuado, y puede llegar a ser hasta dos veces mis
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costoso que ealenlar el valor de la frecuencia maxina del sistema disereto, By
el presente trabajo siguiendo a Bicanic se opta por el cilenlo de la frecueiicia
MAXIUNA Winee del sistema discreto, para ello mediante [a utilizacidn de téenicas
de iteracion vectorial [3-3] se evalua el valor de wye, v mediante la ecuacion
(2.40) mas la aplicacion de un factor de seguridad ’yr = (L.75 se determina el paso
de tiempo eritico por:

At < Aty =7 (—) (2.42)
iy

2.4.1. ALGORITMO DE BUSQUEDA DE LA FRECUENCIA CIR-
CULAR MAXIMA.

El problema de determinar solamente el valor de la frecuencin miaxin
o minima y sus respectivas formas modales en un sistema discreto ha sido
abordado en la referencia [B-3], en donde la ecuacién bésica a vesolver es dada
por:

KA = AMA (2.43)

donde K es la matriz de rigides global de (n % n) y M es la matriz de masa
de (n x n) para ¢l modelo de elementos finitos, A es ln matriz modal en la
gue cada columna es un autovector y A es una matriz diagonal conteniendo
a log autovalores wn?, ..., wy? como elementos de su diagonal, El problema de
antovalores definido por la ecuacién anterior corresponde a un sistema algebraico
de n eevaciones lineales y homogéneas. Puesto que solamente nos interesa ol
valor de la frecuencia maxima (mayor antovalor de (2.43)) y su corvespondiente
forma modal, se adoptard el algoritmo de von Mises ¢l cual permite conocer ol
autovector Ay, correspondiente al mayor autovalor w, %, La venltaga de ufilizar
este método radica en que no es necesario construir la matriz de rigidez global del
sistema y de este modo ser consecuentes con ¢l esquema de integracidn tenmporal.

- . r /
[in este método ae parte considerando un valor para [_.;“)' = 1, ¥y un valor para
J oy .
el antovector Ay = x1, y puesto que este par (w,?, Ay) debe satifacer (2.43), se
Liene:

R = {1}Mx (2.44)

donde xj es un vector elegido arbitrariamente, dado que Kx; # Ry salvo que
X1 aea realmente el autovector buscado, se tendri:

Kxs =Rp x| ;4‘ X9 (2.45)
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donde x9 es la solucion correspondiente o las fuerzas aplicadas Ry, Liego
un esquerna iterativo se realiza hasta que xP] = xp. Computacionalinente es
mds efectivo proceder de la siguiente forma IB=2], wsumiv un vector de parkida
X~ = 1y caleular el vector de fuerzas globales como ensamblaje de cada i
de las contribuciones elementales, es decir:

Ry = 3 Ky, (0 (2.106)

i

donde K'©) es la matriz de rigidez elemental con respecto al sistema coordenado
global,

R M = Ry, (2.47)

Ry = EK(")RH] (2.18)
%y L KOZY,

piREy1) = St————s (2.49)
R‘i‘"'l Lrl K{F)xk{: ]

Ry,
Rip1 = % (2.50)
(i::,-;.+. 1Rk} :

la expresion (2.49) corresponde al cociente de l'i.uyhai;.;ll.,y os utilizado como
aproximacion al valor de la frecuencia civeular maxima w,, ®, Se demueatra on la
referencia [B-3| que:

Ry = KA, oy plRpy) = w”.z auando  for <

la convergencia se logra cuando:

Ll k
Ww.g - W'nﬁ
. < toler (2.51)
& |‘|-' ] =
'fd-'u"'I ¥
obteniéndose Analimente:
i Ry
wn? % p(Rppt) ¥ Ag —1‘”—‘ (2.52)
(Rg-t-jﬂ!.r)“

o wug conocido se procede a evaluar el paso de I,io.mpt_\ eritico de acierda con
la ecuacién (2.42).
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Este procedimiento de busqueda y determinacion del paso de tiempo eritico,
debe ser repetido durante ol andlisis de acuerdo con Ias caracteristicas de
no linealidad que presente el problema en particular.  Cabe destacar gne
lng relaciones del tipo (2.41) tienen un caracter muy limitado. puesto gue
los requisitos necesarios para su correcta aplicacion lo son (mallas regulares,
problemas eldsticos lineales, ete..) y por lo tanto subestiman el valor del tiempo
erftico, No ocurre asi en el cago de utilizar el procedimiento anterior en conjunto
con la ecnacion (2.42). lograndose en este easo dismimuir el coste computacional
al tener una estimacion de mejor calidad del paso de tiempo critico.

2.5, CONCLUSIONES

Se han presentado las ecuaciones de movimiento que gobiernai ol coni-
portamiento de estructuras, sometidas a cargas dindmicas.  Las counciones
resultantes se resuelven en el tiempeo mediante un esquema de integracion
dal tipo explicito y espacialmente mediante un esquema de elementos lini-
tos isoparaméiricos, describiendo el movimiento de las particulas del s6lido
de acuerdo con una formulacién lagranginna actualizada, La ventaja de la nti-
lizacidn de una formulacion lagrangiana actualizada en hidrocddigos es que 5610
intervienen los términos lineales de la matriz de deformacion {By en el cilenlo
del vector de fuerzas internas,

La condicién para que un método de ntegracion del tipo explicito sea
eficiente, ¢5 que la matriz de masa sea concentrada a fin de no tener que resolver
sistemnas de ecnaciones que requieran la inversion de matrices. La constriiecion
de la matriz de masa concentrada permite operar de una manera sencilla,
eficiente y de bajo coste computacional en la actualizacion de la configuracion del
solido. Siendo conveniente, en este tipo de esquemas la utilizacion de elementos
finitos de bajo orden a modo de simplicar la construceion de la matriz de masa
concentrada.

La principal desventaja de este tipo de esquemas de infegracion es la
limitacion en el tamano del paso de tiempo. El procedimiento (].(‘- Pisgueda de
ln mayor frecuencia cirenlar del sistema disereto permite operar de nna forma
mis eficiente deade el punto de vista computacional ¥ tedrico. al considerar on
el edleulo del ticinpo critico lag propiedades fisiens reales de ln estrueturn,
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CAPITULO 3

MODELOS CONSTITUTIVOS

3.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se introducen las ecuaciones constitutivas empleadas
para modelar ¢l comportamiento anisétropo de piezas de chiapn fabricadas
mediante procesod industriales de embuticidn.

En una primera parte se describe el modelo  elastoplistico  para
grandes deformaciones que se utiliza, el cual se basa en el conceplo de
llli[malasl;i(;i(i:ul[ﬂ =24 1}, modelo c}ue iede considerarse como estawdar on
ol contexto de hidrocidigos [P=2MP=3H=1] A continuacion se preseuta ol
esquema numdérico utilizado en la actnalizacion del tensor de tensiones de
('J&Llu:llym_‘z]. Se introduce ¢l concepto de tasa de teusiones, considerindose
a la tasa Jammann como medida objetiva de la derivada material del tensor de
tensiones de Cauchy. Se presenta también un algoritmo de dos pasos conocido en

la literatura como J Tlﬂ_z]‘[c'_ll para la actualizacion de 1o tensiones de Canchy
entre d“ﬂ f:ﬂuﬁgunu!iunﬂa,

Ion una segunda parte se introduce el concepto de anisotropin plastic
aplicads 0 materiales con simetrfa ortolrépica,  Se presentan dos eriterios
de Huencia  desarrollados por HilllH '2]‘[”’3], los cuales son particularvizados
para estados de tensién plana y anisotropia novmal, hipotesis normalmente

ibilizadas oo la modelacion numérica de prnhlnum.ﬁ de estampacion de chapas
[H--?].[(?—E].[‘-'—l].[.F‘I—Q]_

Se presentan expresiones de o tasa de deformacion plastica electiva para
cado uno de los eriterios, al lgual que se discuten las principales limitaciones
de cada una de las superficies de Huencia, Se desarvollan dos algorvitmos de
correccion de las Lensiones predictores elasticas dependiendo de o superticic
de fluencia  anisotrépica que se utilice. Para el primer eriterio de Hilll/l -]
se presenta ina modificacion al algoritmo de inlegracién nnméricn propuesto
por Simo e, al [5 =152 y Jetteur J=1] para el criterio de vou Mises, para el
segundo eriteriol =3 e procede mediante un algoritnio del tipo de Fuler hacin
atras ( bm:lcwm-v.l-Eulm-]{ =2 estandar.

21
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Finalmente se presentan con caracter informativo dos nuevas superlicies de
fluencia desarrolladas en los dltimos anos, para el tratamiento de la anisotropin
plastica en chapas metilicas.

3.2. MODELOS BASADOS EN HIPOELASTICIDAD

Este tipo de modelos ha sido y sigue siendo utilizado en muchos cddigos,
sobre todo en el contexto de l‘li{.ll‘t‘)(:(’n.]igtm[ﬂ_2]'!D'3]'['”_”. La razon de val
popularidad se debe a que los misimos son una extension ad — hoe de las teoring
y codigos de la plasticidad infinitesimally ~IL[H-1], Las hipotesis fundamentales
en gue s¢ basan este tipo de modelos, se pueden resumir on:

aij = Cijr(diy — dig”) (3.1)
dk; = rfm" + dk,.:y (3.2)
. Of
B = At 3.4
i M H‘TA'E ( )

en donde oy son las componentes de una derivada objetiva del tensor de
tensiones de Cauchy, dpy” y dpy” corresponden a la parle elistica y plastion
del tensor velocidad de deformacion, el cual se defline como la parte simétrican
dal tensor espacial de velocidad | [ =1,

iy |

Y Bay :.EU'*-? bt )+ ';](’I'-*.'f = lig ) = dij + wy (3:4)
GO N = e )
f'l{;‘.j _ | r)-u..,l ‘9“"[ ' L iy ()'U.?_‘ (3.5)

2 a_f:, T dr;" = 5(.'.?; e

én donde w;; representa la parte antisimétrica del tensor espacial de velogidad
I y se conoce con el nombre de tensor spin. El tensor constitutivo de cuarto
orden C de la ecuacién (3.1), en este contexto se considera constante o lgual al
de la elasticidad infinitesimall@—1,

En la confipuracion espacial la derivada material ;lgz] tengor de tensiones de
Cauchy ay; uo satisface el principio de nhﬁjx-‘:Liviclmi[H_."J, es decir, no se tranforia
adecuadamente cuando el sdélido realiza un movimiento de cuerpo rigido. Es
necesario en la definicion de la ecuacidn contitutiva (ecuacion 3.1) opernr con
una derivada objetiva del tengor de tensiones de Canchy. Esta elase de derivada
se conoce con el nombre de fasa de Lensidn, y puede escribitse en funcion de
la derivada material del tensor de tensiones de Canchy v de algin tensor de
rotacion gendrico . como:



Maodelos constitutivons 23

T = a—mo -+ on (3.6)

en donde, los tdrminos de transporte —wea + o son incluidos para satiafacer
el principio de ul.rjm-.ividm.ﬂ”"7]. En la practica las tres tasas do Lensiones s
utilizadag son 1a tasa de Jaumann, la tasa de Truesdell y la taga de Green-Naogldi,
una discusién detallada de cada una de ellas se encuentra en las referencias [/ 2]
y [#7—1]. Laeleccion de una tasa de tensiones objetiva se basa en la conveuiencia
desde el punto de vista computacional y ln mayoria de los hidvocadigos utilizan la
tasa de Janmann, la cual se define como la derivada de Lie del tensor de tensiones
de Cauchy con respecto a un gistema coordenado cartesiano bajo la hipolesis
que el movimiento es puramente rotacionallf =2, By la presente investigacion,
en la definicidn de la ecuacion constitutiva se empleard 1a taga de tensiones de
Javmann., Matematicamente, se expresa por;

& =& —we+ ow (3.7)

La mayor critica en el uso de esta tasa de tensiones en codigos explicitos,
es la respuesta oscilatoria que se genera bajo estados de carga de corte purn
cuando se utiliza endurecimiento einemitico, en la teorfa de plasticidad de vou
Misesl/ 2. El endurecimiento cinemético se presenta en la modelacion del efecto
Bauschinger, y es la reduceién en la tension de Huencia debido o cargas ciclions.
Para evitar este fondimeno ;.I.lgmu_)s autores proponen recmplazar ¢l Letsor s
por otro antisimétrico, o seguir un procedimiento similar al utilizado en el eddigo
DYNA2D [P '3], en donde la tasa de Green-Naghdi se ntiliza exclusivamente en
presencia de endurecimiento cinematico. Desde un punto de vista computacional
¢l nso de la tasa de tensiones de Green-Naghdi es complicado, puesto que si
evaluacién necesita del tensor de rotacién R, el cnal se obtiene a partir de la
descomposicion polar del tensor pradiente de deformacion F = RU [M=1], 10
qiie en problemas 3D se complica transformandose en un probleima adicional al
de la objetividad.

Cabe senalar que desde ol punto de vista conceptual los modelos
hipocldsticos, presentan el inconveniente de disipar energin en végimen
eldsticol¢ =11, Luego no son eldsticos en el sentido de |a bermodingimici, sin
embargo, para problemas de plasticidad este efecto no Liene consecuenciag -
portantes.
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3.2.1 Implementacion Numérica de Modelos Hipoelasticos

[":1'1 eslo seccion se [J['(‘!‘Hl?tltﬂ (!J CR(UeIL 1!(.‘ il'll..l?!.’.'l"?l.(;idll lilll[l.l’ﬂ'i('-il l!lli]'?ll'il(lll
en la actualizacion de las tensiones de Canchy, En la practica varios esgneinms
de integracidn son posibles dependiendo de la tasa de Lensiones objotiva gue se
eliga. Una discusion sobre la implementacién munérica de eada una de ellas es
didda en la referencia [Cv' - l_l.

El problema bdsico es determinar el estado tensional alcanzado por ol
salido en la conlignracion al tiempo £ 4 Al, conocido ¢l estado tensional en
la configuracion anterior al tiempo {. Matemdticamente se puede expresar,
mediante la siguiente ecuacion:

x+m”?:j _t oy + ayy Al (3.8)

puesto que la derivada material del tensor de tensiones de ("1:-1.11{.']'1.\; 1o es

derivada objetiva, se reemplaza por la tasa de tensiones de Janmami, definida
de acuerdo con la ecuacion (3.7):

WBlags = tags + (Crdy + 'aip Ty +toys wyp) At (8.9)
En presencia de grandes deformaciones los requerimientos de objetividid
incrementall#=7] obligan a evaluar el incremento de tensiones (?ij.‘.'!”'i.'.fﬁ” y los
términos de transporte en la configuracion intermedia H'%i v [B=2)\H-6] (ver
Apéndice 3A), la enal se define de acuerdo con:

a1
Y g = Q{HN.«;.-,-_ + ) (3.10)

Ein un primer paso, las tensiones son transportadas a lo confignracion intormaedia:

®

|- Ryt + &t At
= aii + (toip T Vg + top Y0y S (3:11)

bt
+4 o =

las nuevas tensiones de Cauchy, en la configuracion intermedia £+ 8%, se ovaluan
de acuerdo con:

4o . . . g
bt o= é+ ﬂjﬂjj |- ("'IIJI*'JH %LFI*QA'L (3.12)

it Vi ;
puesta que, 3 Al no se conoce a priori, se supone que todo el incremonto
de deformaciones en ¢l paso de tiempo At es elistico, cs decir:

i I3 Al
il A g (3.13)



Maodelos canstitutivos 25

con el valor de la tension predictore eldstica conocida de acuordo con |4
ecuaciones (3.12) y (3.13), se procede n verificar el eriterio de Queneia adoptade:

tritp R (m- %’tﬂ’i;f‘” at q)f»fti (3.14)

en donde b %ﬂq representa al conjunto de variables internas evaluadas en la
configuracion intermedia, Considerando la ecuncidn (3.14), si se estid dentro de
la superficie de Huenela el comportamiento es eldstico y la hipdtesis inicial es
correcta, en caso contrario se procede a ln utilizacion de un algoritino corrector
de las tensiones €=/ =1],

Finalmente en un segundo paso, se procede a transformar las tensiones
corregidas a la configuracion final en ¢ + Af:

AL et pipt sl 142t {4 4t At 0
Ti = %_‘Ti_f = ( %-U*'p %-‘wjjp + % L }{L‘Ji'})) f_{ (,{ ”I')

gate alporitmo de dos pasos se denomina en la lteraturn como .I'IW"_']'IB_Q],
Jabe senalar que los térininos de transporte en la rvelacidn (3.11) satisfacon
objetividad ineremental sélo en un sentido infinitesimal [B=1], gin eimbargo, o
codigos con esquemas de integracion temporal del tipo explicito los incrementos
de desplazamientos y rotacién son muy pequenos, y la objetividad incremental
qe satisface de forma natural [H-

3.3. BECUACIONES CONSTITUTIVAS PARA MATERIALES
ANISOTROPOS

A continuacion se presentan las ccuaciones constitutivas cinplendas en ol
presente trabajo para la modelacién numérica de materiales anisotropos. En lo
que sigue, los desarrollos se restringirdn a materiales anisotrdpos con simetria
ortotropa, o sea, materialos que poseen tres planos mutuamente ortogonales de
sinietria en cada punl:n“’" 2], Esta hipdtesis dentro de un contexto de problemas
de embuticion de chapa delgada, se considera adecuada puesto que la mayoria

ﬂ;! I;itl“lr'llf-’ldl‘-m'in]e“i fabricados mediante algun proceso industrial son ortotrdpos
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3.3.1 Modelo anisdtropo de Hill 48

Por analogia con el eriterio de von Mises para materiales iséiropos, SHIEE
propusa una funcién cuadratica para deseribir la superficie de flneneia de uetales

con comportamiento ortétropa:

[ = Flog — o93)* + Gloag = o11)® + H(oyy — o92)*+

2Loas® + 2Mag? + 2Nays® —1=10 (3.16)

en donde los seis parametros £, G, H, L, M v N caracterizan el comportannicnto
ortotropo del material y el sistema de ejes 1-2-3 se encuentra en las direcciones
en donde se desarrolla la anisofropia. La funcion anterior referida a enalguier
otro sistema de ejes cambia en la forma en gue lo hagan sus componentes de
tensidn. Por razones de implementacion numérica del algoritino de integracion
de la ecuacién constituva, es conveniente reexpresar la relacion (3.16) de la
giguiente forma:

fa=al -t =0 (3.17)

donde &y corresponde a la tension de comparacidn, la cual se deterniing a partir

de la relacion de Ludwik — Nadai l para el material bajo estudio, Y la tension
efectiva o, se expresa por:

oo B 9 : ;
200" = aya(o1y — o92)* + aagloay — aug)” + agilegy — op)*+

{:‘lﬂﬂ.;fmwz = (j(.'llﬁﬁﬂ'g:jz + [it’.\'ﬁﬁcrmz (5. 18)

en donde los valores de los coeficientes o; e oblienen a partir de ensayos de
traccién uniaxial en cada una de las direcciones de ortotropia, Sean apy, oo,
aaa, las tensiones de fluencia en las direcciones [, 2 y 3 respectivamente y a9,
aag, oa1 las tensiones de cortante en Huencia, evaluando en las relaciones (3.16)
y (3.18), se tiene:

A 2 (OUR . (TUN2_ (T2
sy = Hay® = (L)% 4 (ZL)2 — (—L) (3.19)
2 £ 711 T22 733

= Oldn 4 Epa )

donde oy 08 [n tonsion de comparacidn, € ve la constamio de LudwileNadal, €5, 08 1 delormneion plasticy
ofuctiva y e w0 obtiono a partic de la tennidn do Quoncla udelal oy = Cles)” conon variands aormalitent o
aniri 0.1 = 0.0



Nodelos constitutivos 27

1 o 2 TYN2 L (TUN2 TN
—apy = Fay® = (L) 4 (L) - (=L 4.20
5023 y (&22) (dm} (J“J (3.20)
! TR LR BRI e
—oigt = Gay® = (=L )? 4 ()2 - (2 3.21
51 = Gioy ( 711 74 o ¥ =l o ) (3.21)
2 _ 10y 2 .
Bayy = 2Naoy? = (=L (8.22)
i (512
Soigg = Loyt = ()2 (3.23)
' a12
| Fal 7
gy = IMay? = (=L)? (3.24)
’ T

si se elige oy = oy, los valores de los pardmetos oy y consecuentemente
FoGOH, LM y N pueden ser determinados, Sien la velacion (3.18). s¢ considera
que cada uno de los coeficientes o; son unitarios la superficie de fluencia se
rediuce a la de von Mises:

2 z
2062 = (011 = 092)% + (020 = 038)” + (o35 — 1)+
5(0‘122 +- 0233 = 6312) (3.25)

In relacion (3.17) puede reescribivse  alternativamente en forima  matricial
“ 1
[{" ’]'[‘ 11. COITIOL

, - o Veielr .
=l —a’t= 5.:7 Po -, =0 (3.26)

donde la matriz P, contiene los pardmetros de anisotropia y o las coniponentes
del tensor de tensiones de Cauchy:

[ (g + o) {1y ~(vg] 0 0 0
—~¥19 {exp2 -+ ag) —roq (0 0 ()
B ~crq) —(¥ay (ce3) 4 von) 0 0 0 -
Em 0 0 0 Gagg 0 0 (3.27)
0 {) 0 0 Gagy ]
I 0 0 () 0 0 Gevgp
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T "
o = [oi1, @92, 033, 712, 723, 51 (13.28)

La regla de flujo para la superficie definida de acuerdo con la relacion (3.26), se
cxproesa por

. . i fa . : o
€&y = Agla—d — € = APo (3.24)

alternativamente, la ecuacion (3.26) puede ser reescrita como:
L. } e
fa=0p—ay = [Er:r Pf.r] —ay =10 (3.30)
caleulando la regla de Hujo para esta forma, se tiene:

[ayp(orr — o) +ogi(en — aag) |

o | traglogn — aag) -+ opaloon — aqy)

s 1Po A | agi(ogg —on) + ogs(ogy — o) (3.31)
2o, 20, Gexjjeoryn

i bevggog)

igualando lag expresiones para el vector de deformaciones plasticas €,, de
relaciones (3.29) y (3.31):

AP—# = :\{_,Pa- - A= ‘erf:kg_n (3.32)
20

Operando con las componentes de la tasa de deformacion plastica de la expresion
(3.31), 8¢ tiene:

ogaiptn — omigog = ApA(oy) — agy) (3.33)
ceqrepnn — 01oéns = Mg Ay — oig) (.34
(126533 — O3ép1] = Ao A(aag —o11) (3.45)
Y12 = Mabouaoiz,  do3 = Aobasgons, A1 = Agbogeon (3.36)

Con:
A = (erppogy 4 appany + apgayy) (3.37)
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reemplazando la diferencia de tensiones (17 = o92), (90 = ag3), (733 = 791).
y las tensiones de cortante a2, a3, o313 en funcion del wultiplicador tasa de
deformaciom plistica ,'51,2 y los pardmetros ayy, deducidos de acuerdo con las
relaciones (3.33)-(3.37) en la ecuacion (3.18):

¥
L3

2(1(: = ._Al_%' =3 ;\2 -

(4.38)

¢

2 1 . : ] : pIRTAS.
B = :}ﬁlﬂlz(r-tﬂﬁtp'l'l - ”31"1!22) + aaglogy tpdd — “12"}.}33) t

T
SPIUAT (g Al UM S Syt TV . L . T 2 10
g (126p93 = o2aipn))” b gt b G e &
recmplazando la relacién (3.38) en la ecuacion (3.32) se obliene una expresion
explicita del multiplicador plastico:

A =20, = V2B (3.40)

Puesto que el valor de la tension de comparacion oy es funcion de la deformacion
plistica efectiva de acuerdo con la relacion de Ludwik-Naidai, es necesurio
estudiar la forma como esta variable interna evoluciona durante ¢l proceso de
deformacion plastica. Considerando que la superficie de fluencia no se traslada
en el plano de tensiones, es decir, que ol endurecimiento del material os isOLIOO.
g expresion para la deformacion plistica efeetiva equivalente o In obtenida
para materiales isétropos con superficie de Huencia de von Mises puede ser
(‘lt-!dl](!ith-.‘l.[c_zli

Liipotesis que se ,'}lﬁ?.iﬁﬂﬂ ampleando el concepto de tasa de frabajo plistico
n-quivnlo.m;t'[(“ =1HC =4,

Wp = "-'JJ ép — ﬁry‘;pﬁ (3.42)
considerando las relaciones (3.29), (3.31) y (3.32):

W,.; = ﬂ'-j‘;\jgpﬂ' = .:\ga"TPa = 2;\-‘3#”2 - r.!ng

WP — (J'HA = a‘”fpﬂ- —p .i = f;'_m {:Sr'l:j\‘,
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luego, considerando las vcuaciones (3.39) y (3.40), wna expresion explicita para
la tasa de deformacion plastica efectivi se encuentra:

ips = V2B (3.44)

Para el andlisis de estructuras lominares delpgadas, las expresiones anteriores
son particularizadas para estados de tension plana, es decir, o33 = o994 = 73 =
0. Hipotesis normalmente utilizada en problemas de embuticion de laminas
delgadas. En este caso, la ecuacidn (3.18) se reduce a:

. xa] + e {2y i o]
3&,1.1(1'122 - rJ'-b.z =) (3.45)

en donde, es usual elegir la direccidn 1 — 1 colncidiendo con la direccion de
laminacidn, la direccidn 2 —2 se toma tranversal a la de laminacidn y la direccion
3 e considdera en la direceion del espesor de la pieza (ver Figura 3.1).

4 DN

DT

DR

DR ¢ direccion de laminacion
DN @ direccion Normal
DT ; dirsecion Transversal

Figura 3.1 Anisofropia en una ldmina metilica,

La expresion para la tasa de deformacion plastica efectiva de la ecuacion
(3.44), considerando la hipdtesis de tensién plana, se transforma en :

. 1 3 | ; o
fps = ﬁ[ﬁ'ﬁ{"‘-llff'l + “225£2 +ajpériéant + Elf_ll (3.16G)
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COnn: .
épas = —(ep11 +pza) (3.47)
ayy = oo + aga*(ag 4 agi) + ogpoagag) (3.48)
agy = oA+ ey (g + amn) + o2z (3.49)
a1 = 20104 (3.50)

La evaluacion de los pardmetros «y; que intervienen en el eriterio de flnencia
se realiza a través de ensayos experimentales, por ejeniplo si se realiza m ensayo
de traccién uniaxial en la diveccion 1 — 1:

g] -+ vy v 2 #
fy = Lol i.JQﬁ‘ii ~ gyt =0 (3.51)

congiderando que o1 = 7y, de ecuncion (3.51) se tiene:
(evg2 + agy) = 2 (3.52)

para obtener expresiones por separado ya sea de agy o de aqg, se deline un inevo
pardametro [, como la razén entre la tasga de deformacion plastica eontenida en el
plano de la chapa a la deformacién pldstica contenida en la diveccion transversal,
obtenido a partir de un ensayo de traceidn uniaxial.

Considerando un ensayo de traceidn uniaxial en la diveccion 1 —1 y el veetor
tasa de deformaciones plisticas definido por la ecuacidn (3.31) y particulavizado
para estado de tension plana, el valor del pardmetro Iy se define de acuerdo
con:

E99. g
Ry = - = =12 (3.53)
ﬁ:;’p:;]! A3
en donde el subindice asociado, denota el Angulo entre la direccion de enrgn y la

de laminacion. De forma andloga realizando un ensayvo de traceidn nninxinl en
la direccion 2 — 2:

Rgp= —L = —= (3.54)

e = i vy = _2H._ (3,65
N 0¥ Ry ' "R X Ry) e
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2y

”gn(l o Hn) (3.56)

(kg =

para la determinacion del pardmetro oy, es necesario realizar un ensayo de
traccion uniaxial a 45” con respecto a la direccidn 1 = 1. En este caso lag
fensiones con respecto a lag diveceiones 2 = 2 y 1 — 2 s¢ oblienen o partiv del
cireulo do Mol =1l;

| kS
1] =022 =019 = 5045 (3.57)

de acuerdo con la ecuacién (3.31) y nuevamente utilizando el circulo de Mohr,
pero esta vez para encontrar la rlvfurxml.t'tt’m plistica a 1359, se tiene:

: (0 = 1357 Bery,
Ry GO=135) 1 saw G
£33 2 (o + o)

].l H".‘Hn .
(Ro + Rao)

d(_'!“ (1+2R: )m‘)—)

(3.59)

reemplazando en la relacion (3.45), se obtiene:

Ro(1+ Roo) 2 2R

2
e et 1 1 11 S el [ T
Roo(1+ Rg) 22— (1+Hg) 7%

Jo=an"+

L+ 2Ry5) (R + Rop)  « g
( ‘i) i1 fri:?:d i’ G”z
Fag(1 + Hy)

= () (3.60)

La couacion anterior es la expresion final de la superficie de fluencia definida
por el criterio de Hill 48, para estados de tensidn plana, En donde Iy, Rys v
H‘t)u deben ser determinados ex I?ﬂum*nmllumﬂ e,y se denominan coeficientes de
anisotropia de Lanktor AlC =2 =1 [L=1],[V=1],

3.3.2 Relaciones para anisotropia normal criterio de Hill 48

Una aproximacion usualmente utilizada en problemas de embuticion de
chapa, en donde la anisotropin plastica de la pieza se modela de acnerdo con ¢
criterio de Hill 48, es suponer que la [dmina tiene un comportamiento =otropo
en su plano y anisétropo en la direceion normal al :lam). Fate C‘CHH yortamiento
se denoming anisoltropio normal o wsotropia _n{mmr =) [H =3}V 'y hajo esta
hipotesis el eriterio de Huencia es invariante para cualguier rotacion alvededor
del eje normal al plano de la ldinina, es decir;
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/0, \

240 |- k5]

i85 R

i 4l —Anizotrépico (Hill)

06 | -//— Isolrépico (von Mises)

0
| | | | | |
? . -
-2.0 —1, =3 0. . " 2
2.0 —1.6 1.0 & 1.0 1.6 2.0 g"/a-y

Figura 3.2 Superficie de fluencia de il 48, influencia del coeficiente
de Lankford 1 en la forma final,

iy = Ry = Ry (3.61)

Donde el valor del coeficiente B, a ntilizar en lag relaciones (3.45) y (3.46) bajo
la hipdtesis de anisotropia nermal, se obtiene como el promedio de [as razones
de deformaciones plasticas obtenidas a partir de ensayos de fraccidn uninxial en
varias direcciones contenidas en el l)is.m() de la l’;iminulﬂ _‘”‘ hepo:

R + 2845+ Roo)

o
H= -
1

(3.62

Considerando la relacion (3.62),[& superficie de fluencia definida por [a cenaeion
(3.45), se trausforma en:

5 2R 21 +2R) 5 4

2 - .
=g b A = - — e lminf — gt =1 G.64
2 11 22 a7 mﬂur:fgg u 0+ 8 T~ — dy (4.63)

si B=1, la ecuacién anterior se reduce al criterio de von Mises para estado de
tension plana y comportamiento isétropo. La forma de la superficie de Huencia
definida por la ecuacion (3.63), en funcion del coeficiente de Lankford se presents
en la Figura 3.2,
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1 valor de la tasa de deformacion plistica efectiva se obtiene reamplazando
los valores de o de relaciones (3.55), (3.56) y (3.59) en (3.46);

: (1+ R)

A

2R ; | (5.61)
f—HM)[P“ Gt (T3 gy e _zm+ l)] e

nuevamente si /=1, la expresion de la tasn de deformacion plastica efectiva
coincide con la definida para muteriales isélropos [C=1],

3.3.3 Modelo anisdétropo de Hill mejorado

Esta nueva superficie de Auencia propuesta por Hill en 1979, tiene su ovigen
en observaciones de caracter experimental W=1l con respecto al comportamiento
de determinados materiales. Se observd que en metales con i < | (eomo pneden
sor Alnminios, en donde I varfa entre U.!SB-U.GE), la razon entre la resistencin o
fluencia en tensidn biaxial oy, v la de tension nuiaxial e, era siempre mayor ¢ue
1no.

Considerando la relucion ('5 (63 ) i estado tensional binxial T = @y =
ay,, e tiene:

2R .
U{,E 1 I'J'bg = mﬂ’hdh = du‘! (5.00)

f’_b)ﬂ _(1+R) 166
(ﬂ'u 2 )
FEntonces: o

(E!’.) =1 & R>1 (3.67)

i

2 e
(ﬂ) <1 s R<l (8.68)
Ty

Puesto g e las observaciones Ex])ﬂl‘il’l’ﬂ#lll’.ﬂlﬂﬂ MUESLran un comportamicnto co-

:
trario al expresado por la relacion (3.68), (gf:) =18 [ < 1, g concluye que
la superficie de fluencia cuadritica definida por Hill 48 subestima el valor de 1o
tension ay, bajo estados de tension biaxial, Este comportamiento se conoce en la
literatura como comportamiento u.'n,riwr.ufulw 1] y s¢ presenta en determinados
metales con 7 < 1. Con el fin de poder modelar éste tipo de comportamiento,
Hilll# -3 propuso un nuevo criterio anisdtropo de fluencia:

far = flea = crg|n'l + glerg d1|M + hloy = a‘-g['“ doa|20) — o9 — rrg[‘“-{-
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bj2as — o3 — i [M +el2os — a1 — ool =@M =0 (3.69)

e donde ey = g0 = aq son las componentes del tengor de tensiones con respecto
a loz ejes principales; f.g,h o, b.e v M son coeficientes que dependen de las
propiedades del material y o, es un factor de escala. Fsta nneva formnlacion
para la superficie de Huencia permite el tratamiento de anisotropia planar, pero
la forma de la superficie presenta problemas de convexidad dependiendo de
los valores que tomen los pardmetros fog.hoaboey M. Cuando M # 2 liny
Hil,'!t'.l‘, l.'ll',ll'{-‘.l.l'.l.ll'!l'll'l)ﬁ PHI' (l{!t'.l?.'l.'l,llilli'l..'l.' h'} Llut’.‘ I.'Jlfl'"l“.{‘. 11e lllit}’l)[' “l?xihi“llilll 11 !il-
superficie de fluencin, en comparacidn con li superlicie propuesta inicialente
por HilllH 2],

La condicion de consistencia plastica sin considerar endurecimiento, para
esta nueva superficie se eseribe comao:

; W'A-IT. ;
o= i AR g = 3.70
far =0 1 fai p) a = () (3.70)

luego:
Far = (glog = oy |M 1 ey = oMY 20)20) — 0y — g M
Fb|2a9 — a3 — ('.r_1|ﬂ"Jr"l + 203 — a1 — d‘g'ﬂ"r_l)r,’.cn A

M—1

I — \f—
(flos = oo| MY < hjog = ag) M1 = aj20y = oy — oM

+2b|209 — o3 — -fr1|"1*"f“l + ¢|208 — oy — cr;;|‘\‘"Jr Do+
(= flog — oo™~ = glog — o)V = aj20y — g — gV
Fb|20g = o — 01| M1 = 26|20y ~ oy — ooV V)dory (3.71)

donde los signos 4 se determinan de acuerdo cou:

Qog—og—a1 =0 4 (3.72)
2oy —ay — 71 < 0= - (3.73)

La razén entre las tasas de delormacion pldstica, que define el cocliciente de
Lankford, se expresa por:
5 G52
R=-F2 =
3

(Floz — o™ " — hloy — o9l ~ 4|20y — oy = oML .. (3741
(=flog = ag M1 glog — oM [P,

g —a|20) = gy = oy
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congiderando un estado de tensién uniaxial, es decir, (g, 0.0) la ecuacion (3.64)
se reduce a @ ,

(g+ h+2Ma 4 b+ oM =, (3.75)
y de ecuacion (3.74) se tiene:

G2 aM=1g 4 h 42 - G

" Ej; T BT g b4 e (%:TH)
bajo tension biaxial (e, oy, 0), la ecuacion (3.69) se reduce a;
(g tatur2M g =al (377)
combinando las veuaciones (3.75) v (3.77), se tiene:
a\M (g + h+2Ma g b+ e) .
(5'71‘) T ([tgtatbtoig (3,78)

3.3.4 Relaciones para anisotropia normal en el criterio de Hill mejo-
rado

La nueva superficie de Huencia definida por la ecuacién (3.69), puede

simplificarse y restringirse al caso de tension plana y anisotropia normal. Bajo
¥
estag hipotesis se demmuestra que H-3] f=gyvuau=10Uk

Iar = Fllaa™ + oy M) + af|20) = oM + 200 — oM+

WMoy —oal™ +eloy + o)™ —a,M =0 (3.79)
de relaciones (3.76) y (3.78):
R=£‘L1 - €p2 = (2“"‘"I3-f- a4 h— ¢ (4.80)
by g (@MTl-ladg 2o B
(f!-’_ M _ (q 4=h (2““ + Da+ ) (3.81)

Ty (2.f + 2“- 1 Bﬂ!f)

en donde, el nimero de coeficientes se reduce a cineo y enalguier par de ejes
ortogonales contenidos en el plano de la ldmina puede emplearse para expresar
las componentes de tensidn. A partir de la ecnacidn (3,79}. L [Jtlt-'tlt!u duedneir
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a7

cinco casos especiales en funcion de los valores gue Lomen los parimetros

a, e h, [

-Caso lia=h=10

d A A ]
a1 +aalM 4+ flay M + o)) = oM

e

Caso 2: c=f=0
a( |29 = ao|M + 209 = a1 |M) + hloy = oM = o

Caso J: e=h=10

i ) ¥ ‘8 M
a(|201 = ool M + |20 = 1| M) + f(ler|M + |arg) M) = oM

Caso dra= [ =10

clay + crg|M + hleay — ng!""‘"’ —aM

Caso hra=ec=10

A M ; ;
Fllor ™ - fag|M) + by = og)M = oM

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.86)

(:.86)

cada nna de lasa puevas superficies de fluencia definidas para estados de tension
plana por las ecuaciones (3.82)-(3.86). pueden ser escritas en funcion del

coeficiente de Lankford £

- Caso 1:
L 2R x i ,
(f'l_l-_ﬁj) oy + oM+ Em?i(mlm bl M) = o
- Caso 2

1

(1+ R)(ZM=1 = ”(lfelm = g™ 4 20 < | M)+

N )
(14 Ry(M-=1-

1

l)”rf'l _ 0.2]!11 = wil

- Caso 3:

=

I

(14 R)(2M=1 4 2)(]2"1 — o™ 4 209 — oy |M )4

(3.87)

[3.558)
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(2M 4 )i

- armEi-is 2j'Jilﬂfll’” +lag My =aM  (389)
- Claso 4 i i
- are L G Gl L) YT ¥ S e
2(1 + H_)'ﬂ'! '|'l‘7'3| = 2(1 +R)I(J[. n'_1| T (:5.00)
- Caso 5:
j' ﬂf ﬂ‘f F;, .r"! AJ‘ P
(5 gy il +loal )+ Tt -l = (3.91)

En los einco easos auteriores cuando M = 2 qe recupera el eriterio de Hiencia
de Hill del ano 18, ycon M = 2 vy i =1 los cinco superficios se reducen al eriterio
de Huencia de von Mises.

Considerando las condiciones de convexidad | para cada noa de lus super-
licies de Huencia definidas anteriormente, se demuestralt =12 1] que las si-
perficies definidas por los casos (1), (2) y (3) son céncavas para delerminadas
combinaciones de los pardmetros B y M: en cambio los casos (4) ¥ (5) no pre-
sentan problemas de convexidad cuando M = | independientemente del valor
que asuma K. Teniendo en cuenta estas limitaciones, en el presente trabajo se
adopta como superlicie de Auencia la definida por la ecuacion (3.90), cuando se
consideren materiales con coeficiente de Lankford menores que uno,  Fsta su-
perficie ha sido validada por numerosos autores(8 —11[L-1].[Z-2] demostrindose
que puede ser ntilizada para describir correctamente ol comportaiiento de mi-
teriales con valores de R < 1.

En la definicion de esta superficie (caso (1)) se deben ubilizar valores
adecuados de los pardmetros Iy M con el fin de asegurar que no o presente ol
comportamiento anémalol™ =1, De acuerdo con lag relaciones (3.90), (3.80) y
f3-81) y considerando el factor de escala o, igual a la tonsion de Huencia uninxial
en la direceidn de la laminacién ay, 56 tiene:

Wom— e 2R oy i
IM = 2(1 -f-_ﬁ'.jlﬂl + o]+ 201 4 R)lol a9 @y =) (5.92)

t La condietdn convexidad para und funclon de Dusieia £ definkedion ol mapacio di fonsiones @, ¥ G

In mistriz Hessiann M, dada por
2

S e
”u = t"ﬂ.f"rl; ILW1= 1,4

voa semidelinida positiva, e declr, que los autovalores de H sesn positivos o nulost®= 1 Parg fos ciiscs casn
dneutidon antevierments, In condivian de convextdad 56 traduce on Veriflamr

Hy s ey 20y Hyylss = Hysllyy =0
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5 h— & 7}, M B (“ 4 f}.) o
e~ i (,,'_“) = 3N (3.9)

de acuerdo con la relacion (3.68), debe cumplirse que:

o \M _le+e2R+1)]  (R+1) P :
(;;.) =t =t > s Ry (a0

enlonces:

(i + 1)

| 4n
et (14,95)

M=l (R41) =M<

M - - 5 H
alternativamente Bressan et all8-5] proponen una relacidn lineal entre los
pardmetros M y R, deducida a partir de numerosos ensayos rvealizados para
distintas aleaciones, ver la Figura 3.3,

5
.0 e

1.0

i.4 i

0.2 0.4 0.k a.B i.0
i

Figura 3.3 Relacién experimental entre los pardmetros iy M para el
caso 4.( figura extraida de referencia [L-1])

EL valor de la tasa de deformacion pldstica efectiva, para esta superficic de
fluencia, se obtiene mediante consideraciones de trabajo plistico equivalente v
la expresion explicita de ellal?=3WL=1 tiene 1a siguiente forma:

(A= 1)

; 1 T ; : . =) 1o | B |
Cps = 5[2(1 + 1)) r [|“pl + em[ﬁ‘i'r +(1 4+ 2R) 7T lépt — ,-M{n-}-‘ril

(3.96)



10 Capitulo 3

3.4 ALGORITMOS DE \{ERIFICACIC’!N DE LA CONDICION DE
CONSISTENCIA PLASTICA

A continieion se presentan less nlgm‘ii‘.mt)ﬁ de correceion de las tensiones
predictoras eldsticas definidas de acuerdo con cenacion (3.12). Debido a la forma
de las superficies de fuencialf —2LH '3], an in easo cuadritica v en ol olro caso
de grado M, se presentan dos algorvitmos de correccion de las tensiones,

En el caso de congiderarse la superficie de fluencia cuadritica de Hitll 4 =21,
se presenta una generalizacion al algoritmo de correceion de tensiones propuesto
por Jetteurl/ =1 y Simo et al [¥=1],[5=2] para ¢l caso materiales isélropos.
cxtendidndolo a materiales con illliHl!lJI‘(]].)f!l. fiorial v R = 1. En el caso de
congiderar el caso (4) del eriterio de Hill mejorado, se considera un algoritine
de correccidn del tipo Backward-Euler estandar, puesto que en esta situacion la
superficie de fluencia no asume formas cuadraticas salvo situaciones particulares
del exponente M,

La razon de definir dos algoritimos de correccion de las tensiones, en [uncion
de los valores que tome el coeficiente de Lankford, va sea mayor o menor que
una, Dado que a partir del segundo criterio de Hilll=3] 4o puede abilener ol
primero si se considera M = 2, se debe a la eficiencia desde el punto de vista
computacional que presenta la extension desarrollada en el presente trabajo
para el caso de materiales con B = 1, con superlicie de Huencia cuadritica con
respecto a un algoritmo de retorne del tipo Backward-FEuler estandar,

3.4.1 Superficie de fluencia Hill 48

Partiendo del algoritmo de integracion propuesto por .I(:l.l.uurl" 1] v Simo
et :-.tl.l‘t"_ll'l*q_"”, para problemas en tensidn plana con superficie de Huencia de
von Mises, se presenta una extension de este algoritine para ol tratamiento
de problemas con anisotropia normal y Hi.lpl—:l’ﬂ(‘.'u-‘ de Huencia cuadratica, De
acuerdo con la relacion (3.17):

2 2 0

f? — JE' i C[.U. - [;g-“?}

en donde gy corresponde a la tension de comparacion de Ludwik-Nadai y o, se
define por:

; 2R 214 21) ;
R P URTats B o O TR L AL ) IR :
ae = [o11° + o2 Ay mouont =g o | (3.98)

la regla de Hujo se expresa, por:
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P e
T m e
A Az = ha=ho— |one — rltmo 5.04
JJ_ ‘la 24 ..B 22 (H_H) I {3
2142H)
(v fy 712
el retorno a la superficie de fluencia, se vealiza de acuerdo con:
ag. = o, — AACa, (3. 100)
L » 1]

E

[ 0
0 0 S.!.;,!:‘).
en donde o, es la tension final sobre la superficie de Huencia, e, es L fension
predictora eldstica determinada de acuerdo con la relacion (3.12), C s el tensor
conatitutivo eldstico y ap es el vector normal a la superficie de flhuencia en Ia
posicion final de esta, luego:

Tetl Th11
Oc22 ¢ = T2 ~
Te12 Th12

Eaaq[1 = ﬁ%)] + Lo galv — HT:‘_!
AAs

poily = rellnl e Biilt — 2R 2108
w Lo v {H'R}] i h"ﬁ.?&[ ] (3.102)
21 — vy, 2n)
‘g(] L4 )("13- (14-11) Tel2
dado que las tensiones predictoras eldsticas oy, 099, @412 8¢ ConOCEN. TeOT-
denando términos en la ecuacién anterior, se plantea el siguiente sisteinn do
COTACTONIES!

(B(14 R(1 = 1)) .{f (v 4+ R(v—1))] i s
Te1l |1+ DAz TN boean ANy A | = (3.103)
E(v+ R(r 1)) B4 B/ = )]
1A A=l _ o
Te11 A2 -1+ R) +aeng |1+ BAo =) R) apsa (3.104)
(o, (142R |
Tl []. + Ads 26 QS“ - H))] ap1e (3.105)
GOl AX
Ay = =22 (3.106)

fFg
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puesto que el valor de B y las ‘pmp'icda}([eu elasticas del material se cousideran
constantes durante el pruceao[f =2 "‘J, se definen las siguientes constantes:

E(1+ R(1 - »)) E(p -+ By — 1))

Ay = (-1 +R) K= =501 + k) [T
Ky =20, 0t m) (3.108)

(1+
by = (epga ks — 011 K1) by = (a1 K2 - o0 K) (:5.100)
Ar = (Ko = K% Ay = 2K, (4.110)

obteniéndosa para las tensiones:

biAy -
Fepy = ——p— 2011 (3.111)
Al A= Ady 245 -]

badAg — o
Oy = ,2)" - af’“ (3.112)
Ado A =~ 2AX0249 — 1

Thie ; :
Tald = 3.113
A2 0 ANK) \ B

sustituyendo en la relacion (3.97), se tiene:

2 ' <
fy = l blzﬁ.»\g = Th11 ] & [ badAy — oy ]

Ada iy~ BATaAs = 1) LA A —oANTAs =1

N 2R l {?IA}&Q’ — 411 ] [ f!gA)&gl — Tp9 ]
(I BYLax "4y - Ada'249 — 11 LaN A, — 2a8"24, — |

2(1 + 2R m ,
(1 : R | dnéx /A oy =0 (3.114)
(T B) (14 AN Ky)

] W i 1 i § ¥
ecuacion no lineal en AX | que sv soluciona mediante un esquemn iterativo del
tipo Newton-Raphson, derivado a partir una extension en sevies de Taylor:

31’3

Sy =0 3115
BA)\g i A3 (3.115)

f.zn = f2n
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donde ¢l subindice 1 indica el nuevo valor y o, el valor anterior,

Ofs _zl bt-‘-‘\ie ~ i1 H bi
88N L(ang* Ay - Adg'24s — ) L(aN Ay — AN 245 - 1)

(-’.'3}\2,(31 = Hbl'j)(ﬁﬁ.xg Ay - Ag)} B 2R [BA}Q biby - thlﬂ'm | fjgﬁh“]
= - 3
(AXy2 4y - Axy'240— 1) ERRIL EAky™dy w g2y~ 1)

J(QAAE Ay — Az)(AN W’z ~ Ada (b '1'353#;:1:) I me-‘Th,u]J
[&Ag Al = cﬁ..\‘g 2453 - 1)

balAAy' — yas ] [ by

2 ;
(A2 Ay — Ax'245 — ) Lax® Ay = Adg'24, — 1)

(AN by — oypp) (2809° Ay — 5‘12)]
(Adg'™ A1 — Ady249 —1)

~4(1+2R) _ doy

! s J AV

(1+ R+ AN Ky AN

[

de acuerdo con la relacion (3.115), el valor de Ay se obtiene de acuerdo cou:

+- (4.116)

. i
o — 1 (3.117)
Of
am:ff c,
i i
A-:\:‘}_u’ = AAQJ +Az = Adg= ANy, ay (3.118)

con AA::H’ se verifica si la relacidn (3.114) se cumple dentro de una cievta
tolerancia, en caso contrario se debe proceder a realizar un proceso iterativo,
actualizando cada vez Ia tension de comparacion ay,.

Una vez lograda la tolerencia especificada se procede a evaluar las tensiones
finales de acuerdo con ccuaciones (3.111), (3.112) y (8.1138). Este esquema de
integracion necesita de un valor inicial para AAy,, el enal se determing a partir
de un desarrollo en series de Taylor t eon respecto al punto de prediccidn elistica,

I Un valor dol multiplicador pldstico Adzs, puedo obtanvrso medinnte i desartollo on kevios @ Tuylor di
primer ordon con respecto a lon valores prediciores elisticon, vi docli:

/
f=fnt _:{ o f"—"'m [o= Adaaka Cap = Adgod =1 ome 4 Ly s
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3.4.2 Superficie de fluencia de Hill mejorada

En este caso, se debe proceder a la integracién de una forina distinta a
la anterior, puesto que al ser la [uneidn l:mliuumlui de grado AL 1n obtencidn
de expresiones equivalentes a (3.103), (3.104) y (3.105) es imposible, [l
procedimicento adoptado se basa en el algoritmo de retorno bhackward-Fuler
t-:HI‘.RH{iH.I'[(:_l]. Considerando la forma gendriea del caso () (ecuacion 3.90),
se Liene:

_ | ao, (1 2R) MM
Iy = 201+ Ii‘.)lm +era|™ + 20 + m|01 ol ay” =10 (3.119)
e ! “ ‘”?)
. . + 2R
I I — x !I’ ey SN g :' ' |
oy = |Ki|m -|—<:rg|‘w + Kooy - r:gJ“]#’ (3.121)

la regla de finjo para esta superficie se expresa, por:

i
R Lo | T :
€p = Ay e = Ana= A | 5 ‘E' (3.122)
' oy

donde las componentes del vector normal a la superficie de Huencia a, so definen
de acuerdo con:

@ fat _ [L M gepoe oMy ST
T = M(f{1|f71+ﬂfzi + Kaloy — og|™)

(K1 Moy + crg|M'1si_qn(a| o) o KoM |aq - c;rg|M_ i&i_qn(rﬂ - rrg))] (3.123)

DI _ [1 M nty Gt
o 2 tlon + o2l + Kaloy — a9l ™)

(K1 Mlery + og|M L sign(oy + op) — KoM|ory — aa| MV sign(o) + 'Tz)l] (3.124)

in
Al == e —
e (B! Cag + A"
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con sign{oq + oa) = =£1, dependiendo s oy + 02 = 0. 0 7y + 72 < 0,
respectivamernte, cumpliéndose lasg mismas desigualdades para la diferencing de
tensiones sign(ey) —aa). Este esquema al igual que el desarrollado en la seceidn
anterior se basa, en satisfacer la ecuacidn:

a. = oy~ AACa, (3.125)

en donde el valor inieial para AAyy se determina mediante un desarrollo en serie
de Taylor con respecto al valor predictor elastico. Conocido Ay se determing
de acuerdo con relacién (3.125) el valor inicial de a.. dado que este valor de
partida puede no estar sobre la superficie de fluencia, un proceso iterativa se
realiza para corregir lag tensiones. De acuerdo con la ecuncion (3.125). se fiene:

r=a.— (g, — AAyCa.) =0 (3.126)

donde se busea satifacer la relacién (3.126) y la condicion fy; = 0 dentro de
una cierta tolerancia. Para ello. si se congidera la tension predictora eldsticn
constante, y se realiza un desarrollo en serie de Taylor sobre la ecnacion (5.126):

th = o +0+ Ay Ca, + AAA,;G%?;E& (3.127)
k

con @ deliniendo al cambio en las tensiones vy Ayp es el cambio en AA,.
Jonsiderando vy, igual a cero, el valor de & se determina por:

a1, . : |
&= —|Igyg+ AAIH.,,C:-‘?(,—,%] (ro+ 317Ca) = —Q 'ty — Ay Q 'Ca, (3.128)

de forma andloga para fy:

YT

i B & m——dpg = .
Py H (3 i ey rA r‘”

: Facte+ Ady =0 (3120
Y &

fn." =M

on

| fis]

lnego:

: fﬁ.ff‘m = ﬂri Q '11'41
AN = —i 3,130
. ﬂr:rQ.' ICa + A ( )

eni donde la segunda derivada de las componentes del vector de flujo a (ecun-
ciones (3.123) y (3.124)) con respecto a las tensiones principales de Cauchy oy
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s, toman la siguiente forma:
y aa; t la siguiente |

a _1-M . M 'y S
Bal —r— (Kiloy + aa| ™ + Kaloy — ag|™)

i Pasd = 4
(K{M|eq + ﬂg|ﬂ'{_laiyu(‘ml) + KoM ey — rfg|M 1&'&;}1?.(!71.2)) +

.
a7 Kiloy + ag| M+ Kylery - ﬂzl“)%
(KuM(M = 1)|oy + ool =2 4 KaM(M — 1)]ay — oM ) (3.131)
2 1-M,. g S
5 a{g = Lo Kalor + 0l + Kaloy — oo™y ¥

(K1 Moy + aoM=Lsign(ml) — KoMloy — a9|M " sign(m2))*+

1 ’ o e of
L Kiloy +oat + Kooy = o) T
M
(1 M(M = 1)|ay + o) =2 4 oM (M = )|y = 09)M %) (3.132)
R IE

M _ e
dojoy  Dogoy M2 (K1loy + aal™ 4 Koloy ~ HE|.U)H'§-

(K M|y + o) M Lsign(ml) + KaM|oy — oo™ sign(m2))

(K\M|aq + rrgl“""_lsignfn.'.l) - KaM|ay — ﬁ2|M'15£ma[m.2}} |

1 : 4 'I-- i
a7 Kiley + oa|M + Kyloy — ap|M) L
(KyM (M = 1)|aq + aa|M =2 — KoM(M = 1)|aq - a3 ~2) (3.133)

en donde:
my = {(ay+ay) y me= (o] - ag)

un procedimiento similar al desarrollado en la seeeidn anterior (ecuneidn (3.117))
se Tealiza para actualizar la variacion del multiplicador plastico AX ;. en donde
Ay es evaluado de acuerdo con (3.130). La correccidn de las tensiones se realiza
en cada paso de acuerdo con la ecuncion (3.128), hasta que se satisfaga la
ecuacion (3.119) dentro de una tolerancia dada.
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3.5 OTROS CRITERIOS DE ANISOTROPIA PLASTICA

Las principales eriticas recibidas por los modelos propuestos por Hill son:
que en el primer t'.ril.m'iu[”_m el modelo no describe adecuadamente el compor-
tamiento de algunos metales a cansa del comportamiento andinalo que se 'Pr“-
senta en determinados metales con valores de B < 1. Fn el segundo eriteriol =3
es que al estar la superficie definida en el espacio de tensiones principales no se
incluyen log Lérminos de cortante, v la superficie de fuencia presenta problems
de convexidad dependiendo del caso considerado, asi como de los pardimetros A
y It que se adopten,

A modo de tener una representacion mads real del comportamionto del ma-
terial se han propuesto otras superfices de fluencia anisotrépicas por diferentes
investigadores en los 1ltimos afioslC — 3L H 4] [B=3],[B-d] [ 2]

A continuacién se presentan dos nuevas superficies de fluencia propues-

tas en el contexto de aplicaciones a problemas de embuticion de liminas
17 P TR
metalicas B30 =3],

3.5.1 Modelo Anisétropo de Barlat

Una funcion que deseribe el comportamiento anisotropo planar de metales
fue propuesta por Barlat et alIB=3MB1] Dicha funcion se expresa para esfados
de tensidn plana por:

J=a|Ky + Ko™ & a|l Ky = Kol 4 (2= a)|2K0|M =20,V =00 (3.134)

COT: ( /
2y = “”1_’; az2) (3.135)
11 — haaa)® ..
Ky = (HLM b plag? (B.1506)

A

en donde los pardmetros o, b, p y M caracterizan la anisotropia, y las tensiones
se encuentran referidas a los ejes de ortotropia del material, Para un valor dado
del exponente M los pardmetros a, by p pueden ser evaluados usando los vilores
del coeficiente de Lankford R, es decir, la razon entre la tasas de deformacion
plastica obtenidas a partir de ensayos de traceion uniaxial, Notese que cuando
ap = 0, la velacion (3.134) se reduce a;

I = alon|™ + alhoos|M + (2= a)lery — how|M = 20, M (3.137)

que corresponde al caso (5) del eriterio de Hill mejorado (ecuacion 3.86). exceplo
por el valor del pardmetro i, Una propiedad importante de In ecuncidn (3.134)
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es 81 convexidad enando a, i, p son positivos y M = 1. como se demnestra en
referencia [B-3]. Un algoritmo de integracion para esta superficie de fluencia se
propone en la referencia [ — 1], y su aplicacion a problemas de conformado de
wetales se discute en lag veferencias ['N - 2; 10 = 1];

3.5.2 Modelo Anisdtropo de Chu

Eate modelo generaliza el eriterio de Hill mejorado al inclnir las tensiones de
cortante, al ignal que la posibilidad de describir el comportamicuto ansotropo
planar en lhiminas metdlic s3], La superficie de fluencin resulbante para
estados de tension plana, se expresa por:

: M
el + bnzglM + h|(a - hn;;;g}a 4 2da19%| T = %M (3.138)
COT1:
Ro(1 + Ryo) .1 \/ Feolign ] ;o
b= | ———= o= =|lL—= G138
J Roo(1 T Ro) 7] e e T ) B

M (o i
[1 g \/ Fo Fgg ] d= = [Mﬁn“ +E) J (4.140)
L Hg)(1 + Hgp) g &

en donde los pardametros que carncterizan la anisotropin e, b, b d se obtienen a
partir de las razones de deformacion plastica Ry, Rag vy Fop para un valor dado
de M. Lag condiciones de convexidad para esta supeficie de fuencia se discuten
e Lo relarencis [(:.!—3]‘ 155 interesante ohsorvar que si s =0,y H” = H.m = f?g)[}:

1

b = 1.. o= E'E'I-I—l?j (:.5. 14 ”
|
ho= Qd(iﬂ?_; (3.142)
lnego, la ecuacion (3.138) se redice a:
1 v o (1 4+2R) ; . o
“?“"(":t*mlﬂn + aga|M 4+ m Ifm a2a|M = oM (3.143)

recuperandose la forma del caso(4) (ecuacion 3.85) del eriterio de Hill mejorado.
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3.6 CONCLUSIONES

En este capltulo se lian presentado las bases fedricas de los modelos
conatitutivos empleados en la simulacién numérica de procesos de embuticion
de chapas.

Como principales conclusiones podemos senalar que las superlicies de
fluencia definidas por los criterios de plastificacion de HilH = 2] =5, Jine-
tamente con log coeficientes de anisotropin de Lankford bajo las hipotesis
de comportamiento anisélropo normal, pueden ser utilizados para modelar

adecuadamente el comportamiento de metales fabricados medinnte procesos
mecanicost 2L H=3LV-1],

Clon relacion al primer criterio de Hill podemos alinimar que hoy en dia sigue
giendo valida su aplicacidn en la mayoria de log problemas encontrados, sobre
todo por la simplicidad en su programacion y la rapida convergencia presentada
por el algoritmo de integracion de la ecuacidn constitutiva, debiondo considerarse
otrag alternativas cuando el coeficiente de Lankford sea menor que uno. En esta
situacion el caso (4) del eriterio de fluencia de Hill mejorado es el mas apropindo,
siotpre y cnando se asegure la convexidad de la superficie de fuencia mediante
Ia eleceion de adecnados valores de log parametros By M (yer oenncion 3.95).

Cabe senalar gue la blsqueda de criterios de fluencia para modelar
¢l comportamiento anisélropo de metales, es una linea abierta de investi-

gacion, como lo demuestran el nimero creciente de publicaciones sobre ¢l
e C— 8~ [7=5].(B~3],[B 1] (¥ 2]
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Apendice 3A

MEDIDA DE DEFORMACION FINITA

[5n eate apéndice se presenta la medida de deformacion objetiva utilizada,
en la presente investigacion.,

Considérese un elemento de linea en la confipmeacion al tiemipo £, definido
por los puntos P(fry, 'wa, tag) y Q(tay 4 oy, teo b Pao Pag + d teg) ver Figura
Ap3A.L la longitud del segmento PQ al cuadrado se caleula de acuerdo con la
norma Euclideana, como:

ds? = d g i=13 (Ap3A.1)

n_n+l
X%

Figura Ap3A.l Desplazamiento desde la configuracion ¢ a la 1 4 AL
En la configuracion al tiempo 1+ At los puntos P y @ se teansladan
a lag posiciones, p(ft&fay, 8, 1l ¢ g(HAl 4 M AL, |
d HA‘.’GQ, £+At.'h‘3+d HA!;L‘}]) y una expresion sinilar a la definida por la ecuacion

(Ap3A.1) se obtiene para la longitud del segmento py:

de* =d H'm:r:.,-d ""'A"’m,; =I5 (Ap3A.2)

a3
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La geometria en la configuracién intermedia se define como el promedio de las
geometrias en las configuraciones al tiempo ¢y [+ Af, luego:

| :
A = s (g4 A (Ap3A.3)

Debido a que la deformacion es continua, log diferenciales en lag configuraciones ¢
y t-F At pueden ser caleulados en términos de los diferenciales en la configuracion
t %5_. por:

& by .
dlp = 25 4%, (ApsAd)
b ot ks 2 !

& (Ap3Ab)

Luego, el cambio en la longitud al cuadrado del segmento experimentado durante
¢l movimiento, es dado por:

ds? — d§* = 20¢5d Gy jd ""+'%':::r;_. (Ap3A.G)

en donde AG:HI\'.' se define como:

Acjp =

FEAL L o AL g b =
l(a o2 e S s ) (Ap3A.T)

2 Pt %L:L'j ) (+éu:&_ - a H%E,Ej o “.%!-"51:

Y recibe ol Ilt')u‘l.hl't-! de Lensor de dt‘!fM‘lrl,ﬂ.ﬂit}n (frﬁ?l.f.‘r'ﬂd(.l“:f_“l. ate Lensor
puede reescribirse en términos del incremento de desplazamiento entre las
configuraciones £ y 1 4+ At, de acuerdo con:

Uy = I+A"I:L'." - "‘:::1- (1AL

expresando la geometria en ambas configuraciones, en funcion de la geometria
en la configuracion intermedia y de los inerementos de desplazamientos:

i T‘ i
t;f;,; _ t+4 Ty — '12—* (Ap3AY)

i f .!{..
H‘m.'i:x' = Hn}.'r:.; o 'ﬁl (ApdA10)
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Luego, derivando lag expresiones (Ap3A.9) vy (Ap3A.10) con respecto o las
coordenadas de la confignracion intermedia y reemplazdndolas en o ecuacion
(Ap3a.T), se Liene:

| il e i) [y
Ar.m = —( —o— ) (.-lpii.-l.l 1)
2 g+ %'t' ad ok %"“ PN

medida de deformacion nhjm,ival” ~G] (e es 1 aproximacion de mejor ealidad
: i ) At . .

a la deformacion logaritiica In( --;-Lh}-ﬂ). que las de Green 5t Venant o de

AlmansitM =11,

El incremento de desplazamientos guy, puede ser expresado a su vez on
funeién de la velocidad en la conliguracién interiedia y del paso de tiempo At de
aciierdo con las expresiones (2.34), (2.35) y (2.36) del eapitulo 2, obteniéndose:

o = AP As (Ap3A.12)

luego, reemplazando en la ecuacion (Ap3A.11) se obliene la expresion de la fasu
de deformacién centradal#-2;

At
yo L 7d M.%A.“ ’jH"EL‘
‘+%',‘rjm = s, (f i . ! ) (Ap3A13)

= - S :
Al 2 i) H%l;r:; {) b+ @" T

A continuacion se presenta un ejemplo extraide de referencia [I7 — G|, en donde
se aprecia en un contexto de grandes deformaciones la importancia en la eleccion
de la medida de deformacion finita. Considérese una barra recta de longitnd L
sometida a un esfuerzo de uniaxial de traceién, el incremento de deformncion
entre las configuraciones al tiempo ¢y £+ Af puede ealeularse de acuerdo con

(Ap3A.7):

A2 b, £2
(_) - (_,) ] (Ap3A.14)
) "\

donde 'L y HALL son 1ag longitudes al comienzo y final del paso de timnpo Al
respectivamente,  5i se caleulan las deformaciones de Green St Venant y de
Almansi, se tiene:

1

-As"=§

o qpgtkary, B
AR = 5[(-_f_!:_) = l] (Ap3A.15)

1 Loy
Ae=3[1- (7a7) | (ApiA.16)
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('_tf?‘:fﬁ) Logaritmica Centrada Greon Alinansi
St. Venant
1.0 0.0000 0.0000 0.0000 (0,0000
1.2 0.1823 0.1818 11.2200 (0. 1528
1.4 0.:3365 0.3333 00.4800 (0. 2419
1.6 0.4700 0.4615 0.7800 0.3047
1.8 0.5878 0.5714 1.1200 0. 34387
2.0 0.6931 0.6667 1.5000 049750

Tabla Apda.l Diferentes medidas de deformacion para barra traccionada,

De la Tabla Ap3a.l, se concluye que la medida de deformacion contrada
es una aproximacion de mejor calidad a la deformacion logaritmica que las de
Green S5t. Venant o de Almansi,




CAPITULO 4

NUEVAS FORMULACIONES DE
ELEMENTOS FINITOS DE LAMINA EN 3D

4.1. INTRODUCCION

En este Capitulo se describen una serie de nuevos elementos linitos
trinngulares desarrollados en log dltimos anos, para el andlisis de ldminas
delgadag en 3DIO=2LIOALO=BLIZ3] 1y iden de operar solamente  con
variahles traslacionales en la modelacion de estructuras laminares, no es
nueva y numerosos investigadores han derivado elementos finitos con estas
(li].l'm.tl]l'!l‘f.‘ﬂliﬂilﬁlﬂ_3]‘['u_El‘[P_11'[}:_2}.. En este contexto Onale y ﬂ(:l‘\fi'.l‘n.lm 3|
han desarrollado una metodaologia general basada en volimes finitos para derivar
clementos finitos de placa delgada sin prados rotacionales de libertad. Estas
idens han sido extendidas con exito al andlisis lineal de lminas por Zaratol4 =
y al andlisis no lineal en el desarrollo del presente trabajo.

Fin la primera parte de este Capitulo se presentan las hipotesis fundamentales
en las que se basa la teoria de placa gruesa de Reissner-Mindlinl@ 1) y sis
consecuencias en los campos de desplazamientos, deformaciones y tensiones,
Esta teoria permitird bajo la adopeidn de adecuadas hipdiesis relativas o
los campos de deformaciones de cortante transversal llegar a la teoria de
placas de Kirchhoff, con la ventaja que en las integrales del Principio de los
Trabajos Virtuales solo aparecerin derivadas de primer orden, permitiendo asi

la wutilizacion de elementos finitos con continuidad de clase f_'l',,l”' 1],

Luego, se presenta una familia de nuevos eélementos fnitos triangulares, de-
surrollados en los dltimos anos para el analisis de placas gruesas, en donde se
demuestra gue introduciendo adecuadas restriceiones sobre los canipos de rota-
ciones, estos evolucionan a formas mis sencillas vilidas para el andlisis de placas
delgadas. De esta forma a partir del elemento triangular 7L LO=11{0=2][0=3]
(tridngulo con interpolacidn lineal para el campo de desplazawicntos, cundriticn
para el eampo de giros y lineal para las deformaciones de cortante) se deriva ¢l
conocido elemento de placa delgada DKT (Tridngulo Discreto de Kirchhofl)
de una forma mnds sencilla y directa que la tradicionall =111 1, o
tancia de esta nneva formulacién para el ya conocido elemento de placa DKT'

]

=
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es que permitird realizar las corvespondientes validaciones muméricas del nuevo
elemento de placa delgada.

Signiendo el procedimiento anterior, a partir del elemento TLLL se deriva
el elemento DKTLL, al cual se le imponen nuevas restricciones sobre ol campo
de rotaciones normales dando origen al elemento mias simple de esta Funilia
de elementos triangulares, el cual utiliza dnicamente conio variables nodales
desplazamientos, que en el caso de placas se traduce en una variable por
nodo. Bl elemento asi deducido se denominara BPT (Tridngulo Bisico de
Placa)l0-21[0-3][Z-3]

Finalmente se presenta la extension de los nuevos elementos de placa delgnda
DKT y BPT al andlisis de laminas, en donde el comportamiento membranal
se modela mediante el elemento triangular de deformacion constante 871211,
De esta forma se construyen los elementos CST — DKT'15 y CS1 — BPT, este
iltimo denominado BST (Tridngulo Bdsico de Limina). El atractivo principal
de esta nueva formulacién con reapecto a las tradicionales, es que s6lo ntiliza
como variables nodales loa desplazamientos, lo que se traduce en una serie de
ventajas de caracter flsico, numérico y computacional,

4.2. FORMULACION DE PLACAS GRUESAS

4.2.1 Hipdtesis de la teoria de placas de Reissner-Mindlin

Las hipdtesis de caracter fisico v peométrico en las enales se fundamenta la
teorin de placas de Reissner-Mindlin, son las sigiientes:

L= En los puntos del plano medio los desplazamiontos u y o (sein los ejes 2 o
y) son nulos,

2.~ Los desplazamientos u y v de un punto material enalesquiera 2.y, z varian
linenlmente a lo largo del eje 2 v ¢l desplazamiento transversal w (segin
el cjo z) de puntos contenidos en una misma normal al plano medio es el
mismo.

3.- El estado tensional es plano sobre la placa, es decir, .=0,

4= Los puntos que antes de la deformacién estaban sobre la novmal al plano
medio de la placa, permanecen al deformarse sobre una misma recti. si
que esta tenga que ser necesariamente ortogonal a la deformada del plano
medio.

Cabe senalar que Ia teorfa de placas de Kirchihof!7 =1, se basa en las mismas
tres hipdtesis iniciales, y la vinica diferencia radica en que obliga a los puntos
que estdu sobre rectas normales al plano medio, a permanceer sobre recias
ortogonales a la deformada del plano medio después de la deformacion,
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4.2.2 Campo de desplazamientos

De las hipdlesis anterioves y de acuerdo con la Figura 4.1, las componentes
de desplazamiento de un punto A de coordenadas x, ¢, 2, contenido en la normal
O A son:

wla,y. z) = =zl (x.y)

vl 2) = —20,(xc,y)

H f;t:, it z) = 'm,-i.(.'f.', y) (4.1)

Figura 4.1 Teoria do placas de Reissner-Mindlin, Convenio de signos v
giro de la normal a la superficio media.

donde 0, y 0y son los dngulos que definen el giro de la normal a la superficie
maedia en log planos rz e yz respectivamente, El vector de movimientos parn
un punto de la superficie media de la placa, contiene tres variables cinematicas
independientes y se definird por:

"

u = (wy, Oy, 0” (4.2)

de acuerdo con la Figura 4.2, se deduce que el giro de la normal comenido on ol
plano Tz, se puede expresar como:

dwlx,
Oy = r((f;._”] + (4:3)
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¢ igualmente el giro contenido en el plano yz, se expresa por:

chu(a
Bii = _(._‘,:"{) + ¢y (4.)

e plano medio
Yt -
N — /
g e

__ﬂ_,r-}" deformada real
~~de la normal

\ - -

\ . deformada supuesta
R \ e —de la normal

Figura 4.2 Giro de la normal, bajo las hipdtesis de la teorin de Reissner-
Mindlhin.

de relaciones (4.3) y (4.4) se aprecia que el giro de la normal en un punto se
compone de dos términos; los primeros 531:’ y g’f; goni debidos al enmnbio de
pendiente del plano medio y los segundos q’.:_;,, by se deben al giro adicional de |a
normal al no permanecer ortogonal a la deformada del plano medio, también se
observa que los giros de la normal no pueden obfenerse tnicamente en hineion
de la pendiente del plano medio, esto permitivd considerar los givos 6, v f, como
;fm:mhlm; im:lupm|d1entus[0" 1], cuando se aplique la diseretizacidon de elementos
initos.

4.2.3 Campo de deformaciones y tensiones

El campo de desplazamientos definide por las relaciones (4.1), genera en
planos paralelos al 2y el siguiente cunpo de deformaciones:

: i —gmg-!-
| B & ..
“G=y @ (= T =By (4.5)
€ w o . b3 L/]
= g,u + 0 —3({})%“ + ;)-,”)

y en la direccion vertical:
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o) Y2l ' t:._: + %E' - ?‘1:7! =My (4.6)
€= i =Y fdw v (T hw g ;
Ty oy T 9z oy — %

en donde se aprecia que la hipétesis de no ortogonalidad de la normal se traduce
en que lag deformaciones tranversales v, v 7y no son nulas. Las relaciones (1.5)
y (4.6) definen a los vectores de deformaciones de flexion y cortante transversil
respectivamente, Expresiones que matricinlmente se pueden expresar por:

~£ 0

i ;) lg::.' "

¢y = 2 0 —?'5" { } =.‘=;.'L|‘) {'J.f)
'f a {if E)H

“dy O

& L

= —1 0 |

Ef.! = [n{; ” _l l Um — Sll (JIIH}

Puesto que por la hipdtesis 3 de la teoria de Reissner-Mindlin, la tension novnial
75 es nula, el vector de tensiones asociado a los términos Hexionales se eseribir
SO0
Ty
ap=14 ay (+.9)
Ty

y @l yector de tensiones, correspondientes a los efectos de cortante transversal

He (.‘-KIJJ'EH%L1'?§- o,
0= { 0;‘"} (4.10)

En el caso de considerar que la normal permanece ortogonal a la superficie
media después de la deformacion, es decir, que se cumplen las hipotesis de
Kirchholf, los vectores asociados a los tédrminos de cortante (velaciones (1.6) y
(4.10)) son nulos, Cuinpliéudose, en este caso que:

') H {)I
%}I;‘ = {)y il D:;: =ty (h11)

0 BOR:

Vw8 =0 (4.12)
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4.2.4 Relacidén tensidn-deformacion

Partiendo de la ecuacion constitutiva de la elasticidad tridimensionall M =11,

y dado que o, es nula, se cimplen las siguientes relaciones entre las tensiones v
deformaciones:

o;=Dyes= KD‘fof (1.13)

o, = Dee. = D Su (4.14)

siendo D 7y D, lag matrices constitutivas de flexidn y cortante, respectivamente,
las cuales para elasticidad is6tropa se expresan por:

J 1 & ]

(1= w#) 0 0 ['. 4
10 n N )
Di‘_‘. = o7 [0 1 ] [ (r = —2(1 n H) (1“!:‘

Debido al campo de desplazamientos supuesto, la distribucion de deformaciones
€x, €y €ay ©8 lineal en z y por consigniente a través de (4.13) lo son las
correspondientes tensiones oy, oy, oy Por otra parte la distribucion de las
deformaciones v, y vz es constante a lo largo del espesor y lo mizmo sucede
con las correspondientes tensiones o,z y ayz. De acuerdo con la feoria de ln
elasticidad la distribucion exacta de [as tensionies tranversales 1o o8 constante o
través del espesor. Generalinente dicha distribueidn tiene forma polindmica con
valores nulos en los planos superior e inferior de la plm".n[?" 1 Para corresin este
problema las tensiones transvoersales se ml.tlt‘.ipnlit:l-l.n1 por un cosficiente o = a- ilo
forma tal que el trabajo de deformacién de las tensiones transversales, coinecidi
con ¢l realizado por las tensiones fransversales exactas,

4.2.56 Esluerzos y deformaciones generalizadas

Se define el vector de esfuerzos generalizados &, en un punto del plano medio
por:

;F Mlx 5 7 2(""‘:
M za
= i i 3
¢:l‘j i ] v
= M. + i op r
T L R Ley ; | R . f ; vee wodz (4T
i (y Tz o
Ly ) T

en donde &y y &, son respectivamente los
esfuerzos cortantes, obtenidos por la integracidn de los vectores de tensiones a

vectores de momentos Hectores y
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traveés del espesor. La ecuncidn (4.17) puede modificarse haciendo nso de (1.13)

¥ (-1. M), COM0;

&f _1_& "?‘:chf _,,_5 EEDILU
g = o :/ th:[ ' flz =
&l"'. ! _5 DI.'EF.' = \5 Df-Sll
+4 2 - - s
. (,j_é 2dz) D Lo LD D y
— ‘ruuu = LB — ,.I‘; )
(1"} dz)D.Su (D&, Dée
=8
donde:
13 i

gon las matrices constitutivas generalizadas de Hexion y cortantel@=1 y;

ir=L0 y i, = 8Su (-1.20)
son los vectores de deformaciones generalizadas de Hexion y cortante, respecti-

vamente, en donde aj ¥ € pueden interpretarse como los vectores de curvaburas
v cizallamiontos transversales de un punto de [n superficie media de la placa,

La relacién entre los vectores de deformacidon y los de delormacion
generalizada se obtiene a partiv de las ecnaciones (4.7),(4.8) v (4.20) coma:

€ = zéy if & = &p (1.21)

4.3. FORMULACION DE LAMINAS PLANAS DE REISSNER-
MINDLIN

4.3.1 Campo de desplazamientos

Considérese un sistema de referencia cartesiano loeal 27, ¢/, 2/ con ejes aly
contenidos en el plano del elemento. Admitiendo que se cumplon las hipotesis
de Reissner-Mindlin para el estado de placa, los desplazamientos de un punto
gendérico A, situado sobre la normal OA, siendo O ol putito de corte di i normal
con el plano medio, ver Figura 4.3, se pueden expresar como:

Wl ) = (. y) = 20,0

(@' 2) = u(aly) = 0, )



G4 Capitulo 4

i | S i
'm"[:::’, T ) = 'm,':,(;t: ) (4.22)
donde wl,, of, y w!, son los desplazamientos segin los ejes 2/, o', 2. respeeti-
vamente, del punto O; 6y 0, los givos de la normal A contenidos en los
/ ' f i .
planos locales /2" e y'2, respectivamente, y 2z’ la distancia OA. El vector de
movimientos del punto A se define por:

u' = [l vl w0, 0] (4.23)

de acuerdo con las ecuaciones (4.22) Ia dnica diferencia con respecto a los carnpos
de desplazamientos de flexion de placas, radica en que los puntos del plano medio
s¢ desplazan segin los ejes locales 2’ v o/,

4.3.2 Campo de deformaciones

Puesto que por las hipdtesis de Reissner-Mindlin o = 0, y considerando
lng ecuaciones (4.5), (4.6) y (4.22) el vector de deformaciones con respecto a un
sislema de ejes locales, se expresard por:

. ; ,f?{ﬁl 3
( ! 3 du! 1 — et
[ gy ! J]_l’f Qf;"
* ' du! il Y
e ay . m ﬁ; =
P ey ) Bu i — ) o, ol agy |
€ = ¢ ly | = 'S-yr-i ﬁr y = ¢ 31.;9 |- D.E!f A K 'Oi}’i f ?.?'.';# ;
Yot _Ju.' _ﬁm’ i 7} Y
oy A ) A
L Tytet ) T iy ihy! /
a7t o ! : ? : { 'l'f{yr =
(<1.24)
0 bien: " ’
i ém 2 ,
£ = P -+ el (I-‘_jr))
B
u C;,:

donde Eml. € f y E.«: son los vectores de deformaciones generalizadas de membrann
(alargamientos), Hlexidn (curvaturas) y cortante (cizalladuras). Al igual, que en
¢aso de placas, el vector de deformaciones generalizadag de membrana puede ser
eserito en forma matricial, como:

A
dn=|0 o { :5‘] (4.26)
a g 0

)
Y

Oy D
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Defarmada del

e plana medio Deformuada del

plano media

i!w;, '
e .
" ¥
A w’ A
G i " W,
f - —-{ zl - P _|...|
0 N p e : o
Plang medie XY O Npians medie yv'

Figura 4.3 (#): Elemento de lamina plana en ol sspacio, ubicacidn de
ejes locales y globales. (1): Desplazamionto de un punto de

un element i i
m elemento de ldmina plana en los ".‘m'“” locales o=, 4.

) |
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4.3.3 Campo de tensiones

Operando en egjes locales y teniendo en cuenta que la tension o es nula, se
fiene:

— D¢ (4.27)

[

; ﬁrf‘l Drf 0 i (EJ”; + zé.‘f}
N p
o

&y

en donde las matrices constitutivas D’ Iy D' se definen de acuerdo con las
ecuaciones (4.15) y (4.16), luego:

ﬂll'_.rIl = D"f(ém.r + 1}“:;) (4.25)

! !
T = Drr.ér' (<.29)

En donde se observa que la distribucidn en el esposor de las tensiones normales
Tyt Y Oy BE abticne como la suma de un valor constante debido a un estado de

traccion o compresion pura, mds ln variacion lineal simétrica debido a la flexion
pura.

4.3.4 Esfuerzos generalizados

El vector de esfuerzos locales en un punto del plano medio se define por:

[ Ny i T ol )
f.\?’:u: l‘Tyr
f bt (2 ] i
- s R
Fin vt ik L4
/ & My | +h] 2oy 5| e
A - _ ‘i @ (. for ’ i
a = = 4 > ; y i = dz (4,30
CT! A'{Uf ,/—6 E:Jﬂrﬁf ./ JI = ﬂ-j ( l ?l ')
) My ?'..-rl"r.rll'.yi' iy
ﬂl|'," * a('
QJ"' Tl
\ c[,)uf F L \"T”f:.f J

o0z )
donde 6, . & f+@c BON los vectores de esfuerzos loeales de membrana, floxidn
y cortante, respectivamente, y 1 el espesor de la lAmina.
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4.3.5 Expresion del principio de los trabajos virtuales

Clonsideremos la expregion del operador de fuerzas internas B/ del Principio
de los Trabajos virtuales (ver capitulo 2, ecnacién (2.14)):

!
; Fop [ Lo P (P L O T .
pint =‘/‘/ﬂ/65 !anV:‘/I[/‘:fﬂl[ﬁm T4 2'&; V& ‘f|{ z:rf-'} dv =

b ia f £ e '
— //A' (ﬁeﬂ';_ Tﬂ'f _l_ 2"‘56! I'Ta-f _1_ 'I,)Ef.: |r{,.r: ) r,.l;v- -

i el i 1P ,
— [ fA [6&1'}1.‘ {('/ IDUI’(L‘.‘.’] + ().E"fi 1 (f :ﬁzl’ﬂf fl’.ﬁj}'{'

2 |

P H ¢
tbEs T ( /_ ;ac r;z’)] dA =

- ff1 (’sém' T&mf F ﬁé’f’ T&f’ | 1’53.:-" Tﬁ‘:-') dA = //'l 0! dA \a:5)

Es interesante observar que s se opera con esfuerzos vy delormaciones
generalizadas el vector de fuerzas internas, adgniere un cavactor bidimensional.
También se pone de manifiesto una de las caracteristicas principales de la teoria
de Reissner-Mindlin, en lo que se refiere a o discretizacion medinte téenieans de
elementos finitos, puesto que en ¢l integrando de (4.31) sélo aparecen derivadas
de primer orden, bastard con exigir a los elementos finitos continuidad de clase

2,011,

4.4. FORMULACION MIXTA DE ELEMENTOS FINITOS DE
PLACA DE REISSNER-MINDLIN

El gran atractivo de esta teorfa de placas, es que permite nna aproximacion
independiente para los campos de desplazamientos v rotaciones como se de-
muestra por ecuaciones (4.1), (4.3) y (4.4). Luego a partir de la eleccion de
adecnadas funciones de forma es posible realizar la discretizacion de los canpos
de movimientos y de deformaciones generalizadas de senaciones (4.2) v (1.7) v
construir tanko la matriz de rigidez elemental y los vectores de Tuerzas nodales
ncmiva.lunt;eaw'”. fonceptualinente la teorin de Reissner-Mindlin deberia ou
principio ser aplicable tanto a placas gruesas como delgadas al considerar en
s formulacion log efectos del cortante transversal, Pero despraciadnmente, se
demuestra que a medida que el espesor de la placa se va reduciendo los términos
de cortante van progresivamente dominando la solueion, es deciv, para espesores
de placa pequenos la solucién numérica se bloquea,
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El bloqueo de la solucién fue uri)gim\lmem,u evitado mediante la utilizacion
de téenicas de integracion seleetinal® =IZ=1 | fas euales basicamente Hsan una
cuadratura reducida para integrar los términos asociados a la matriz de rigides
de cortante. Este simple procedimiento en algunas ocasiones modifica los modos
de energla nula del elemento, introduciendo en la matriz de rigides dol elemento
valores propiog nulos adicionales a los que estrictamente corvesponden con los
movimientos de sdlido l"igidu. I:Dil;_‘.l'm&i THCCAISIN0E l”“-“l('“ O N0 Propagarse por
ln malla, dependiendo de que sean o no compatibles entre elementos y con las
condiciones de contorno. Otro procedimiento alternative para evitar ol blogueo
de la solucion es la aplicacion de las denominaday téenieas do deformaciones de
cortante impuestasO—Z=1 oy donde se imponen las hipdtesis de Kirchhotf
on un mimero de puntos discretos de modo que lag deformaciones Lranversilos
de cortante sean efectivamente nulas sobre el elemento.

A continuacién se presentan una serie de clementos de placa triangulires
basados en el mélodo de deformaciones de cortante impuestas. Los cuales bajo
la introduccién de nmevas restricciones sobre los campos de rotacion dardn origen
a nuevas formulaciones de elementos finitos vélidas para ol andlisis de placas
delgadas.

4.4.1 Elemento triangular TLCLIY-210-4]

Este elemento como sus siglag lo indican utiliza una interpolacion lineal e
el campo de desplazamientos, cuadrdtica para el campo de giros y lineal para
las deformaciones de cortante, es decir:

= Los desplazamientos varian linealmente de acuerdo con:

3
w= 3 Nuy,mw (1.32)

i=]

- Be utiliza la signiente interpolacion cusdrsitic: incompleta para los giros:

3
a8 = E:Mﬂj g{ + ‘lNu.rgNtuﬁe'.l'JiAﬂa.l ¥ "lNim Nril;;e'),{j-ﬁ”sn e 1 N'm] NH-"_.I“i:’;A'{}Hﬁ
i=1
(4.33)
en donde Nuw, son Ias funciones de forma lineales del elemento riangnlar de
tres uut_lus[“g" ! ]:

N"!j - .l S —{i
N”’E = i¥

N"JH = ﬂ (I-BI)
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0O w
Qexey
® Abg
—

1 1 2 €2

Figura 4.4 Elemento de placa de Reissner-Mindlin triangular TLCL.
Deseripeién geométrica y variables nodales.

y Alg, es una rotacion tangencial jerdrquica en los puntos medios do los
lados y e;; es un vector unitario en la direccion del lado i (ver la Fignra
4.4).

Lav ccuacion (4.33) expresa una variacion lineal de la votacion normal sabre
cada uno de los lados, mientras que la tangenecial tiene nna varineldn euadesiticon,

- Bl campo de deformaciones de cortante impiesto o8 lineal on cada clamento v
las deformaciones de cortante tangenciales se suponen constantes a lo largo
de eada lado, El campo de deformaciones de cortante que se asume, cou
respecto al sistema de coordenadas naturales tiene la siguiente forma:

12
¢
,ns} [l - -2y 24 p ;
= - : ¥ = A 1.35
7 {'m £ v 1=k %, Fe o (139)

donde *YE-"Z, 523 y 4% son las deformaciones de cortante tangencial
constantes a lo largo de los lados 1 — 2, 2 = 3 y 1 — 3, respectivamentao,
un este tipo de formulaciones, en donde se interpolan de una forma inede-

pendiente los desplazamientos wy, los giros #; v las deformaciones de corfante
transversal =, se debe cumpliv qun[() ~1j[Z-1],

Mg + g = Ny 1 Ty 2 Ty (4.36)

a modo de oblener una solucién estable y libre de blogneo. En donde my, .y v -
son el nimero de variables que intervienen en la interpolacion de los desplaza-
mientos, los giros y las deformaciones de cortante respectivamente, (despuds
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de descontar las variables correspondientes a los movimientos preseritos).
Ofintel®=1, ha demostrado que oste elemento satisface las condiciones (4.36)
en Lodor log cagos encontrados.

La relacion entre las deformaciones tangenciales naturales con 1os movinien-
tos nodales, se obtiene imponiendo a lo largo de cada lado Iy Ta condicidn
75""-"] - (*;,—’Eu = fg) = 0 en forma débil o integral, es decir:

i _ t_}. E L - F L2
_ﬁu w[ny 5 gt =0 (4.37)

si se considera, W = 1 (ponderacién de Galerkinl®=1hZ=11 ) o5 posible obtener
el valor de *}'E-"-'J' sobre cada lado del elomento, como:

7 1 A - | lis o 2 lii
& — — Bl = (i Y — B Ly = N
= fdf_ (G = e =+ s =i 7% Ot ) = 580, i
(4.38)

donde JE-“! = 151'3 =1y !E"m = 2, com k = 4,5.6 para los lados 12.23. 13
respectivamente, y i es la longitud del lado if, la ambiguedad en ol gigno del
primer término del lado derecho de ecuacién (4.38) se debe al hecho que Ia
direccién del cortante tangencial debe ser definida por una duica direccion sobre
un lado comiin a dos elementos, en caso contrario una definicién inconsistente
del grado de libertad Afl,, se obtiene. Una forma de evitar esta difienltad e
hacer que 2 y j coincidan siempre con los nodos de menor ¥ mayor nunieracion
global del lado, respectivamente (ver Figura 4.4).

De acuerdo con la ecuacion (4.38) Ins deformaciones de cortante [ransversal
sobre los lados del elemento, se expresan en funcidn del vector de movimientos
nodules elementales a 75 @ bravés de la siguiente relacion:

7512
=g %
513

= Cﬁaf (.39)

Col l)l veotor l[f_' lll{'l'\fi"]i(‘nl,uﬂ- “(){lﬁi{-jﬂ ﬂiﬁll![!llhl‘ll[!ﬂ, II(‘E[irli_(.ll) [MH':

aj = [wi ' f)wl Oy wa, Oy, G'U-;,, wg, Oy, Py Anm A Aﬂﬁnlr (4.40)

en donde Ia matriz C | depende de los cosenos directores de los vectores tan pentes
a los lados e;; y de la longitud lij de los mismos. Una expresion explicita Para
la matriz C es dada en las referencias [0 — 1| = [0 —2].

Combinando las ecuaciones (4.35) con (4.39) v transformando las deform.
ciones de cortante transversal al sistema cartesiano rectangular, ge obtiene:
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{ :;:} -J“{ :;f}} =J"'ACa; = B,a; (4.41)

con J la matriz jacobiana, luego la matriz de deformacion de cortante vendei
dada por: |

B, =J1AC (4:42)

en donde By recibe ¢l nombre de matriz de deformacion de cortante sustititivi,
en el sentido que es la matriz de deformacion que reemplaza a la que se
obtendria si no se ubilizara una interpolacion independiente parn of cunpo de
deformaciones de cortante transversal.

4.4.2 Elemento triangular TLLLO-20—]

Iin este caso los campos de desplazamientos, rotaciones y deformaciones de
cortante transversal son interpolados linealmente, os decir:

- Los desplazamientos se interpolan linealmente de acuerdo con

3
W= Z Nypw; (4.43)
|
en donde las nciones de forma Nm,n se definen de neuerdo con las cenaciones
(4.34).
- El campo de giros se interpola linealmente, en términos de los piros on los
puntos medios de cada lado, como:

G sy
0= Z£-N.9‘-ﬂ-i = [()_-;-J,(a’m]" (4.04)
=

o,
Ny, =1-=20

Ngﬁ =20+ 200 — 1
Nyﬁ = | —2&¢ (<.150)

definiendo a las funciones de forma lineales on los nodos intermedios, ver [a
Figura 4.5,

La ecuacion (4.44) define un campo de rotaciones imcompatible. coun con-
tinuidad forzada sélo en los puntos medios de eada lado. El caimpo de defor-
maciones de cortante impuesias es tomado equivalente al del elemento T Lo
explicado en seccién anterior, la expresion para la matriz C se describe on
la referencia [0 — 2|, obteniéndose de manera andloga con eccuaciones (1.11)
y (4.42) la matriz de deformacion de cortante sustitutiva B,.
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Figura 4.5 Elemento de placa de Reissner-Mindlin trinngnlar TLLL,
Deseripeién geométrica y variables nodales,

4.4.3 Elementos de placa delgada discretos de Kirchhoff

Esta teoria parte de los elementos de placa definidos de acierdo con Ia
teoria de Reissner-Mindlin, a los que so les hmpone ol cumplitniento de la
hipdtesis de Kirchhoff de deformacion transversal nula (Yaz = = = 0) en
una serie de puntos discretos o lineas. El elemento de placa vesultante, se
denomina elemento DK (Discreto de Kirchhoff) y tiene un comportamiento
andlopo al de un elemento de placa delgada de Kirchhoff, manteniendo sin
embargo continuidad de clase €, para los movimientos nodales, lo que garantiza
U (:nmpant.ihili(lﬂc.l[() =2} B-1)(8 _25-

A continuacién se presenta la derivacion de dos nuevos elementos tria-
gulares del tipo DK, derivados a partir de lag mievas lormulaciones de placa
TLCL y TLLL respectivamente, La gran ventaja de estas dos nuevas formi
laciones os :gm ermiten deducir de forma mds seneilla, en un cago ¢l elemnento
DB _25'[“""” y en el ofro el clemento trinngular de Morleyld 2],
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4.4.3.1 Elemento DKT

Este elemento se deriva a partiv de la formulacion propuesta en la seccion
(4.4.1), imponiendo que el campa de deformaciones de cortante transversal sea
milo en los puntos medios de cada lado. Esta hipdtesis permitird eseribir las
rotaciones tangenciales jevarguicas A(),,& en funeidn de log grados de libertad w,
y Ui A partir de la ecuacién (4.38), si e = 0 se tiene:

3 3

Ay = g (4 = i) = 7% i1 0+ 0)) (1.40)

reemplazando el givo tangencial jerdrquico Afy, en la funcién de interpolacion
de los giros de (4.33), se obtiene:

3
# = ZNWJE*'FL Nw, Nog, (wj —wj)-ep;— LJNH,“N%E” (0;+85)-e;, (1.47)
i=1 fe=1 ” =]
reordenando términos:
0 = Hy' (£, m)ay By =Hy" (¢, n)a, (4.48)

en donde las matrices de las nuevas funciones de formn nodales H, v H, sou:

i I}N"_. Nm

N
_!u €12, + “"I LA ey, ."]

Ny = 3Nru|Nu:-}U"ﬁ2 o — 'ISN‘"'I Nk,,,.at:(.lagu];i

—3Nm| Nmuﬁt‘:u W atosw g — 3N’“’l Nwﬁﬂun Wgtos Wiy

Hy = Nw = 3Nm2Nu.':y(‘.u3 Wy = :SN-M Nuf'.e"-:m:ewlg (1.49)

_:’N'ml N-;'j'lh' HOTL @ 2(:“5 LI.JIE - :leu‘p.z Nul:‘H(”l W COR WY

C23 + —71——"‘&1*5.

Nuy = 3Ny Nuyeos® wag — 3Ny, Nygeos? wig

[“N Am f’N ]

= 3Ny Ny 360 Wy 608 wag — HN'U,.[ Nypg st wocos wiy
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i = [ﬁN 1 Nul.

GN'I'” Arm-
T ey + Tia gy
= 3Ny Nuysenwyeos wiz — 3Ny, Nygsen wocos wyy
Nun = 3N, ngm-!u"aww = 3Ny N-mn”"‘-'lé wig

ﬁ!\""f NHJ‘ ‘BNU.'-'I N""
i ey T T eay

Hy = = 3N Nupsenwigeoswig — 3Ny, Ny sen woaeos wagy (4.50)
Nusy = 3Nupy Nupgsen® wog — 3Ny Nysgsen? win
[ﬁNm;..:&a gy t+ fa_er‘_;:'Vm; Eisy]
=3 Ny Ny sen wazcos wag — 3Ny, Ny 861 wygc08 wys

Nma = :in._,.anﬂun‘a Lan — -'iN-“_-I Nw_.im:uzwl;;

.

il
ol vector tangente al lado Qij = [ccm wi.‘i.ﬁnnwfj]'!. se define de acuerdo con In
Figura 4.6, y el vector de movimientos nodales ay (ver ecuacion (4.40)) se ha
reducido a 9 variables nodales por elemento,

af = [y, Oy By crr, Oy, By, g, Oy, Qy;jjT (1.51)

desarrollando los términos de lag expresiones de las matrices definidas por
relaciones (4.49) y (4.50), se demuestra (ver Apéndice 4A) que resultan idénticay
a lag propuestas por Batoz ot al [B=1B=2] w donde estas son obtenidas o partir
de laboriosos desarrollos, no siendo asi en la presente deduceién.

La discretizacion del campo de deformaciones generalizadas de Hexion de
(4:20) se expresa haciendo uso de las nuevas funciones de forma H, vy Hy,
obleniéndose:

&= Byay (4.52)

con la matriz de deformacién por floxién B, definida por:

T‘ - |}1
ma—nfw + 121 ”—5—’-”",, '
aHT ot -
By(&,n) = S A0 :”El—g{u + ”:”_EWE (1.53)

on’t, 77, i "
|31 gt + -’I-'m%;"' 1 —,9'5“ + 121 —ﬂ;" ]
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0O w

3 O Oy by
® ABS
—f-

(e)

DKT

Figura 4.6 Geometria del elemento DI,

A g apt g1 T
con 2408 = (13012 = =12u81), ¥ Q%?.x.! g—gﬁ—l’. Q%{?ﬂ. E}-g-f-}--“ corresponden i

lag derivadas de las nuevas funciones de form con regpecto A las coordenadis
naturales £ y n (ver el Apéndice 4A).

El vector de fuerzas tternasg para este elemento =¢ evalua de acuerdo con
ecuacion (4.31), obteniéndose:

pit = [ [ [ BTy v (4:54)

La integracion exacta del veetor de fuerzas internas se obtiene usando tres puntos
de inbegracion numérica a causa de que la integral incluye términos cnadraticos.
Un analisis detallado del procedimionto de integracion numérien so preseita en
el Apéndice 4B.

4.4.8.2 Elemento DKTLLO]

Un tridngulo discreto de Kirchhoff (DK) se puede obtener prvtin
del elementa de placa TLLL presentado en la seccion (4.4.2). gimplemente
restringiendo las deformaciones de cortante tangencial a lo largo de los lados
L'yj a cero. Esto permite eliminar los tres giros tangenciales dando origen o nn
nueve elemento con sélo 6 variables elamentales (3 desplazamientos Wi y res
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giros normales a lo largo de los lados, ver Figura 4.7),
ap = [wy,wy, w3, O s g O] (4.55)

La hipdtesis de restringir los corfantes fangenciales sobve los lados, permite
obtener una expresion explicita entre la rotacion tangencial a lo largo del lado
iy con log desplazamientos nodales correspondientes al lado. De acuerdo con la
relacién (4.37) si *‘y&'” = (), se tiene:

- Ow, - My =ty o
= — — - = ﬂ _— 'l-: (
I/,E (0g - g =0 = = (1.56)

1
o r
DIKTLL
C O Lr -
1 4 2 E

Figura 4.7 Geometria del elemento DETLL.

la matriz de deformacion por fexion, que permite relacionar el vector de
curvaturas con el vector de variables elementales para este nuevo elemento, se
define por:

(ayz — ayz)  (esg—aq2) (ogg —aeg3) o120 23 —opg ]
1
By =y (13- a12) (arz —ags) (agg—ayg) bip bay iy

(dyg = dya) (dig — asy) (dog—dyg) —2092 2a3y 2oy
(4.57)
s
2 3 2 2
G i i @i~ = Vi
”’J‘_,“' = ;jj‘;l' bt“, — _.i"#_.5 “‘tj ] .f,l!_! d — _ﬁ;}__:z__f_'*_

. =
i i Lij
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I
mi == 2y, U =Vi— ¥ hy = (et u®)® (4.58)

Puede veriticarse que este vlmrwntn es idéntico al elemento triangular de placa
delgada propuesto por Mul‘ltwl 2] y también con el elemento HSMG propuesto
por Batoz y Dhat 8- ”? siendo necesario solamente un punto de integracion parn
la evaluacion exacta del vector de Morzas interias,

4.4.4 Nuevo elemento de placa BPT

A partir de la formulacién del elemento de placa delgada DETLL y wmediante
la introduccion de nuevas restriceiones sobre los campos de giros, es posible Hogay
al elemento mas sencillo de la familia de elementos trinngnlares planos, es decir,
un tridgngulo con desplazamientos nodales como inicad variables nodalos,

Partiendo de la hipdtesis que el giro normal sobre un borde 'y v los
desplazamientos nodales no son independientes enbre 1, estando relacionndos
a través de la primera devivada en la direecion de ln normal;

(e) ()m‘(:)

gﬂ” B ij

n Ve8)

relacién que puede ser reeserita en funcién de los giros locales v log cosenos
directores del lado, como:

: Hm {c) Al (o)
[t} — - ]-, {':' = i 4 .14
9""’ b” Qu lij s 1 dy IU \440)

donde Sy, (€)= gen wij ¥ €, l ) = cos wf.i sou los cosenos directores correspon-
dientes :11 lado if y w” = (x 8;4) es el dngulo que {m‘um ol eje local x con la
direccidn tangente s al borde 1-‘-.') (vm' Figura 1.3). dada que los giros con
respecto a los ejes eartesianos loeales # ¢ y puedon ser expresados en hincion de
las variables traslacionales nodales, se tiene;

b ) = E M*ﬂ_“,*:rs)”r ("’Z ONy, *;;('}.,,,‘,u-) —
i
expresion que mabricialimente, se escribe como;
Oy \®) = ('*) TN, w(®) (1.62)
donde w(t) = [w,U mJ( .m,g_{"] es ol vector de desplazamientos nodales

correspondientes al elemento (e). Puesto que un misino borde i puede sor
. . R . " A .y
comtin a dos elementos (ver Figura 4.9), el valor del givo normal al borde i)
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(global) también puede ser expresado on funcion de las variables traslacionnles
asociadas al elemento adyncente, es decir:

3 H (fﬂ} 3 -)\Ir tu,}
p. la) g (a) ')ﬂ'-‘r_g_ (a) | er (a) ONw ™™ L
()rr.u = -51,; E By Ul | (J” ,E Dy w; (4.63)
9‘”1} (a) _ ﬂ"l'.?{”)TVNH'(“}w(”) ('HH}

Puesto que sobre el borde comiin Iy el givo normal es discontinio (o sen,
ﬁ“”(") # (}% (”)) violando los requisitos de integrabilidad!4 1] para ol vector de
curvaliiras en la expresion del vector de fuerzas internas de (4.31), es necesario
adoptar un eriterio de suavizado de las rotaciones normales sobre el lado a fin
de agegurar su continuidad, La forma mas sencilln es restringir el giro normal
en el nodo medio a que tome el siguiente valorl@=21[Z-3].

Figura 4.8 Definicidn de los vectores tangentes a los lados s,

A7 7 |
ﬁ"'f.f = (f”ng;j) VNW(ij(t'} + ﬁilfng;‘) va(u)w(uJ (--I.ﬁﬁ)

La forma mds simple de (4.65), es definir el giro normal como el promedio de las
contribuciones de los giros normales sobre ¢l borde comiin, o sea, gy = (4 = ),
Obviamente obras alternativas de suavizado de log giros normales son posibles,
¥y algunas de ellas se diseuten en las referenciag [0 - 5y [Z - 3]

Signiendo un procedimiento andlogo al definido por la ecnacion (4.65) pars
los bordes jk e ik, se construye el vector de giros normales @, (¢) correspondiente
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k

Figuru 4.9 Tridangulo Basico de Placa (f'”"'l"), y pareela de alementos
nsada para el snavizado de los givos normales u o lngo de
los lados.

al elemento central de la parcela (e):

' T i
“E;') VNM(H}WM) iy ng;ﬁ vafrrlwl‘u)

@_Jg" L_L| (T ; O ong () i
O =0 Onjy 0 =5 | nj” UNLEwE 4 0l N, 0 w®) (4.66)
f;’*.-iu (t:)T ()ste) (eyT (YR
ll“ﬂ' VNTU W ""’ llffA VNHI W

que matricialimente, se expresa por:

G”{-’:} = Nl?rlaf =

5 ; r{l : 1"
I]E;) VNw(t-} nsj) VN'"r(") 0 b w:' }
g | Yo . | Wl
~ g niif.;) VN ®) 0 11_5!2) VN, % il wih
F{! l ’?‘ !
nf.;) VN,© 0 0 “Efl',l VN, () wie
(1.67)

donde af, contiens solamente las variables Lraslacionsles del elemento centreal
(e) y las asociadas a sus elementos adyacentes (a), (b) ¥ (¢) (ver Figura 4.9), s
decir: »

af= [wle), wl) y(b) wl®)] (1.68)
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La expresion correspondiente a la matriz Ny . puede ser simplificada si se inpone
que ¢l eje coordenado local x del elemento adyacente, esté on In direceion del
borde conmn y posea el sentido contrario al del vector tangente Bi{‘-j“‘) (ver Figura
4.10), en este caso el vector normal al borde en los elementos adyacentes solo
tendrd componente segin su eje y local, lnego la expresion de Ny - se reduce o
la siguiente forma:

AT
1 DE:) VNIHU‘-'J "'E}.UNHJ(”) 0 0
. |
ND" _.I‘_';‘, “{}"}:7 VN!}J"ET) 0 _DHN'H:(M 0 l'llh‘))
ik
n NE o 0 N )

Figura 4.10 Parcela de elementos, descripeion de las normales al borde.

mafbriz que es conveniente reeseribirla, como el producto de la matriz L' conte-
niendo las componentes cartesianas del vector normal al borde y N dependiente
de las derivadas cartesianas de lag funciones de forma. ver el Apéndice €.

0,) = Ny, a5 = TNay (4.70)

Veamos ahora el tratamiento a seguir con los givos Langenciales a los bordes,
de acuerdo con la ecuacion (4.56) deducida a partir de imponer las hipdtesis de
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Kirchhoff a lo largo de los lados 'y, es posible construir ¢l siguiente vector de
giros tangenciales elementales;

A A0 0 .., 0] [w®
ij i

oﬂfj (n)

o ! WO w -

ﬂ}i( ) = i;"'jk = t: i i7" O s 0 w“” o N-’ai'.,ﬂl{ (4.71)
H”n' a—‘ ” - TJ.!-; 0 e n 0 w(r:‘]

luego de acuerdo con las ecnaciones (4.70) y (4.71) se construye el vector de

giros elementalos: b
: 0,\° N T
2,,\% = [B:(‘?)] = Nz:]ﬂf (4:72)

vector que puede ser expresado con respecto al sistema de coordenadas carte-
sianas locales del elemento central (i-.‘.}. mediante la siguiente imabriz de translonr-
macion:

[ Oy (2 0 0 =5 0 0 [ %]
O, 0 Cog 0 0 ~8a3 0 Oy
) U b 0 0 Cha 0 0 =513 | | #agy _ g ()
m S 0 0 (12 0 0 Diiya =
Oy, 0 Sz 0 0 Coy 0 Prags
L O0y) LO 0 Sig 0 0 Cig | Loy (4.73)
vl

reemplazando el valor de las componentes cartesianas 0. 0, de los givos en los
puntos medios de cada lado, en la expresién para la interpolacion lineal do los
givos de (4.44) y reordenando términos se obfiene:

] H..".;
Oy,
{e) _ Oy _ [N(i.; Nﬁ'h Nf,\“ 0 0 0 B L
o { Hw} 0 0 0 Nﬂl Nﬂﬁ N#,; 4 (j.*m ) (<h.74)
Py
. ()ﬂh A
9le) = Ny'i'asnm (4.75)

de acuerdo con la ecuacion (4.20) el vector de deformaciones genevalizadas de
Hexitn o de curvaturas, se expresa por:

&= Lol (1.76)

combinando (4.72), (4.75) v (4.76) se obtiene:

o 3 <INy T, )
& = LNy T0y, = LNy | Na,,] ay = Byay (4.77)
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oM

Bj .—LN(;T[ g"] (4.78)

Una expresidn explicita para la matriz de deformacion por Hexion, es dada en ¢l
Apéndice 4C. Cabe senalar ue al ser ¢l elemento de lndos rectos, In cuadyatira
de integracion necesaria para la evaluacion exacta del vector de fuerzas intorins
de (4.31) requerivd de solamente un punto.

Il elemento de placa delgada resultante se denominal®-21Z-3] Triangulo
Basico de Placa (BPT).

4.4.4.1 Aplicacion de las condiciones de contorno

La aplicacion computacional del nuevo elemento de placa delgada BPT,
requiere de la consideracion de varios tipos de condiciones de apoyo usuales en
el andlisis de floxion de placas, como son, bordes simplemente apoyados, bordes
libres, bordes empotrados y la condicidn de simetria a lo largo de un gje (ver
Figura 4.11).

De acuerdo con las ecuaciones (4.56) y (4.65) el giro tangencial y ol givo

normal a lo largo del borde I'j;, se expresan respectivamente por:

'H.?j - ‘HL.,

gy = —o— (4.79)
. 7
g @7
O, =f-r-sjﬂ§j) VN, w4 Lﬁ;n.ﬁ}f) TN, W wl®) (4.80)

- Borde empotrado: Si ¢l lado es empotrado las condiciones que deben
satifacerse son:

-mll, =) (1.81)
i
. dw - i
@by = T‘E‘l‘-,y - 0, by = E‘Fu — 0 (4.52)

Las ecuaciones (4.79) y (4.82a) imponen que los desplazamientos transver-
sales correspondientes al lado 77 sean iguales y nulos, y de (4.82h) oy =
Bij = 0.

- Simetria de Borde: 5i el horde I'jj presenta simetria con respecto a nna
direccién tangencial Bﬁj{"‘) debe satifacerse a lo largo del borde la ectiacidn
(-1.82b), y por lo tanto los coelicientes oy ¥ iy ban de ser nulos,

- Borde libre o borde simplemente apoyado: En este caso el piro noril
al borde I';; solo dependera del givo del elemento eentral (e), es decir o j =1
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planu o [} fimetrln
-hnrdm Ilbrm‘:\ﬁ

I .
|

borde
empotrado

borde sfmplt‘:n“ente apoyado

== e S N _N__ W

Figura 4.11 Condiciones de borde, normalmente encontradas en ol
andlisis de placas,

¥ [y = 0, adicionalmente en bordes simplemente apoyados debe cimnplirse
la ecuacion (4.81),

4.5. EXTENSION AL ANALISIS DE LAMINAS

En este apartado se presenta la extension de los elementos de placa delgada
DKT y BPT desarrollados en la seccién previa para el andlisis estroctural e
laminas en 31D,

En ambas formulaciones, se utilizard el elemento triangular de tres nodos
con campo de deformacion constante, denominado €57 @=1 para madelar o
comportamiento membranal, Generdndose asf dos nuevos elementos de iing
g con H p;r:ulos de libertad por nodo (l.rnﬁ dnﬁph-mn.tllit-n11.m—1 wy, v dos rotaciones
#;) denominado C'ST — DKT15, y otro con 3 grados de libertad por nodo
(tres desplazamientos transversales w;) denominado BST' (Tridngulo Baisico de
Limina).

En el caso del elemento CST — DKT'15 para evitar los problemas asociados
a la singularidad en la matriz de rigidez, en presencia de nodos coplannres se
seguiri el procedimiento propuesto por Horrigmoe v Berganl/! ~11 ¢] cval permite
trabajar siempre con cinco grados de libertad por nodo. Cabe recordar gue si
bien es cierto la construccidn de la maftriz de rigidez no es necesarin para la
solucidn temporal de la ecuacion de movimiento al ser el esquemna de splicion
del tipo explicito, si lo es para la determinacion de Ia frecnencia maxina del
sistema discreto.
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4.5.1 Formulacién de Membrana. Elemento CST

Bl elemento CST es wn elemento trigngular de tres nodos con eampo de
deformaciones constante con dos grados de libertad por nodo, que corresponden
a log desplazamientos contenidos en su plano medio x — y', La discretizacion
del enmpo de desplazamientos por el método de los elementos finitos. conduce
a la expresion:

F sl
ey,

)

”'I'JJ

4 r !
T T - N-m,- N'm} ka §] {] 1] J they, ) 0
{ u,’,} 0 0 0 Nuy Nuy Nugl | (4.83)

o,

=
-]
|

they,
oy

!
L “'Pk o

donde Ny, Nﬁ,,, y Ny, son las funciones de forma estandar del elemento
trinngular de L],‘I‘H nodos, definidas por las ecuaciones (4.34). El vector de
desplazamientos nodales de la superficie medin, se expresara por:
Pt / / R S Y &
a' i = [ty s Yoy s Vo, Vs, Vi

(.84

4.5.1.1. Diseretizacién del campo de deformaciones

T ; ; ;
Sen uly, = [uh.v}]" el campo de desplazamientos, referido a un sistema e
coordenadas local. Las deformaciones de membrana en este sistemna de referencia
local se definen por tres componentes contenidas en su plano medio:

s
r ®
£ = ¢=‘L = U Q “i’ (4.85)
(1 M fy-' - DyF 'U:, & Mald
Eptyt B‘?‘:T
Hur-,itailmynudn (4.83) er {‘|.35)1 se obliene:
b -
”r),
Mu.
d.‘r:" N'!U 0 il ‘ :
g = U E)HIN-"; Iv?k - H";”_ﬂ H { IH[]]
ayr'Nul ﬂ_r'Nul ;J*
‘”‘J.
/
L g,

eti donde una expresion explicita de la matriz de deformacion B de (1.86); ¢
dada en ol Apéndice AC.
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4.5.2 Elemento de Lamina DK'T15

El elemento triangular de tres nodos rvesultante de la combinacion del
elemento DKT de flexion de placas delgadas y del OST de feusion plana, es
un elemento que con respecto a un gistema de referencia local con ejes Ty
contenidos en el plano del elemento, tiene 5 grados de libertad por nodo.

lomo ya se comentd en la introduceion de este apartado, el tratamiento
de los givos locales se realizard siguiendo a Horrigmoe y Berganl? 11, para ello
es necesario introducir en cada nodo un sistema de coordenadas nodales, cuya
orientacion con respecto al sistema coordenado plobal se define por los angulos
de Buler, ver Figura 4.12:

zilwy)
\X} 0, 0 nfv)
¥l f.'r"'
S

et
Y
Y
LR Y

AR

N N
Y
‘\3.\\\\\@\ R

2

S

Figura 4.12 Sistemas coordenados para elementos triangulaves planos:
(n) Sistema Global; (b) Sistema Local; (¢) Sislema Local-
Nodal.

Eu la figura anterior es, se encuentra en la diveccion del promedio de las
normales elementales que concurren al nodo. Las variables nodales finales para
un nodo i, serdn:

a; = [ug, viowg (1), 04,(2)] (4.87)

en donde w;, v, w; son los desplazamientos con respecto al sistema coordenado
global y 8,,(1),05,(2) son los giros con respecto al sistema local-nodal para e
nodo i. A modo de transformar la matriz de rigidez local y ¢l vector de fuerzas
internas locales al sistema coordenado global, la malriz de transformncion de
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variables nodales toma la siguiente forma;

# ”:;,‘ i 1y
A Ty o 'H;I
H’,‘ = { -.ru:,.. A g :; 3 v 1wy = T n; (4.48)
0. 3 ;H:a By,(1)
|
0, 05, (2)
e i

an donde T“ es 1l matriz de transformacion estandar de (ix ij. que contiene
los cosenos divectores de la base loeal respecto a la global. La watviz Ty, puede
obtenerse a partir de |as siguientes transformaciones matriciales:

K!H - ’l‘gyxﬂ (‘.H”)
x| = Ty, (1.90)

luego, tl(:Hru-,'.jalulU lasg variables glul‘mluu Xg desde ambag expresiones v conns
bindndolas se¢ obtiene:

X' = Ty Ty Ty = T1s¥s (4.91)

en donde solamente la parte superior inquierda de T(N es ulilizada en (1.25),
mayores detalles sobre la matriz de transformacion T son dados en el Apéndice
4A.

El vector de deformaciones totales locales, se construye acoplando los efectos
membranales de (4.83) con los de flexidn de (4.52), es decir:

i 1 ' o F . ”'j- o
€ = Eyt =€ +26f = [B’l By E’;;] rl.sa =Ba (4:92)
Taly! iy

en donde B es dado por:
at 4 63
=By, a5 (4.93)

y o'; se define de acuerdo con el lado izquicrdo de relacion (4.85). El vector de
fuerzas internas de (4.31), se evalua de acnerdo con:

F)int = f BTe av (1.01)
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y 81 valor numnérico, s¢ obtiene a partir de integracion munérica considermdo
una diseretizneidn por capas a través del espesor, como se detalla en el Apéndice
4B, El vector de fuerzas internas resultante se encuentra referido il siEbens
local elemental, luego antes de proceder al ensamblaje de cada una de las
contribuciones elementales se debe proceder a la transformacion del vector e
fuerzas internas definido por la ecuacion (4.94) al sistema de referencia global,
es decir:

! nieler Tl “‘ 0 g () ¢
Fr}mﬂ - E { 0 T 0 ] F.,{‘") (.95)
: o=1 0 0 7

en donde T, se define de acnerdo con la relacion (4.88).

4.5.3 Nuevo elemento de Limina BST

En este apartado se presenta la extension de la nueva formulacion de placa
delgada BPT, para el andlisis de estructuras laminares en 3D, El olemento
resultante se obtiene como combinacion del elenento BPT de flexion e placas
delgadas y el CST de tension plana, La principal caracteristica de esta nineva
formulacién de ldmina delgada es que permite representar los efectos acoplados
de membrana y de flexion de placas considerando solamente 3 grados de lHbertad
Lraslacionales por nodao.

Para esta nueva formnlacion de lamina delgada, el vector de delormaciones
locales totales de ecuacion (4.25) se expresa por:
i Cp f yo :
g = I'.y.l" = €m 4= z E‘f ( LU'I]
Fy-t.“'y"

reciplazando las ecuaciones discretizadas de los carmpos de deformaciones o
flexidn y membrana de (4.77) y (4.86), respectivamente. se obtione:

I
¢ =Bld & /B o [Hfm EFBII]:’,HIH[ i‘l;}a} (1.97)

! Pl
¢ = Ba (-1.98)
, y i . :
en donde el vector de incognitas nodales locales a contiene solo graclos frasla-

clionales de libertad asociados a la parcela de elementos (ver Figura 1.13).

La relacién entre las variables de desplazamiento locales y globales. es dada
por:

a=Ta (4.99)
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42

N
\

X

Figura 4.13 BST (Tridngulo Bésico de Limina)

en donde T, corresponde a la matriz de transformacion de (18<18) (ver ol
Apéndice 4C). Luego, el vector de deplazamientos globales a, tendra la signiente
forma:

a= l'“r:-g (':)1 Ve (H)s Wﬂ;(ﬂ)l "'-"f)j(ﬂ) ' '”ﬂ_]; (ﬂ): I“"t'.)_-‘i (N)1 ey, (‘!)1 LT (‘Ih LT c') -
: : A1
“’ﬂj (“) ¥ '“ﬁ] (fﬁ)‘ wl’.l.l (ﬂ') ' u'f.i'm UJ) 3 wf)m ﬂj}v wﬂyﬂ (h) i ‘”'I‘.l',y (f) ¥ I”Un {I‘j ' I”--'ﬂ” (‘}] ('l ' I ””’

Conocida la matriz de deformacion B’ de ecnacion (4.98), (en el Apéndice
4C se da sn expresion explicita) se procede a la evaluacion del vector de fuerzas
intarnas locales elementales, ea deeir:

F’”“‘I = A/IIIIJ:IBITF’ dv ('l‘“” )

vector que debe ser transformado al sistema cartesiano rectangular global, antes
de proceder o su ensanblaje.

nedemn

Fya'ut = E TTF;““ (1.102)
=l
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4.6 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

A continuacidn se presenta la metodologin segnida en la inplementagion
computacional de los nuevos elementos de lamina BST y CST — DKL
considerando una deseripeién del movimiento lagrangiana actualizada v oun
modelo constitutivo hipoelastico.

1. La aceleracion se evalua de nenerdo (ver ecnacion (2.29)) con:

f,u = M—l (GF\E’J" a rF””) {'i.l”:"]

g Bl
2. La aceleracidn es integrada para obtener la velocidad en (145 "
{ L | ,
R =8 Gt (4.104)

3. La velocidad es integrada para encontrar los desplazamientos globales en la
configuracion deformada en r'““'l‘.:

&
- PO N - (1.108)

4. Conocido el movimiento “'*'m‘u, so procede a la actualizacion de la geomotria,
Calculandose el incremento de desplazamientos jn y la nueva posicion de la
malla de elementos finitos 3% (ver Figura 2.2):

ju =ty L iy (1.106)

HALy x4y (4.107)

5. Para eada elemento de la malla de elementos finitos y conswderando unn
discretizacion por capas a través del espesor se procede a ln integracion de
la ecuacion constitutiva (ver ecnacion (3.1)):

(1) Se refieren los incrementos de desplazamientos globales correspondientes a

cada elemento () al nuevo sistema de coordenadas locales en la conlignracion
= Al:

calle) — t+atpe) (e) {(1.108)

con AT definida por ecuaciones (4.88) 6 (4.99) segiin se trate del elemento
CST = DKT15 o BST ver los Apéndices 4A y 40 respectivamente.  Se
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procede a la actualizacién del espesor del elemento, utilizando la condicion de

inr:umpl't-!h‘ihilidildw"”m s decir:
tplet gle) — Aty (e)t+ AL 4(e) (4.109)
liuego: .
mamwuz%§£$; (4,110)

donde ') v 1A®) denotan el espesor y el drea en la configuracion anterior al
tiempo t.

(42) Se evalua el incremento de deformaciones contradas para la capa ubicada a
z:. con respecto a la superficie media de la lamina (ver ecnacion Ap3ALLL):

! A A
Aé (2]) = (“"%‘Bﬂ.,, I ﬂ+‘h,'. ""’%‘B‘J-) o/ (4.100)
(I i
Aal = oy ity - TR A
neapis | 1 2 9
“%‘zim”"”z: (4.110)

(#21) Se procede a evaluar el tensor velocidad de deformacion, y a evaluar el

incremento de tensiones Jaumann Igﬂm la capa bajo andlisis, suponiendo

que l velocidad de deformacion "7 d genera i estado tensional eldstico:

A€ (z))

il g 6 i :

d = (4.111)
HGE - g (4.112)

" - oF g (1)

con C¥ el tensor constitutivo eldstico lineal para estados de tension plana (ver
canacion (4.15)),

. | AL L3
(4u) Se evalnan los Lérminos transporte: H'%Lu teg g b+ w, en donde "o son
lag tensiones en la capa correspondientes al paso de tempo anterior,



(v)

(vi)

(vit)

(wiid)

Nuevas formilaciones de elementos finitos de ldnina en 3D 4l

Se caleula la tensién predictora elashice:

! : f
Rt R AL (H-%‘w by <ter :+-—1;,4-u) ot (411)

Se verifica ol eriterio de fluencia adoptado (von Mises, Hill 48 o Hill
mejorado) bajo la hipétesis de tension plana y se procede a calenlu o
corrector plistico si corresponde:

F (¥t % ) > 0
THEN go to (vii)
ELSE go to (vin)
ENDIF

Se corrigen las tensiones mediante el algoritmo de retorno, obteniéndose un
. . g g O e L
nuevo tensor de tensiones corregidas et la configuracion intermedin N o g

fay )
Se transportan las tensiones 77 o corvegidas o eldsticas segiin corresponda
con (vi) a ln configuracion final en ¢ + Af:

trAL, _ b L Al R, S 1 %f.w-.)% (4.115)

Qe evalua el vector de fuerzas internas locales en la configuracion final 1 Af
para las tensiones correspondientes a la capa bajo andlisis (ver Apéndice 113):

Ny, .

v i -t A -'{‘ e L #
f+L\tFl(r..) = Z (f.+.hﬂBllm + fiok i‘nﬂzi ﬂ+A{-BFI) f-l.&f& ]'IZ”JI H’P -ﬁ:r.'
pe=1
(1 116)

Volver a (i) y repetir el proceso para otra capa "8021 1 hasta completar
el total de capas.

Transformar el vector de fuerzas internas resultante del proceso de inte-
gracién por capas al sistema coordenado global y proceder a su ensmnblaje:

prargint _ " At teAtg () "
i I T | O (4.017)
el

Finalmente volver a (1.) v evaluar las aceleraciones nodales correspondiantes
a la configuracion ¢ + Al y mediante integracion obtener la nueva confign-
racion deformada en ¢ - 2AL
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4.7T CONCLUSIONES

Se han presentado una familia de nuevos elementos finitos triangulares
basados en la teoria de placa gruesa de Reissner-Mindlin ¢ interpolacion mixta.
Mediante la aplicacion de téenicas de deformaciones de cortante impuestas se
transforman en nuevas formulaciones vilidas para el andlisis de Liminas delgadas,

Los nuevos elementos de placa y limina delgada, BPT' v BST respectivi-
mente, presentan una serie de ventajos de caracter munérico v computacional,
sobre todo en el contexto del andlisis dinAmico ﬂx];]fuit.nlw_ . Esta nueva for-
mulacidn es facil de implementar computacionalinente, aun cuando sea necesario
cousiderar a los elementos vecinos, Las propiedades inerciales son Eiciles de de-
terminar al considerar solamente en la matriz de masa concentrada las masis
traslacionales asociadas a cada nodo.

El buen comportamiento del nuevo elemento en problemas dindinicos,
quedard de manifiesto en el desarvollo de los eapitnlos 5 y 6, en donde se analizan
un amplio abdnico de problemas.
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Apéndice 4A

CONSIDERACIONES
ACERCA DEL ELEMENTO DKT.

A.4A.1 Introduccion

Fn este apéndice, se demuestra que las funciones de forma definidas por
ecnaciones (4.49) y (4.50) derivadas a partiv de imponer las restriceiones de
placa delgada en puntos discretos al elemento TLCL (ver apartado 4.3.3.1).
coineiden con las propuestas por Batoz et al. =152 Conduciendo en
ainbas formulaciones a la misma matriz de deformacion por flexion B .

También se presenta, la forma explicita de la matriz de transforimacion de
eccunacion (4.88) necesaria en el caso de andlisis de liminas planas mediante el
elemento OST — DKT15.

A.4A.2 Funciones de forma H, y Hy
A partir de las funciones de forma del elemento triangnlar de fados rectos
definidas por:
Ny =1=a-=-0
Ny = &
Ntl!:[ = ﬁ (""'f"l'-"l-”
definnmos, el siguiente conjunto de nuevas funciones de forma:
N1 = Ny — 2N Ny = 2N Ny
N‘I! — ng - ?-N-mg N-u.u - 2N-m-_3-N~r.u;-.
Ny = Ny — 2Nug Ny — 2N Nuyg
Ny = 4Ny Nuy,

Ng = 4Ny, Nusy



06 Apéndies 4A

Nﬁ = ‘1N'H.'r|N1r}3 (.‘l]‘l'lﬁl.g)

Clonsiderando las matrices que definen a las nuevas funciones de forma Hp v Hy
y analizando por ejemplo las tres primeras componentes de Hy, se tiene:

Hm —— GIN'MH Nm‘gﬂ'l‘}..-,- + ‘iNu!lN'IH:FE : ]
l2 ' l13 '

Hyy = Nuy — SleNu.,‘!t:tmz w12 — SNw, Nmat'.uﬁ?x.dl;j
Hy = —3Ny Nyysen wizcos wig — 3Ny, Nuyysenwigeoswyy  (AplAd)

en donde los vectores tangentes a los lados, se definen de acuerdo con la figura

4.6: __}_,J_
oo ) COBMGL 1 JA.:
B = { H(-!nwg'j} - { _!}/LL } UARtAS
i

Expresando las relaciones (ApdA.3), en términos de (ApdA.2) y (ApdA.d), =
Liene:

H,, =_1,J[N, +N;§*_]- 1r[mmg+m~,

lia Iy

H"'ﬁ'.f - .N-ug] :.'}Nﬂ;l NWCDH:Z wWa = SNUJI Nwaﬂ“ﬁzlh.?'la =
= Nﬂ"l — 3,N"|1[Nm9(1 - HE”‘Z WIZ) = :.‘IN“!] N'm‘f'(ll =, Hl’!llzul:i} =

1 i .
o N+ N b sen g = 1) 4 No (Bsen s~ 1) =

I 2
= Ny + Ni (;"' 12 1)+NGT(:J% ~1)
b 13

Hyy = ~3Nu;le2HErl Woeosw s = 3Nm|N“.,_.sl-muul;;::tm wig =

—IN.lsﬂD w208 Wy — :l. Ngsen wgeoswyy =

L2 Eh
= _‘Nd 12012 —N 13413

_T (Apd AL
lia l13 d

definiendo las constantes:

if
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/
Cp = (li“i"g& =1 (ApdAG)
H

en donde, £ = 4,5,6 para los lados 47 = 12,23, 13 respectivamente, reem-
plazando en la ecune u:'m (AplA.b), se Iu‘m'

Hy; = - l.E[N.;uJ - Nﬁa(;]
H:g! — N] = ﬂi‘Ni - C.ﬂNﬁ
Hy, = —|by Ny + bgNg) (ApdA06)

de manera andloga, si se consideran las primeras tres componentes de H:

LR GN'H-' N'H'?' ﬁNw Nt”'
H,. = —|——wiVwg, o 3V Ve o
i s 1% + s LB
Hy, = —3Ny; Nupsen wiacos wia — 3Ny Ny sen w308 wig
Hm] — Nfl-"'l — :S.Nujl .N;,.QB(‘-]'IE le - 3NH11 N‘_lfmﬂ“]l:a H.r’jlﬁ (u"lﬂ"’.“.?)
y definiendo, las constantes:
Yij a ,
dy = ==, e = (.3—,— ~1) (ApdA8)

lij lij*

s obtiene:
Hy, = ~1.5[Nydy ~ Nedg)

Hy, = [bgNy + bgNg|
HI'){! = =Ny + eyNy + egNg (ApdA.9)

de esta forma, si se comparan las ecnaciones (ApdA.6) y (ApdA.9) con las didns
por Batoz et al. [B-1L[8-2];

H; =~ l.E[N.|r1.1 - N(jﬂl[]]
Hyy = [by Ny + b N
Hy = Ny — eyNy — egNg (Apd A 10)

Hy, = ~1.5[Nydy — Nodg]
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Hy, = =Ny + eaNy + e6Ng
Hy, = —[byNy + b Ng] (AplA.1l)

la diferencia de signo en los términos asociados a las variables rotacionales. os
debido a la diferente convencion de signos utilizada por Batoz et al.:

g:t‘f —— 'i"Ny'- B
Oy = _()R-‘:'H (ApdA.12)

Lag derivadas de las nuevas funciones de forma Hy y Hy con respecto a las
coordenadas naturales 7 y £ son:

pall = 28) + (pg — pa)n

= A4 6§ + 1) + ra(l — 26) — (rg + ry)y
=i (1 = 28) + (g6 + q4)7
~pa(l = 26) + (pg + py)y

H, = =2+ 6 +ry(l = 26) + (r5 —ry)y (ApdA.12)
—ga(l = 26) + (@1 — a5y
~(p6 + w5y

(rs = rg)n
(46 = q5)n

ta(l = 28) + (tg = ta)y
qa(1 — 26) — (g6 + q1)n
Lt rg(1 = 26) = (rg 4+ 714)
~tq(1 = 28) + (15 4 tq)n
Hye=| —au(l-28) - (45— aa) (Apid.18)
1= ry(l=28) = (15— ry)n
=(tg +15)y
—(q5 — qg)n
i (rg — r5)n

—pg(1 = 2) + (pg — pa)€
=4+ 6(E+n) + (1 — 2n) = (rg + ry)E
—q6(1 = 20) + (g6 +q4 )€
(p5 + pa)§
Hyy= (r5 < rq)€ (ApdA.14)
(g4 — a5)€
Pa(l —2n) — (p6 + ps)E
=2+ 6n+rg(l = 2n) — (rg — r5)é
=41 = 2n) + (46 — q5)€
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—tg(1 —2n) + (dg —t4)€ ]
q6(1 = 2n) = (45 + q4)&
L4r(1 — 23) — (rg+ 4 )E
(15 +14)€
Hy.n - (45 = ) (ApdA.Ls)
(r4 —r5)&
to(1 = 2n) — (tg + 15)¢
a6 (1 —2n) + (g5 = ¢6)&
=1 4 (1 — 20) + (r5 — 16)E ]

en donde: ) i s
ot o = _ iy :
Py = —l’}!—{f = f.!(tk, l:,#_- = (if ’s = (“‘ﬁf.:

ij ij
g =820 gy ‘sﬂ; (ApLA.LG)
o =y O 42 'L = ry o P L0 I I
k "!'ij ik k ‘ij
k=456 para ij = 12,23, 13 respectivamente.

A.4A.3 Transformacién al sistema de referencia global

De acuerdo con la ecuacion (4.88), para un nodo genérico i la transfornacion
de variables nodales, es dada por:

i qu g
} ?? T£ 0 ! w
””1 ”‘ '”ﬁ.
' / _ |83 _ i AR A
ay= 4 Wy s = 0 " wy ¢} =T'a; (Apd A, 17)
H.'i;: 2 :_:82 Hl&,
) H-"; ] az.-u
en donde, T;q se define por:
Aty Ayt y o Mle
Ty = Ay'a‘ ’\y’u ,l\y,«: (Apldls)
i B -

Y Ty, 8¢ define a partiv de los dngulos de Euler que defitien ln orientacion e
la normal media en eada nodo i, de Ia superficie discretizada.  La matriz do
transformacion entre los sistemas nodales y globales, so define poy:

!
con Ty, definido por la siguiente matriz:

Co8 Yicos p — cosfsen greny)  cosybsen d 4 cosfeos dsen P wen sen
—SOM YCos b — cosfisen deos ) —sen hsen § + coslcos peos iy cosysen
sen dsen ) sen feos ¢ costl

(Apd A.20)
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Figura ApdA.l Rotaciones que definen los angulos de Euler,

en donde o es la rotacion alrededor del eje global 2, definiendo el nuevo sistenn
coordenado loeal 2'y/2, 0 es la rotacion alvededor del eje loeal 27, 1 cual define
¢l nuevo sistema 2y"z" v finalmente 9 es la rotacién alrededor del eje 2" gne

define el sistema coordenado nodal x'x, ver Fignra ApdA.L

Por otra parte, la matriz de tranglormacion entre el sistema de coordenadas
locales vy globales, se define por la ecuacidn (ApdA.18), de modo que la relacion
entre el sistema de coordenadag locales y nodales, puede escribise comao:

4 / ‘
%) = Ty Ty | 4X's (ApdA.21)

donde ge define, la parte superior izquierdn de Tg”T,._qT conto la matriz de
transformacion T,.



Apéndice 4B

INTEGRACION NUMERICA POR CAPAS.

A.4B.1 Introduccién

IEn este apéndice s¢ presenta ¢l esquema de integracion numérica nbilizado
en la evaluacidn del vector de fuerzas internas. Bl procedimiento consiste
en discretizar la estructura en un conjunto de capas de iguales propiedades
mecdnicas o ldénticos espesores, ver Figura ApdB.la. En donde ¢l campo de
bensiones resultante ou,000 ¥ o4 en cada punto de Ganss es considerado
constante dentro del espesor de cada capa, ver la Figura ApdB.Ibh.  Dste
esquema de integracion numérica permitird conocer tanto la distribucion de las
([(-‘.'I"()I‘]I'I.‘;l(_!i(,}”(:!H COr IH (l(". IH.H l'.('.llﬁi(,'llu!;",i il Ll.'i’:t\”i‘?i dl‘:] Epesor i]ﬂ 111. [:lll'l.[.ﬂl il (Ii.ttlil
punto de Gauss.

A.4B.2 Integracién numérica del vector de fuerzas internas

La expresion del vector de fuerzas inbernas con respecto a un sisteni
coordenado cartesiano local, se expresa de acuerdo con la relacion (4.31) por:

Bt = [ B v (ApiB.1)

De acuerdo con las relaciones (4.7) y (4.13), se fiene:
E_'.-J(z') = L0 = /B ja’y
EIP(E’] = Dfﬁfr(zf) = z’DIH’fn’f (ApdB.2)

luego:

h

. + A
F.{r.ru. — j;;‘ de’f'} aj (z')t!:r’f)f?)’ffﬁ’ =

-i.a il pl=r Pty . N
: f'% ./u ./c; By ay (2)|Japldydeds (ApdB.3)

101
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zl
capas Tt /o diagrama de tansiones
———————— == = (o3
|
2
! -t/ 2

Figura Apdb.I (a) Discretizacion en capas a través del esposor, (b)
Distribucién de tensiones.

donde |Jap| es el determinante de la matriz jacobiano.

Je! !
Jan = | oy oy (ApdB.4)
7 t)
liega:
neapas Ty
Bt= 4 E () Jap| W) (ApAB.5)
".'_
ColL:
h h h :
: ool —— - = ;"’ < - T 6
A neapas U g =% 31y (ApdB.6)

dlonde Thy €8 el nimero de puntos de integracion en el dominio definido por la

superficie media de la chapa, y W), es el peso en el punto de ini.t-:grn.{:i(mtf" =M

En el cagso particular del elemento de lamina BST, anu-.-ﬁl-u que el jacobiano
de la transformacion isoparamétriea |Jop) es igual a 24 B): =1y W, = ‘IE i1
expresion del vector de fuerzas internas de (ApdB.5) se simplica. obteniéndose:

TR S

Ffim Ale) Z (B "UI'(E')A;')} (Apd 13.7)

El nimero de capas a emplear para diseretizar e mlegrar on i direccion del
espesor depende del problema en particolar.  Algunos antores vecomiendan
que para representar el comportamiento no lineal de estructuras laminares nn
mimero de capas comprendido entre 6 y 10 se considera aceptable. En la presente
investigacion se ha demostrado (ver capitulo 5) que con nna diseretizacion de 4
capad o mayor lag repuestas de desplazamientos no varian considerablemente en
cuanto a su precision mmmérica pero si en sus tiempos de CPU.
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TRANSFORMACIONES MATRI-
CIALES DEL NUEVO ELEMENTO
DE LAMINA DELGADA CST-BPT.

A.4C.1 Introduceion

En este apéndice se presentan los operadores malriciales y las matvices de
transformacion necesarias en la deseripeidn cinemalbica y geométrica del nuevo
elemento de limina en 3D,

A.4C.2 Vector de giros normales

De acuerdo con la ecuacion (4.70), el vector de giros normales sobre los [ados
56 EXpPresa por

Hn{i‘.‘," - N(f"'ﬂf [.fl’p“( L)

donde la matriz Ny, . o8 definida por la expresion (4.69) y el veetor de movimien-
tos traslacionales de la parcela elemental ag se define por la eenacion (4.68).
Expresion gue al ser desarrollada se transforima en:
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recordemos que la situacion mds simple de snavizado del giro normal sobre i
borde comitin 4y, era definirlo como el promedio de cada una de lag coutribuciones
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de giro normal sobre el lado, es decir ay; = [ = E' siempre y cuando 47 no sea
un contorno del dominio discretizado,

A su vez la relacién (ApdC.2), puede ser expresada como ¢l producto de una
matriz que contenga las componentes cartesianas del vector normal al borde y
los coelicientes gy ﬁa’j definidos de acuerdo con las condiciones de contorno. por
un vector que contenga el producto de las derivadas cartesinnag de las unciones
de forma por el vector de desplazamientos transversales elementales. es decir:

Ed ﬂﬂrw ) ';J(r') |
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(Apd.3)
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en donde, el vector del lado derecho de ecuacion (ApdC.3), puede ser reescrito
[ELEN

9, N 0 0 0
aNG© 0 0 0 w;E‘*)}
0 H”.FNM(“') 0 0 wfu,) (ApdC4)
0 0 ayN,® o ile)
0 0 0 B,/N, ) |

con la matriz Ny = [Ny, Ny, Nugly g conteniendo las funciones de forma
estandar del elemento triangular de tres nodos, correspondientes a eada elemento
de la parcela.

Luego, la ecuacion (A‘,'.;d('.lﬁ) o5 ];(Jsii':!t: reexpresarla como ol producto de las
matrices T y Ny, por el vector de ineognitas nodales de la parcela de elementos
ag, en donde T v Ny, se definen de acuerdo con:

o (e) () y
0t ”-.r.",-).., % 'u.”, _; - ﬁ.,.j 1 )]
T=|apnl), om0 < 0 (ApdC.5)
rmnE )* (v,;-n.{") 4] () — B Sk
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[ 9, N, 0 0 0
0, N 0 0 0
Ny=| 0  0uN,© 0 0 (ApdC.6)
0 0 8,Ny (") 0
0 0 0 &Ny 5000

finalmente, 8, se expresa por:

911 () — Tﬂmﬂf (Apd T

A.4C.3 Mairiz de deformacién por Hexion: B’f

De acuerdo con la ecuacion (4.78) la matriz de deformacion por Hexion. se
expresa por:

N 1 NHH Ly iy
B/, = LN,T [Na,. | (ApAC#)
B'; = LN,T [NO‘*«] + LNyT ML ] =B+ B (ApIC.Y)

es decir, la matriz de deformacion por Hexidn puede descomponerse como la
suma de la matriz de deformacion por aportacién de los givos tangenciales s
la matriz de deformacién por aportacion de los giros normales. A su vez la
matriz de deformacion debido a los giros normales puede descomponerse de la
siguiente forma:

Em}_ - Bilrri,; 4 Bfft“,rk + Blfl'f;.-. (Apdcl10)

Fn donde eada una de lag mabrices de (ApdC10), se construyen de acuerdo ¢on;
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(ApAC.14)

la matriz de deformacion por giros tangenciales 13" [+ 8€ RXPrEsari por;

dipg—dzy dog—dyp dyy —day 0 ... 0

B = @ dy) —dyg dyp—dog dog—=dy 0 ... 0 (ApdC.15)
egr—epp ep—exy eps—ey 0 .o 0]y s
donde: 1 ,
Pt ! f
Laalfes LT = _
iy = —E’—Qu ey = -5-‘£—§-='4-*-- (Apac.16)
i3 ij

en |as expresiones anberiores puede observarse que en las matrices de defor-
macién debido al give normal, los valores no nulos de cada una de sus posiciones
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fils-columna corresponden a las posiciones asociadas a grados de libertad frasl-
cionales del elemento (e) y de su adyacente, asi por ¢jemplo, sise considera i
matriz de deformacion por givo normal sobre el borde 4 de ecuncion (ApdCi11),
sobre el lado ij comtin a los elementos (e) y (a) (ver la Figura 4.9). solo inter-
vienen log veetores de desplazamiento w®) v wl®) ea decir:

i)
w

@B 0000 00 w't (ApiC.LT
gl 312 0 AplcLT)

0 Iyexg

€fy-t

de esta forma, es posible evaluar explicitamente la matriz de deformacion por
flexion para este nuevo elemento. Con el consecuente heneficio desde el punto de
vista de ln programacion de las expresiones resultantes, ya sea de las tensiones
eldsticas predictoras o del vector de fuerzas internas.

En las expresiones anteriores, hemos hecho uso en reiteradas ocasiones
del drea del elemento A, que en 6l caso de elementos triangulares de lados
rectos, es ignal a é{:r;':my:’” — .“uf.uy.i“}. De las relaciones (ApdCi11), (ApdC12)
y (Apa!l(?.}_!j), st observa que las matrices de deformiacion por Hlexion son
independientes do las coordenadas naturales o, # y contienen solamente térininos
conocidos, pudiendo de esta forma evaluarse explicitamente eada una de ellas.

A.4C.4 Matriz de deformacién por membrana: B,

e acnerdo con la eeuncidn (4.86), puede obienerse una expresion explicita
para la matriz de deformacién por membrana. La cual tiene la signiente forme:

! } /
r () 1 | Yes Ym Y2 l’J ? t) |
B =g | 0 0 0 gy AR
Tap Ty T Y Um N2 l3xe

en donde :a;,:-,i ¢ y;f.j- se definen por las ecnacioned (ApdcC.141).
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A.4C.5 Matriz de transformacién de variables globales a locales

La matriz de transformacién que permite relacionar las variables nodales
locales con las globales, se deline por:
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(Apl€2.20)

es decir, [n matriz de transformacion T, estara formada por los cosenos divectores
de los vectores de la base loeal de cada elemento ((e),(n),(b).(¢)) respecto de ln

global.



CAPITULO 5

PROBLEMAS TRANSITORIOS CON GRANDES
DEFORMACIONES ELASTOPLASTICAS.

5.1 INTRODUCCION

[in este capitulo se estudia el comportamiento de la nueva formulacion de
amina delgada BST desarvollada en el capitulo 4, en el contexto de problemas
transitorios que ocurren a altag velocidades.

Para ello se procede a la lmplanentacion computacional de los nuevos
elementos de lamina BST y CST — DKT15, deseribiendo el comportamiento
alastoplistico del material mediante un modelo constituitivo hipoelistico con
tasa de tensiones Jaumann. La solucion del sistema de ecuaciones de movimiento
ge oborda mediante un esquema de integracion temporal del tipo explicito,
on donde ¢ movimiento de lag particnlas del sélido se desceribe mediante nnn
formulacién lagragiana actualizada, La estimacion del paso de Gompo eritico se
realiza mediante el algoritmo de busqueda de la recuencia eireular midsima del
sigtema discreto,

Se resuelven diferentes problemas de la dindiica estruetural no lneal, en
donde las respuestas obtenidas con la nueva formulacion BST son comparadas
con las soluciones dadas por el elemento de ldming CST — DKT15, con
resultados nx]:uzrhnr.enluulnﬂ[ ~2| cuando son disponibles y resiltados nuindéricos
obtenidos por otros inwmtig:-uh.n'u&w'”115"3I'['- =AW=y primer lngar se
analiza el problema de una cipula esférica sometida a una presion uniforme,
estudiandose la respuesta en el tiempo del punto ecentral de la eipula para
diferentes densidades de mallas. En segundo lugar se prosenta ol probloma de
un panel eilindrico bajo earga impulsiva, en donde los resnltados obtenidos so
comparidos con los e.x|:¢‘.1'in'-1.<-:1mleus.[”" “1I, Finalmente se presenta el problema
de impacto entre dos tubos, estudiandose su respuesta durante el proceso de
choquie,

109
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5.2 EJEMPLOS NUMERICOS

5.2.1 Ciipula esférica bajo carga impulsiva

En este ejemnplo se estudia la respuesta dindmiea elastoplastica no lineal de
nna cipula esférica empotrada en su contorno sometida & una presion uniforine
de 600 psi, la peometria y disposicion de las cargas so presentan en la Figura
b.1. Las propiedades del material se definen de acuerdo con la Tabla 5.1:

Propiedades del material
—_ B e e o — |

Madulo de elagticidad 10.5 = 108 s

Coeficiente de Poisson 0.33

Densidad 245 5 1074 by — 52 /in!
Tension de fluencia 24 % 10% psi
Madulo tangente 0.21 % 109 s
Tabla 5.1

ste problema ha sido resuelto por mimerosos antores, eripleando tanko
codigos implicitos como explicitos! & =W =1 gy o andlisis de este ejemplo se
han considerado tres densidades de mallas diferentes, Malla 1: 288 elementos.
Malla 2: 512 elementos y Malla 3; 800 clementos ver la Figura 5.2, comparindose
las respuestas obtenidas para ol desplazamiento del punto central, tanto [
el problema eldstico con prandes desplazamientos como para el probleni
elastoplistico no lineal. Cabe senalar que debido a la simetria que presenta
la limina, sdlo se ha estudiado un euarto de elln,

Eu la Figura 5.3, s0 ohserva la respuesta olastica geométricatmente no lineal
del punto central, pura las distintas mallas estudiadas con ln nueva formunlacion
de limina BST, considerando una discretizacién en ol espesor de enalro capns.
A continnacion en la Figura 5.4 se presenta la respuesta del punto cendral
ntilizando el elemento de lamina delgada CST — DET15. considerando Eaunlic
una diseretizacion en el espesor de cuatro capas,

Consideremos ahora, la respuesta elastopldstica no lineal para la misimn
estructura con el material obedeciendo el eriterio de fluencia de von Misos. [y
este caso la respuesta para el desplazamiento del punto central se presenta e
la Figura 5.5, en donde se considera una diseretizacion de cuatro capas en ol
espesor. Antes de continuar es interesante estudiar la variacion de la respuesta
del punto central para la malla 2 considerando distintas discretizaciones
bravés del espesor. Se observa en la Figura 5.6 que con 5 capas la respiiesta
practicamente no difiere de la observada con la discretizacion de I eapas, en lo
que sigue se considerard para este problema una diseretizacian (e 4 capas, cabe
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Figura 5.1 Constantes geométricns y disposicion de lns eargas en etipnli
osfirien

senialar que esta eleccion dependera siempre del problema en particular bajo
estudio.

[En la Figura 5.7, se presenta las respuestas obtenidas con el nueva elemiento
BST, comparada con el elemento de limina delgada CST — DKT15. En
lag Tablas 5.2 vy 5.3 se presenta la respuesta numérica para bres distintng
t‘trnftgitrmuullvﬁ F =2, 4, 6 in5 obtenidas utilizando el eddigo Explicito Whianis-
3pl¥ ] la. respuesta dada por Bathe et. al [B - 1], En ln Figura 5.8 se
visualiza lu distribucidn de la deformacion plastica efectiva en la configuracion
final. Finalmente en la Figura 5.9 se muestran las deformadas de la estructura
para distintos instantes de tiempo.
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desplazamento cenlral w (in)
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012
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Figura
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tlampa (5)

5.4 Respuesta dindmica geoméiricamente no lineal del punto
central, andlisis de convergencia del elemento BST.
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tlampa {s)

Figura 5.4 Comparacion de rospuestas geométricamente no limeales del

punto central, elementos BST y OST — DKT15.
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desplazamiento central w (in}

w in)

capitulo b

0 T 1
1 ! ' Malla 1: 362 g da libartad —+—
. Malla 2! 674 ¢, do libartad =
Malla 3:1082 1. do liberlad = |
001 |- ..
D02 |- =
-0.08 |- .
0.04 | -
(.05 = -
-0.06 |- 4
-0.07 = -
-0.08 i ! ' ' :
0 0.0002 0.0004 00006 0.0008 i.001 06,0012
tlampo (s)
Figura 5.5 Respuesta dindmica elastoplistica geomdiricamente o
lineal del punto central, andlisis de convergencia del elemento
BST.
0 T
T T ‘ f T T I ThlteE =
] ncapas= 3 —x—
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. . . |
0,08 I I I | I L - | |
0 0,0001 0.0002 00003 00004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0004 Q0000 0.001
tiampo (5)
Figura 5.6 Respuesta dinamicn elastoplastica geométricamente no

lineal de Malla 2, considerando distintas discrelizaciones en
ol espesor, elemento BST.
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1 |
'EST; Malla 311082 q. de libartad -+
CST-DET15. Malla 3:1923 g. de libertad

-0.01
«0.02
-0.03
-0.04
0,056

-0.06 |- “:,

0,07 |= i

-0.08 1 | [ 1 1 =
0 0.0002 0.0004 0.0004d 0.0008 0.001 3.0012

tlempo (8)
Figura 5.7 Comparacion de respuestas elastoplasticns geométricanienife
no lineales del punto ceniral, elementos BST, 87T
DKTI15.

B L e e

Figura 5.8 Distribucidn de la deformacidn plastica efectiva, en la
conliguracion correspondiente al tiempo ¢ = 1 s,
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Figura 5.9 Deformadas para distintos instantes de tiempo, £ =0, 0.2,
0.4, 0.6, 0.8, 1.0 ms. (amplificadas por 25)
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cODIGO

Este trabajo (BH'[‘)
Este trabajo (CST-DKT15)
WHAMS-3DIV -1
Bathe et nL‘B_ 1]

w (in)
L=0.06G 14

w (in) w (in)
b=0.2 ms f=0.4 ms
-0.0500 00015
-0,0475 0.0918
-0.0466 -(,0905
-0.0466 -0.0800

0.0:135
(.0420)
(L0457
0.0467

Tabla 5.2 Respucsta eldstica geométricamente no lineal, del punio central.

CODIGO w (in)

=02 ms
Este trabajo (B5T) -0.05676
Este trabajo (CST-DKT15) -0.0547
WHAMS-3D(WV 1] -0.0543
Bathe et al[B-1] -0,0580

w (in) w (in)
L=0.1 ms =06 ms
-0.05662 -0.0300
-0.0576 -0.0290
-0.0571 L0510
<(.0G1Y -0.036 ]

Tabla 5.3 Respuesta elastoplistica geométricamente no lineal, del punio central.

5.2.2 Panel cilindrico bajo carga impulsiva

Un panel cilindrico se carga impulsivamente, como se muestra en la Figurs
5.10. 56lo 1a mitad del cilindro se estudia debido a la simetria que presenta, Parn
el andlisis se consideraron dos mallas regulares, una con 192 elementos (Malla 1)
¥y laotra con 768 elementos triangulares (Malla 2), ver la Figura 5.11 y Tabla 5.4,
Las condiciones de contorio para ¢l cilindro, son de apoyos rotulados en aimbos
extremos y de empotramiento sobre los lados paralelos al eje Z. lns propiedades
del material se delinen en la Tabla 5.5:

MALLA nimero BST CST-DKTIS BST CST-DKT 15
de nodos | NGLT NGLT NGLA NGLA
lr Gxl12 1149 357 Hah Ea—’,;i i 427
2 12282 429 1287 2145 1023 | 525
Tabla 5.4

donde NGLT representa el mimero de grados de libertad totales para la malla
de elementos finitos y NG LA es el niimero de prados de libertad activos, es deciy,

el mimero de grados de libertad total menos el muméro de prados de libertad
preseritos,
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Figura 5.10 Panel cilindrico: Constantes geométricas,

Propiedades del material

Médulo de elasticidad 10.5 % 108 psi
Cloeficiente de Polgson (.43
Densidad 2,50 % 1071 tbs = #2/in’
Tensiém de Auencia 44 = 10% psi
Mdadulo tangente 0
Tabla 5.5

En la Figura 5.12 ge presenta un andlisis de la convergencia de la respresta
de un punto sobre el gje de simetria en z = 942 in, considerando varias
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discretizaciones a través del espesor (3,4 y 6 capas) y la nueva formulacion
de limina dnlgmln. En donde se abserva que con digcretizaciones en el espesor
mayores que 4 capas la respuesta no se altera, por lo tanto en los siguientes
analisis se considerara una discretizacion de 4 eapas.

Fn las Figuras 5.13 y 5.14, se presenta el andlisig de la convergencia de la
respuesta en desplazamientos para dos puntos ubieados sobre el eje de sinetria en
2 =942 in y z = 6.28 in, considerando tanto elementos del tipo CS7T - DKT1H
como BST y las discretizaciones definidas en la Tabla 5.l

En la Figura 5.15, se presenta la comparacion de los resultados oblenidos
con respecto a los experimentales dados por Balmer y Witmerl#=2, i las
Figuras 5.16 y 5.17 se presenta el perfil de ln seccion tranversal en 2 = 6.28 in y
el de la seccion en el eje de simetria @ = 0, para la configuracion fual al fenipo
{ = 1.0 ms comparindose en ambos casos log perfiles resultantes con el nuevo
elemento BS7T. con los obtenidos t\.xpﬂrimtmlzah]u-:ul.u:. Finalmente en la Figura
5.18, se presenta la deformada real de la estructura para la conliguracion final
al tiempo ¢ = 1.0 ms, considerando elementos del tipo BST.

De acuerdo con lag Figuras 5,13, 514, 5,15 y Tabla 5.6, el elemento B57
presenta un mejor comportamiento que el elemento CST — DRTE, el toney
una velocidad de convergencia mids alta y necesitar de menos grados de libortad
para obtener una respiesta mas cercana a la experimental. En las Figiras 5,16
y 5.17 se observa la buena correlacion con los resnltados experimentales que se
obtiene para la deformada final del panel cilindrico.

desplazamiento v | desplazainiento v
CODIGO / Malla z=0.28 in +=9.42 in
Este trabajo (BST), 16x32 -1.213 -1L574
Eate trabajo (CST-DKT15), 16x32 -1.160 0,553
Stolarski ot al.[s"al, 16x:32 -1.183 0.530
Ex pt-n'imenl'.n.l[H_El -1.280 -0.700

Tabla 5.6 Desplazninientos, para { = 0.4 ms,
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Figura 5.11 Densidades de mallas utilizadas, panel eilindvico. Malla 1.
Malla 2,
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Figura 5,18 Deformada final del panel cilindrico
5.2.3 Impacto entre dos tubos

En este ejemplo, se estudia la respuesta en desplazamiento de dos cilindros
impactando uno eontra otro. La geometria de los tubos antes dol impacto se
muestra en la Figura 519, y lag propiedades del material se presentan on la
Tabla 5.7:

Propiedades del material
Mddulo de elasticidad 200 GIPa
Cocficiente de Poisson (.30
Densidad 7840 kg /m
Tensién de Anencia 200 MPa
Madulo tangenie 0
Tﬂ.hlﬂ 5!7

En s Figura 5.20 puede verse la discretizacion de elementos finitos ntilizacda,
la. cual corresponde a dos mallas de 300 elementos trinngulares con un total de
430 nodos (990 grados de libertad el caso del elomento BS7T y 1650 para ¢l
elemento CST' — DKT15), considerando nna diseretizacion de enatro capas i
fravés del espesor en ambas formulaciones,
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Figura 5.19 Tmpacto entre dos tubos. Geometria de los tubos L = 046
m, =01 m=0003my V,=380 m/a

En la Figura 5.21 se presenta el desplazamiento experimentndo por el
nodo 171, sitnado diametralmente opnesto al nodo de contacto inicial entre
Jos tubos, comparandose la respuesta obfenida con elementos €'ST' — DKT15,
con elomentos de lmina coadriliteros basados en la teoria do Simol 52|
e implementados en el codigo STAMPACK!S - y ocon la respuesta dada por
zlwug[z ~1. Finalmente en la Figura 5.22 ge presenta la animacion del proceso
de choque entre ambos tubos.

De acuerdo con la Figura 5.21, se observa que transcurrido un tiempo de
5.5 ms a partir del impacto inicial los tubos comienzan a separarse (rebote).
puesto que el desplazamiento para tiempos superiores a 5.5 ms o8 decreciente.
Lo anterior queda de manifiesto en la Figura 5.22 en donde se presonta el proceso
de animacion del choque, observandose que en la configuracidn correspondiente
a 8 ma se produce nn despegue de las superficies de contacto superior ¢ infovior
del tubo horizontal, Fs interesante destacar gue en este caso el elemento de
limina €'ST — DKT1S para la densidad de malla adoptada (ver Figura 5.20)
no capliita adecuadamente ¢l efecto del rebote,
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Figura 5.22 Configuraciones deformadas en ¢ = 2, 4. 6 y 8 ms,

5.3. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha estudiado el comportamiento del nuevo elemento de
ldinina BST, en problemas dindmicos no lineales que ocurrven a altas velocidades,

Los resultados obtenidos concuerdan muy bien con los disponibles en la
literatura, lo que indica que ol elemento tiene grandes posibilidades de utilizacion
en sitnaciones mas complejas de shinulacion numnériea de problemas transitorios
con grandes deformaciones elastoplisticas.

Desde el punto de vista de la convergencia de la solucién nimdérica, podeinos
destacar que este nuevo elemento da iguales o mejores velocidades de conver-
gencia como se demuestra en Figuras 513 y 215 (problema de panel cilindrico)
y Figura 5.21 (problema de impacto de tibos) que con vespecto al elenmenio e
lamina delgada C'ST —~ DKCT15.

Cabe senalar que en los problemas estudiados en el presente trabajo. se ha
encontrado (ver Fignrag 5.6 y 5.12) que una diseretizacion en ¢l espesor de |
capas, permite obtener buenos resultados a un bajo coste commputacional.
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CAPITULO 6

SIMULACION NUMERICA DE PRO-
CESOS DE EMBUTICION DE CHAPAS

6.1. INTRODUCCION

Eni el presente capitulo se investiga el comportamiento de la nueva forni-
lacion de lamina delgada BST y del modelo constitutivo hipoelastico con s
perficie de Auencia ortétropa de HillF=2LH =31 definidos en los capitulos 4 y
3 respectivamente, en ¢l contexto de problemas de embuticion de chapas, uti-
lizando la metodologia de hidrocddigo que se presento en el Capitulo 2.

El proceso real de embuticién de una chapa tiene una duracion del orden
de lag decimas de segundo, de modo gue las velocidades asociadas son bajas
en comparacion al orden de las encontradas en problemas de hmpacto de
estructuras y por lo tanto las fuerzas de inercia son despreciables, siendo ol
problema tratado en la mayoria de los casos como cuasiestabico, Esto obliga
a considerar parametros del proceso adecnados (velocidad del punzon) para sn
correcta simulacion numérica cuando se utiliza un esquema de solueidn del tipo
(,liu.*imi(rn["'{ =1 [M=1],

Puesto gue log procesos de embuticion de chapas se realizan a velocidades
bajas y a la vez presentan un comportamiento altamente no lineal. su solucidn
munérica mediante un eddigo explicito requerird un gran nimero de pasos de
tiempo. BEn la mayoria de los problemas que a continuacion se presentan se
hace uso de la condicidn de simetria para simplicar el modelo v limitar el
consumo de tiempo de CPU.L Se escogen asimismo los modelos apropiados para
estudios paramétricos tanto del coeficiente de rozamiento [ como del coeliciente
de Lankford R, A su vez el niimero de capas i través del espesor se ln limibado
a cuatro en todos los problemas analizados. Como se domostré en el capiinlo
anterior esta eleceion resultd ser la mas adecunada en problemas de fuerte caractor
flexional. 81 bien es cierto que muchos problemas de estampacion presentan
una combinacion de esfuerzos membranales y flexionales, esta 1iltima es mids
importante en las zonas de la ldmina con cocientes (-‘E-) < 20, (siendo /ool
radio de curvatura de lng herramientas v b espesor de la \ﬁ.rninn)|'5 1 en donde
los modelos basados s6lo en comportamiento membranal no son sulicentes para
obtener una respuesta l-ulnc:umlﬂI ' _11'[("‘_2]'[1'_ 1],[.‘5‘ _2].

129
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[os dos pritneros problemas presentados corresponden a los test de embu-
ticién propuestos por los profesores J.K. Lee, R. Wagoner y E. Nukamachil L1,
ganto para el cnso 2D en condicién de deformacion plana y punzin cilindrico
como en 3D con punzéun estérico. [l tercer problema corvesponde  al
de embuticion profunda en 3D de una chapa cuadrada  propuesto en
NUMISHEET 93N~ l|: problema que presenta iin comportamiento anisotiopo
y para ¢l cual se disponen de resultados experimentales y numéricos dados por
olros ilwnsl'.igmjt:n-nnlN =13

Finalmente se presentan dos problemas en 3D, propuestos en el contexto de
NUMISHEETO6IN =2, El primero de ellos corvesponde al de embuticion de
una chapa rectangular con punzén esférico, en el cual se estudia la distribucion de
las deformaciones principales a lo largo de su contorno para distintas alturas de
penetracion del punzon considerando diferentes materiales constituyentes para la
ldmina. 181 segundo problema corresponde al problema de embuticion profunda
de un rail, para el cual se estudian los cambios de geometria antes y después de
la recuperacion eldstica al igual que la distribucién de deformaciones principales
después de la recuperacion eldstica.

6.2. EJEMPLOS NUMERICOS

6.2.1 Test de estiramiento con punzdén cilindricalt—1l

A continuacidn se presenta el problema propuesto por los profesores J K. Lee,
R. Wagoner y Iu. N.t,mlmma(:hi[i"_li, el cual corresponde al proceso de embuticidn
de una chapa con punzon cilindrico, en condiciones de deformacion plana. Eu la
Figura 6.1, se presenta la geometria de las herramientas utilizadas en este Lest,
que junto con la informacion detallada en la Tabla 6.1 definen al problema. A
continuacidn en la Figura 6.2 se muestra la discretizacion de elementos linitos
empleada para la definicion de las herramientas (punzon y mabriz) y chapa.

El andlisis consiste en estudiar la distribucion de la deformacion longitudinal
e1, cnando la ldimina metdlica es sometida a un estiramiento provocado por el
avance del punzén segim el eje Z positivo (ver Figura 6.2), considerando distintos
coeficientes de rozamiento entre el punzén y la chapa, [ = 0,015,030, La
condicion de estiramiento en este caso se impone restringiendo el desplazamiento
de la chapa en la direccidn radial (segiin el eje X) en el drea de apoyo con o
molde.

Cabe senalary que para el caso con rozamiento cero, existe una solucion
analitica basada en la teorfa de membranal™ =1 no asi en los restantes doy
casos, es decir, para [ = 0.15 y 0.30. En el presente andlisis s¢ cousiderd
una diseretizacidén de 56 elementos del tipo 85T para la lamina, en donde Ias
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coordenadas iniciales sepin el eje X coinciden con las definidas para este tost
por Lee et allE=1 ver 1a Fignra 6.3.

En lo que sigue, el problema se estudiara considerando que I veloeidad del
punzon varia en forma armonica de acuerdo con la siguiente relacion:

'”(f-) = '”'Mu.;;:ﬂf‘l'l(-‘.d 1) (6.1

donde vypee es la velocidad mixima, w es la frecuencia civenlar v ¢ es el intervalo
de tiempo de andlisis, es decir, el tiempo que demora en recorrer la altnra de
penetracion especiicada.  Tras ello el punzén parte v finaliza el andlisis con
velocidad nala ¢ € (0, %), La ley de movimientos para el puuzén, se obtieue

integrando la ecuacidn tfﬁ.l]:
Ui
o(t) = %[I ~ cos(w 1)) (6:2)

en donde, el valor miximo del desplazamiento se obtiene para el ticiupo final

— 1 1
'ﬂf oWt 9
Piehict: ¢
Tmar = e (G.3)

considerando para el punzén un avance 40 mm, y gue tiene ana veloeidaid
waxima de 10 m/s, de ecuacion (6.3) se obtiene w = 500 y by = xip = 0.28
115,

Con respecto al valor de la velocidad maxima del punzén recomendada para
s gimulacion munérica e procesos de mnhl:l.h:ién[”_”v“f'”, esta varia entre
5 = 20 m/s. Velocidades mayores provocan que los efectos inercinles no sean
despreciables dando origen a que el proceso de simulacién mimérica por ejemplo,
no capture adecuadaimente las zonas en donde se producen log valores mxinios

de las deformacionest? =1 en Ia chapa.

in el presente gjemplo el comportamiento del material se considern isOLropo,
Por consiguiente el valor del coeficiente de Lankford a utilizvar en ln definicion
de la superficie de Huencia (ecnacion 3.60) serd nnitario, recuperandose en esto
caso lo suparficie de fluencia de von Mises.

En las Figuras 6.4-6.9 so presenta la distribucién de la deformacion longitu-
dinal € para los tres valores del coeficiente de rozamiento propuestos, medida
on una configuracion intermedia para un avance del punzén de 20 mm v oen la
configuracion final para un avance del punzén de 40 nun. Los resnliados se
comparan con los valores obtenidos para este mismo problema por los eodigos
NIKE2D y SUPER (ver referencia [L — 1]). Es interesante indicay Cue s
este test existen mds de 20 soluciones numéricas distintas, dadas por diferentes
investigadores/L—11,
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Figura 6.1 Test de simulacion del proceso de conformado de una chapa.
Geomelria de las herramientas (punzan y matriz).

Propiedades del material

Mdadulo de elasticidad
Cooficiente de Paoisson
Densidad
Curva tensidn—deformacidn uniaxial

69 GPa
0.3
2730 Kg/m* ‘
& = 589.00(0.0001 + &)1

Caracteristicas peométricas

Dimensiones de la chapa
Espesor de la chapa
Dimensiones del punzdn

R=09.18 mm
t=1.0 mim
[=00.8

Parametros del proceso

T —
Desplazamiento del punzdn
Velocidad del punzdn
Tiempo de andlisis
Coeficiente de rozamiento

20,30 v 40 nim
10 sen {5“0 !.) uuu/mﬁ
(.28 ms
0.0,0.15 y 0.30

Tabla 6.1
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Figura 6.2 Digeretizacion empleada para las herramiontas (pinzdn y
matriz) y malla de elementos finitos triangulares para la
chapu.

T

be s

Figura 6.3 Malla utilizada en la discrotizacion de In chapa analizada,
couteniendo 56 elementos del tipo 88T,
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De acuerdo con las Figuras 6.4 a 6.9, puede observarse gue la respuesta
abtenida para este test de estiramiento utilizando ln nueva formnlneidn de iing
delgada BST, presenta un buen comportamiento con respecto a la solueidn
teoricalV =1 en el caso de rozamiento mulo vy Hiﬁllt‘. el misimoe comportaiiento
quie o solucion obtenida por otros il'Wt-!!-'ii.igi.l.dnl‘l?ﬁl 1]

[ =0.15 y 0.30.

e log easos de rozaimienio

6.2.2 Test OSU: estiramiento de una chapa eireular con punzdén
hemisféricolZ—1l

Este problema consiste estudiar la embuticion de una chapa civenlar,
mediante un punzén hemisférico. La geometrfa de la matriz. o didimetro del
punzdn vy los datos del material son idénticos o los del problewn auterior. ver
Figura 6.1 y Tabla 6.1. Analizindose tres casos dilerentes de rozmniento eulre
la chapa-punzon, correspondientes a los coeficientes de friccién de [ = 0,015 v
0.30.

Log resultados obtenidos a través de ln nueva formulacién de Timina del-
gada BST son comparados con los valores dados por Ciarein Gnrinnlc":' L y
Agelet de .‘.:'pa.l'iu:il::-nl'["ll'ﬂ1 estudiindose parn cada coeliciente de rozamiento lo
distribueidn de la deformacion plistica efectiva en tres configuraciones diferentes,
correspondientes a las penetraciones del punzén de 20, 30 y 40 1.

En la Figara 6,10, se presenta la discretizacion de elementos finitos cinpleada
para las herramientas (punzén y matriz) y chapa. En este caso, para la elinpy se
adopta ima diseretizacion de 184 elementos del tipo BST'. idéutica a la propuesta
para este fest por Lee et al.[L-1] (ver la Figura 6.11).

En las Figuras 6.12 a 6.14 se presentan los perfiles de deformacion plistion
efoctiva para cada uno de los coeficientes de rozamiento estudiados, medidos en
bres conlignraciones distintas, Puoede observarse la excelente concordancia con
los resultados obtenidos por Garefa Garinold 1] y Agelet de Sarvaciharlt -1,
A continuacion en las Figuras 6.15 a 6.20 se presenta la distribucidn de la
relacion de espesores (-;E;), es decir, la vazon entre el espesor final al espesor
icial obtenido a partir de la condicién de incompresibilidad:

tpledt qle) oy (e)e yle) ((.2)

luego:
f-h{q-) uA{e.')

donde “h19) y 24 denotan el espesor y el drea inicial del elemento,

Del andlisis de las Figuras 6.12-6.18, e puede concluir que el espesor de Iy
chapa practicamente permanece constante en la zona de la matriz para todos [os
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casos de rozamiento estudiados, también se observa que a medida que anmenta
el coeficiente de rozamiento entre la chapa y el punzén los valoves maxinos de
las deformaciones plasticas efectivas se van desplazando radialmente desde ol
centro de la chapa hacia la matriz, este efecto se debe a ln apavicion de fuerzag
tangenciales en I interfase que producen que la chapa se vaya descargando
paulatinamente en su zona central. Tambidn como era de esperarse en las zonas
donde se concentran las mayores deformaciones plisticas efectivas se producen
los mayores estiramientos, lo eual se verifica al analizar la distribucion de la
tazon de espesores (,ﬁ) aobre la chapa,

Finalmente en la Figura 6.21 se presentan la configuracion inicial v la linal
de la chapa, superpuestas n modo observar a escala real la deformada que adopta
la chapa cuando el punzdn aleanza la penetracion deseada, en este caso H = A0
[,

MATRIZ

Figura 6.10 Discretizacidn de elementos triangulares rigidos empleada
[para las herramientas “mrmﬁn y mabriz) vy mally de 184
elementos finitos triangulares del tipo BST para In chipa,
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Figura 6.11 Discretizacién de la chapa: 184 elementos B57
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Figura 6.12 Perfiles de deformacion plisticn efectiva para distintas
penetraciones del pungén A = 20,30 y 40 mn. coelicionte
de rozamiento [ = 0.0
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Esla trabajo H=40 mm -

Esta trabajo H=30 mim -

Esta trabajo H=20 mm -
Garcia Garina [6G-1] Hed0 mm
| Garcia Garino [G-1] M=30 mm
o o Garcla Garing [G-1] H=20 mm
Agalet do Saracibar [A-1] H=40 mm
Agolnt de Saracibar [A-1] H=30 mm
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Figura 6.13 Perfiles de deformacion plastica efectiva para distintas

penetraciones del punzdn H = 20,30 y 40 mu, coeficiente
de rozamiento [ = 0.15
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Deformacion plastica efectiva
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Garcla Garino (G-1) H=40 mm -1
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Agalet de Saracibar [A-1) H=40 mim
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.
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Diraceion radial (m) 0.05 0.06

Figura 6.14 Perfiles de deformacion pldstica efectiva pari digtinbas

penetraciones del punzén H = 20,30 y 40 mm, coeficiente
de rogamiento f = 0.30
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Figura 6.15 Distribucion de la relncidn de BRPESOTES (ﬂlj e la
configuracion correspondiente al desplazgamiento del punzon

de ff = 30 mm, para f = 0.0
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Figura 6,16 Distribucion de la relacion de espesores (), o la
T i it T
configuracion correspondiente al desplazamiento del puiszan
de H = 40 mm, para f=0.0
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Figura 6,17 Distribueion de la relacidn de sspesores {;,f-'-}. an la
configuracion correspondiente al desplazamiento del punzon
de H = 30 mun, para [ = 0.15

s

i
: b
Yala® : .|: I§
By
Lt

: 2

y
i .t

Figura 6.18 Distribucién de la relacién de espesores (jf-‘-), TR

configuracion correspondiente al desplazamionto del punzdn
de H = 40 mm, para f = (.15
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Figura 6.19 Distribueion de la relacion de espesores (1), en Ia
: : : ; I he !t
confignureacion correspondiente al desplazaniento del prnzin
de I = 30 mm, para [ = (.30

Figura 6.20 Distribucién de la relacion de espesoros {,f!-j‘ ot i
confignracion correspondiente al desplazamiento del punzén
de = 40 mm, para [ = 0.30
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Fignra 6.21 Configuracién inicial de la ehapa y la corvespondicnte 4
una penetracion del punzdn de i = 40 mm

6.2.3 Embuticién profunda de una chapa cuadradalV |

A continuacién se presenta el problema de simulacién numériea del proceso
de embuticion profunda de una lamina anisélropa cuadrada, Este problems fue
propuesto en el contexto de NUMISHEET'93N =11, y se detalla en In Figura
(.22, Se estudia el comportamiento de la chapa (distribucion de deformaciones
a través del espesor, deslizamientos contenidos en ¢l plano de chapa, influencia
de ln anisotropia normal) cuando el punzon aleanza una altura de penetracidn
de H = 40 mm en ¢l caso de considerar que el material constituyente de la chiapa
es acero y una altura de H = 15 mm cuando la chapa es de aluminio.

En primer lugar se presenta el cagso correspondiente al acero. en donde
la superficie de Auencia se define por el primer eriterio de HintH -2, bujo lns
hipotesis de anisolropia normal.  Las propiedades del acero utilizado y los
pardmetros del proceso se resumen en las Tablas 6.3 y 6.4,

En este caso, el valor de B se obtiene a partiv de la media de los valores de
L} . i W u 1 r—
It definidos en tres direcciones contenidas en el plano de la laminaly =11,
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Direccion IR
ne 1.79
45° 1.51
a0“ 2.27
Tabla 6.2
" Ry+ 2Ry 4+ R
p=t !J*fﬁ—“‘”=t..77 (G.1)

Propiedades del material

Madulo de elasticidad
Coeliciente de Polsson
Densidad
Coeficiente de Lankford-R
Curva Lension—deformacién uniaxial

i = 565.32(0.007117 + &,)"°%

200 GPa
0.3
TE00 Ny/m“
.77

Tabla 6.3

Dimensiones de la chapa
Espesor de la chapa
Dimensiones del punzén

—

Desplazamiento del punzdn
Velocidad del punzén
Tiempo de andlisis
Coeficiente de rozamiento
Fierza en los pisadores

Claracteristicas geomdétricas

Pardmetros del proceso
e

L50=150 mm
(L78 mm
TOxTO mm

LO gen (500 £) mm/ins

40 min

6.28 ms
().144
19.6 KN

Tabla 6.4

Emn las Figuras 6.23 y 6.24 se presenta la discretizacion de elementos linitos
ubilizada en la deseripeion de las herramientas (punzén, matviz v pisadores) y
chapa. En las Figuras 6.25 y 6.26 se grafican la distribucion de Ia delormacion

logaritmica en el espesor a lo largo de lag lineas O — A
con los resultados obtenidos por olros i1}\/{-}H[,igﬂd(1]'ﬂ3['JV_I

T (2 = B, comparadas
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A continuacion en las Figuras 6.27 a 6.30 se grafican la distribueidn de
las deformaciones principales €; v € a lo largo de las lineas O - A y O — I3,
con sus respectivos valores de comparacion.  En las Figuras 6.31 v 6,32 se
presentan respectivamente las distribuciones de deformacion plastica efectiva
y de la deformacion logaritmica a través del espesor e3 = ln(;{-iﬂ. para la altira
final de penetracion del punzém H = 40 mm.

En las Figuras 6,34 y 6.35 se muestran lag mallas original v deformada para
al posicién final del punzén, correspondiente a H = 40 mm. Finalmente en la
Tabla 6.5 se presentan los valores de deslizamiento horizontal y a lo largo de la
diagonal. obtenidos an @l prosente analigs considerando la anisotropia normal
de la chapa B = L77 y la nueva formulacién de dminag delgada BST en las
configuraciones correspondientes a las penetraciones del punzon de I = 15 y 40

.
b

- [ I

a8, 74 O .

i a? a_;‘;,'.?'_

T =

A8

’f,-ﬂl-? ol

e e
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Figura 6.22 Tlustracién esquemdtica de las herramientas utilizadas para
el ensayo de embuticidn profimda de una chapa cuadrada
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PISADORES

PUNZON

CHAPA

MATRIZ

Figura 6.23 Diseretizacién de elementos finitos de las hervamientas y
chapa, Punzdén y molde elementos cuadrildteros rigldos,
plsadores elementos de sélidos vigidos y chapa elementos
del tipo BST.
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Figura 6.24 Diseretizacion de la chapa: 1800 elomentos FS5T

0.6 | T T T 1
' ' Este trabajo —+—
NUMISHEET 93, B1-Sim-1 , MTLFRM -
u MUMISHEET 83 | B1 -Sim-6 LS-DYNAID o
05 - NUMISHEET 83 , Bi-Sim- 25, PAM-STAMP — & —
NUMISHEET 93 , valor promedio experimental - -
|
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Deformacion en el espesor

[

0 10 20 30 40 50 60 70
Distancla desda ol centro (mm)

Figura 6.25 Distribucion de la deformacion logarfimien a través (lpl
espesor e3 = In({£); a lo lago de la linea 0 — A
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Figura 6.26 Distribucion de la deformacion logaritmica a través del
pspesor ¢y = In {,&]. alo largo de la linea O — B
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Figura 6.27 Distribucién de la deformacion principal mayor ¢, a lo
largo de la linea O — A
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Figura 6.31 Distribucion de la deformacion plastica efectiva, para nua

penetracion del punzdén de = 40 mm
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Figura 6.32 Distribucion de la deformacion logaritimica a través del
ogpesor £g = h:(;,f-'—), para una penctracidn del punzén de
H =40 mimn
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Figura (.33 Variacion del paso de tiempo Al a lo largo del andlisis,
tr = G.28 ms
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Desliz, Este | Numérico Niunmnérico Niundrico Experimental
Acero | trabajo | B1-5im-1 B1-Sim-6 B1-5im-25 promedio
BST | MTLFRM | LS-DYNASZD | PAM-STAMI?
A-A'/15| 6.42 6.40 T.16 530 6.17
B-B'/15 3.11 3.35 3.73 3.21 3.24
A-A'/40 | 30.0 28.90 30,03 26,07 27.06
B-BB'/40 | 16.0 16.20 16.43 15.46 15,36

Tabla 6.6 Comparacion de valores de deslizamionto (ver Figurn 6.341),

El presente andlisis se realizdé con un paso de tiempo variable, recalenlado
cada 8000 pasos (ver Figura 6.33) de acuerdo con el algoritmo de bisqueda
del mayor autovalor del sistema discreto (ver capitulo 1, del presente trabnjo).
Bl proceso de simulacion numérica necesitd de un total de 567 min do CPU
para realizar 31612 pasos, funcionando sobre una estacion de trabajo Power
Challenge-IRIX Release 6.0.1.

De los resultados obtenidos, primero que nada debemos observar la huoiin
respuesta que se obtiene para este complieado ejemplo de embuticion profunds
en 3D, la cual queda de manifiesto en las Figuras 6.25-6.30 y en la comparaciin
con los valores de deslizamienlo experimentales promedio v los munéricos
obtenidos por otros investigadores!™ 1 para penctraciones del punzén de 15
y 40 mm (ver la Tabla 6.5 y Figura 6.34) a lo largo de las linens O~ Ay O — 13,

Puesto que el problema presenta anisobropia, se procedera a estudiar la
influencia en la respuesta al pasar de un comportamiento isétropo R=1anio
anisdtropo con B = 1,77, En las Figuras 6.36 v 6.37, se grafica la influencia
del coeficiente de Lankford en la distribucién de la deformacion logaritmica ey
a través del espesor. En las Figuras 6.38 y 6,40 se muestra la distribueion final
del espesor sobre la chiapa, en funcidn del valor del pardametro . Finalmente en
las Figuras 6.41 y 6.42 se grafica la distribucion de la deformacion logaritimics «
través del espesor ey, considerando tmnj{:m tamiento isétropo, anisdtropo novinal
y log valores experimentales puuur\dm[
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Figura 6.34 Malla original y deformada para una penetracion del
punzén de (a) H =15 mm y (b) H = 40 mm.



Simulaciin numdrica de procesos do ombuticion de chapas 155

Figura 6.35 Malla. original y deformada para una peneteacion del
punzim de 4 = 40 nun.
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Figura 6.36 Influencia del coeficiente de Lankford it, en la distribueion
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Figura 6.37 Influencia del coeficiente de Lankford 1, en la distribucidn

de 1a deformacién en el espesor ey = lu [T‘-} a lo largo de la
linea O — B
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Figura 6.41 Influencia de la anisotropin transversal sobre ol CAPEROT,

Comparacion de la distribneidn de deformaciones a Liavis
del espesor, linea 0 — A
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0.2 i ‘ ' | Isotropo, Ret 00 —+—
Anizotropo Normal, Re1.77 %~
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Figura 6.42 Influencia de la anisotropia iransversal sobre el espesor,
Comparacion de la distribucion de deformaciones a ravis
del expesor, linen O — B

La influencia de la anisotropia tranversal sobre el comportiimiento dlal
material, de acuerdo con las Figuras 6.36 y 6.37. es que a medida que anmentia
¢l valor de R el material se hace mis resistente en la direccion del espesor, esto
nos indica que la capacidad de embuticion de la chapa aumenta a medida gue
It crece, puesto que las deformaciones a través del espesor disminuyen y por 1o
tanto la ldimina tiene mds capacidad de desarrollar deformaciones plasticas antes
do llegar a la rotura, este comportamiento también queda de manifiesto en las
Figuras 6.38, 6.39 y 6.40 en donde, los valores mAximos tanto de estivamiento
Bynin cOmo de engruesamiento fgag de la chapa son mas bajos a medida que el
valor de R aumetalZ=2HO-1,

Lag Grificas 6.41 v 6.42 muestran la importancia de la anisotropia plistica
sobre el comportamiento de la chapa.  En donde el efecto de no considerr
la anisotropia en los cdleulos produce una distribueion poco precisa de las
deformaciones en comparacién con los valores experimentales promedio.
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A continuacion se estudia el mismo problema considerando que el material
constituyente es almminio. En este caso la superficie de flueneia a ubilizar sor
la definida por el eriterio de Hill mejorado, debido al comportamiento ”’”‘“}"”"’ff”
que presenta la superficie de fluencia definida por el primer eriterio de [T =21,
para coeficientes de Lankford menores que uno (ver capitulo 3).

Al igual que en el caso del acero, el valor de B se obtiene a partir de la media

de los valores de R definidos en tres direcciones contenidas en ¢l plann["‘ -1,
Direccion I3
0 0.71
459 (.58
90" 0,71
Tabln 6.6

(Ro+ 2R45 + Roo)
4

R = = (.64 (6.5)
el valor del exponente M de 1o superficide de Huencia de Hill 79, se abticne i
partir de la siguiente relagion (eenacion 3.95):

- In( R+ l)_

= -1 =1 0.0
M 3 +1=170 (6.6)

Las propiedades para el Aluminio y los pardmetros del proceso se definen en la
Tabla 6.7:

Propiedades del material

71 GPa
0.33
2700 K g/m?

7 = 576.79(0.01658 + &,)"39

Madulo de elasticidad
Coeficiente de Poisson
Densidad
Surva tension—deformacion

Capacteristions geomdétricas

150=1560 mm
081
7070 i

Dimensiones de la chapa
Espesor de la chapa
Dimensiones del punzdon

Tabla 6.7
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Parametros del proceso
e
15 1
10 sen (1340 £) min/ms
2.3 s
0.162
9.6 KN

e
Desplazamiento del punzén
Velocidad del punzdn
Tiempo de analisis
Coeficiente de rozamiento
[Fuerza en log pisadores

Tabla 6.8

1l anflisis se realizé en una estacion de trabajo Silicon Graphics-Indigo
400, con un tiempo total de 474 min y 9770 pasos de tiempo variahles.

En las Figuras 6.43 y 6.44 se grafica la distribucion de la deformacion
logaritmica a través del espesor para una penefracion del punzon de H = 15 mn,
la que se compara con los valores crx.[mrimtrnml(!H[N'1] { los valores mimericos
dados por el ¢ddigo implicito ABAQUS (ﬂl-Sim-??l‘N—] ). En la Fignra 6,45 se
muestea la superposicion de las mallas original y deformada para A = 15 i,
y en la Tabla 6.9 se presentan los valores de deslizamiento obtenidos. L
Figura 6.46 s¢ muestra la distribucion de la deformacion logaritmica eg a traves
del espesor.

Finalmente en la Figura 6.47 se grafican la deformacion logaritmica a traves
del espesor & lo largo de la linea O — B, obtenida con el acero para H = 40 m
y para el ahuninio para H = 15 mm.

De los resultados obtenidos para este ejemplo, podemos deciv que la dis-
Lribueion de la deformacion a través del espesor e en el aluminio se localiza nids
rapidamente que en el caso del acero, puesto que para penetraciones del punzou
de H = 15 mm se obtienen valores de deformacion en el espesor mayores a los
obtenidos con H = 40 mm en el caso del acero, siendo mayor esta dilerencin en
la zona de esquina del punzén ver la Figura 6.46, dando orvigen o la votura de la
chapa para penetraciones superiores a 20 mm N =3,

Desliz. Este trabajo Numérico Numérico Fixperimental

Alum BST B1-Sim-6 B1-5im-27 promedio
LS-DYNA3D ABAQUS

A-A’ h.02 0,76 (.58 5.35

B-B’ 3.90 2.95 3.75 3.02

Tabla 6.9 Comparacién de valoves de desligaimiento, it = 0.64
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Figura 6,44 Distribucion de la deformacion logaritmica a través del
espesor e3 = I (41-), a lo largo de la linea O = B




Simulacion mimérica de procesos de embuticién de chapas 163

™
|

N

i

=
§
=

o
S
RERRRR

il
Y
e
Y R N N

Figura 6.45 Malla original y deformada para una penetracion  del
punzdn de H = 15 mm, Aluminio
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Figura 6.46 Distribucién de la deformacion logaritmica a través del
espesor oy = ln (}s':) para H = 15 mm, Aluminic
012 , . .

. N Y Acaro, H=40 mm —+—
01 : i Aluminio, H=15 mm  #®
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0,16 i il i | i
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Distancia tesdo al cantro (mm)

‘Defoermacion en &l espesor

Figura 6.47 Comparacion de la distribucion de la  deformacion
logaritinica a travis del espesor e = lu({—) i lo largo de la
linea (0 — 13, para Acero con H = 40 mm y Aluminio con
H =15 min
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6.2.4 Test LDHIC-1LN-2]

A continuacién se presenta el primer problema de embubicion. propuesto
en ¢l contexto de NUMISHEET'96/V =2, El cual corresponde al test LDH
(Limiting Dome Height), en este test una chiapi rectangular s restringida en
an contorno mediante un fréno, y un punzén hemisférico se desplazi liasta
aleanzar una altura de H = 30 mim. La geométria de las herramiontas v lns
dimensiones de la chapa se presentan en la Figira 6,48, Se cousideran tres
materiales difeventes: acero templado (1F), acero de alta resistencia (H5) y
aluminio (AL), estudiindose para cada uno de allos la distribucién final de
deformaciones principales sobre la chapa, Las propiedades de los tres materiales
se presentan en la Tabla 6.10, Los espesores asociados a cada uno de los fres
materiales a analizar se presentan en la Tabla 6.11 y los pardmetros del proceso
so muestran en la Tabla 6.12.

En la Figura 6.49 se presenta la discretizacion de elementos finitos empleada,
en donde tanto el punzén hemisférico y la matriz se han modelado con elementos
triangulares rigidos, los pisadores se modelan con elementos de sdlido vigidos v
para la chapa se eligen 1800 elementos del tipo BST, ver la Figura G.50.

1F
e — e — e
Madulo de elasticidad 206 GPa
Coeliciente de Poisson 0.30
Densidad . 7800 Ky f*m:i
Coeficiente de Lankford R 1.82
Curva tension—deformacidn uniaxial a = 526.00(0.00580 4 t.p)”'z*”
I—== -=__’_—‘
s
e e e e — e —
Madulo de alasticidad 2006 Ga
Coeficiente de Poisson 0.30
Densidad . 7800 Kg/m®
Coeficiente de Lankford R 1.04 \
Curva fensidn—deformacion nniaxial a = T3.00(0.01350 + i,,;)”'l'“’
_——— —_—
AL
[ Médulo do slasticidad 69 GPa 1
'oeficiente de Poisson 0.53
Densidad : 2700 Kg/m?
Coeficiente de Lankford R 0,64
“urva tension—deformacion uniaxial a = 488.00(0.00715 + E';,}” s

Tabla 6.10
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Caracteristicas geoméiricas de la chapa
— — .
Dimensiones 1802100 1mm
Fspesor TF L.00 mm
Eaposor HS 0.92 1
Espesor AL (.92 num
Tabla 6.11
Pardmetros del proceso
__ -
Desplagamiento del punzon 30 mim
Velocidad del punzon 10 sen (667 £) mm /s
Tiempo de andligis 4.71 ms
Coeficiente de rozamiento:
IF 0.11
HS 0.11
AlL 0.10
Fuerza en los pisadores
IF.HS y AL 3000 KN
Tabla 6.12

Es importante tener en cienta que la geometria original de las herramientas
(ver Figura 6.48) incorpora al freno el enal limita el lujo de metal a través de
t.'?l, ]Hl.!!i(ll'ld(.) e tc‘f'l. {“M'..'l'iln.‘lt".iﬁll ﬁn.‘-_],] (l(_‘.' ]:-],5 {lq;\ﬁ_)'ﬂu;-u:i[]n(-m o°n (\_-] "Hi“.-ﬁur s
mds uniforme previniendo la localizacion de las mismas!? 4, g prablem:
numérico asociado a este tipo geometrias en cédigos explicitos; ez el tamaiio
de los elementos requeridos en esta zona que condicionan ol pasa de tienpo
eritico de toda la discretizacidn, con el fin de evitar este problema mnehos
investigadores recurren al reemplazo del freno por una fuerza por unidad de
longitud gue produzea los mismos efectos restrictivos del flujo de material o
través de él o consideran un coeficiente de rozamiento mas elevada en la zona
comprendida entre el freno y la parte bajo log pisadores para L i,

i el presente trabajo se ha adoptado la solucién de ammentar el coeficiente
de rozamienta entre los [Jiﬂi-'l.llt']l'l.lﬁ-u]']:-tlm y matriz-chapa a modo de pode
representar el comportamiento del freno de una forma aproximada,  Fn las
Figuras 6,51 a 6.56 se grafican la distribuciones de las deformaciones principales
alo largo de las lineas O — A, O— By B~ C para dos diferentes configuraciones
del proceso de simulacién numérica H = 20 y H = 30 mm considerando acero
templado (IF). En las Figuras 6.57 y 6.58 se muestra la distribucion de s

relacion de espesores (;:-‘ ) ¥ la distribucion de la deformacion plistica efeetiva

it
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|

para una penetracion del punzén de H = 30 mm, para acero templaddo (11,
A continuacién en las Figuras 6.59 a 6.64 y 6.65 a4 6.66 se presenta el mismo
andlisis considerando acero de alta resistencia (HS). Eu las Figuras 6.67 a 6,72
se presentan las cirvag de distribucién de deformaciones principales i lo largo de
los contornos O — A, O —By B~- €' para dos diferentes alturas de penefracidn
del punzén considerando como material constifuyente aluminio (AL). y en Lo
Figuras 6.73 y 6.74 s¢ innestran la distribucion de la relacion de espesores y e
la deformacion plistica efectiva para una altura de penetracion del punzon de
H = 30 mm.

_'203.3 U

0

—

~R=6.35 mm 105,77 min

/ CHAPA

%

N

Re508 mm '
"\ 2

I _—— i

N

> = 1326mm
AT

180mm x 100mm

Figura 6.48 Geometria deé 1ns herramientas utilizadas y dinensiones de
la chapa empleada,
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PISADORES

PLINZON

CHAPA

MATRIZ

Figura 6.49 LDH: discretizacion de elementos finitos de lag herramien-
tas y chapa. Punzon y matriz elementos triangulares
rigidos, pisadores clomentos de adlidos rvigidos v chapa
clementos del tipo BST.
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Figura 6.50 Discretizacion de L, chapa: 1800 alementos del tipo BST.
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Material acero (1F); altura de penetracion del punzim i =
20 mm,
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Figura 6.53 Deformaciones principales a 1o largo de la linea I - €.
Material acero (IF); altura de penetracion del punsdn [ =
20 mu.



ks ool

0.2

015

o1

0.05

0,05

-0.1

015

Simulacion numériea do Procesos de embuticidn de chapas

o

— -
o

g8 I | Ir'x
., | g
e g W
|

il | i i i Il L 1

0

10 20 30 40 50 a0 70
Distancia desde al santia, G]I!l X (rﬂl‘l‘l)

Figura 6.54 Deformaciones principales a lo largo de la lunea O — A,

0.14
0.12
01
0.08
0.06
0.04
a.02
0

0,02 fre =g O

-0.04
=0.06
-0.08

0.1
012

Materinl acero (IF): altura de penetracidn del punson f =
30 1,

a0

=

al il
az R T .
a3 =

20 a0
Distancla deésda al cantta, ajo Y (mm)

Figura 6.55 Deformaciones principales a lo largo de la linea O ~ 13,

Material acero (IF); altura de penetracién del punzén H =
40 mum,

50

71



172

Defcamaciones pancpaies

Capituls 6
03 T T T T T 1 | Bl ——
B2 -x
0.25 | Al e’ T
02 | e =
015 Fo — -
01 | g
0.06 |= r =
I-|—-|||—h-—|—"-"1—¢_\_|1_\_\_|l_
e PO G s =~~~
v r—-n--w e H-""n-‘.‘f{‘t . ;JL':K"&;h!ﬁ;’ﬂ:.ﬂ_.'ﬂ'i-ﬁ-ix“* "
0.06 |- i %‘ l'?(" ........ h
i i
01 F = | "';"'??F-'-..;{:r'l
W |
016 Tpth) ] e
L]
0.2 II. L II i i i i i
0 10 20 40 50 650 70 80 80
aja X, Y=50 (mm)
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Material acera (1F); altura de penetracion del punzim H =
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Figura 6.57 Distribucion de la relacion de espesores ()

I

confipuracion correspondiente al desplazamionto del pinzon

de H = 30 mum, acero templado (11)
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Figura 6.58 Distribucion de la deformacion plistica efectiva para i
penetracion del punzén de H = 30 mm, acevo templado
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Figura 6.62 Deformaciones principales a lo lago de la liven O = A
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Figura 6,65 Distribucién de la relacion de espesores [,f‘—), en la
configuracion correspondiente al desplazamiento el punzon
de I = 30 mm, acero de alta resistencia (HS)
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Material aluminio (AL); altura de penetracion del punzon
H = 20 mm.
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Figura 6.73 Disteibucion de la relacion de espesores ([~), en la
configuracion correspondiente al desplazainiento del punzén

de H = 30 mm, aluminio (AL)
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Figura 6,74 Distribucion de la deformacidn plasticn efectiva parn nna

penetracian del punzdén de H = 30 mm, aluminio (AL)

6.2.4 Embuticién profunda de un Raill€-2[N-2]

Finalmente se presenta la simulacién numérica del problema niimero dos,
propuesto en el contexto de NU MISHEET'96IY =2, 1 cual consiste en estudiar
la embuticion profunda de un rall metalico de acero templado (7F). de ignales
caracteristicas mecinicas que las definidas en la Tabla 610 para ¢l prohleina
anterior. Adicionalmente se presenta el estudio de la recuperacion elistica de ln
chapa, una vez que las herramientas son retiradas,

Ein la Tabla 6.13 se presentan los parimetros del proceso, considerados en
la simulacion mundériea:

rarametrog del proceso
Degplazamiento del punzdn 37 mun
Velocidad del punzén 1O sen (540 £) nim /i
Tiempo de andlisis 3,82 18
Coeficiente de rozaumniento .11
Fuerza en los pisadores L0 N

Tabla 68.13

En las Figuras 6.75, 6.76 y 6.78 se presonta la peometrin de las hertamiontas
utilizadas en la simulacién numérica. En la Figura 6.78 se muestia la forna
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de la limina analizada, con su deformada para una penetracion del punzon de
H =37 mm. A continuacion en la Figura 6.79 se presenta la discretizacion de
elementos finitos utilizada para las herramientas (pisadores, punzéu y malriz),
En la Figura 6.78 se muestra la malla de elementos finitos utilizada eu la
modelacion de la chapa, correspondiente a 12000 elementos del tipo BST, Tanto
la diseretizacion para las herramientas como para la chapa fue definida por los
organizadores de NUMISHERET 961V 2],

En la Figura 6.81 se mmestra la superposicion de las mallas original y
deformada en la conliguracion final. Los resultados de deslizamicntos obtenidos,
se presentan en la Tabla 6.14, para los diferentes puntos definidos por la Figury
6.78. En la Figuras 6.82 y 6.83 se muestran las distribuciones de la relacion de
espesores y de la deformacion plastica efectiva para una penetracion del punzon
de H = 37 mm.

Puntos A (mm) Y (1) Z (min)
A’ 34.60 -5.48 (.00
B’ 83,50 1.G0 37.70
i 136.00 .83 0,00
(BN 133.00 75.30 (.00
E’ 183.00 161.00 0.00
F 179.00 256.00 (.00
r! 130.00 248.00 37.90
I 77.50 241.00 (0,00
I §0.80 175.00 (1,00
i 31.20 89,50 (.00

Tabla 6.14 Deslizamientos para una penetracion del punzén H = 37.0 mm




|83

Figura 6.75 RAIL en 5:

atilizadas en el test de embuticion de un Rail,

configuracién

W

BINDER

Deseripeitn geométrica de las heérramientas

Chapa y
inicial de las herramientas,

Simulacion munérica de procesos de ambuticion de chapus
\Y
i ==
b iy 5% o ) e s ] ===l
{dic cavity)
- —A ?_;__ —— L
] E i i F
H & I PUNCH
i »
a7 ii il
R 30 i ] BIE 6
Lﬁx R 5[' i - CAvITY
=] e ! R45E |
i 1.a{r o R 150
:"ﬁ 7
87 s #ﬂj
754 /’ . 250
2667 &
:] ‘r f
N — | #H-_l #ﬁ'
l’* T
el ||| forioi2
9 1 ]
il i
I il
il I
] ]
S . = ‘
— = ~—_—_:_'..—j'
- 7.5 —— AT 30
{puncihid
Z
\— BLANEK
///// 'x.
-

T



184

Capifulo 6
A=
] T
Y\
174
R 51.2 L
AR B
152.4 65
254
== Y
A TR
X [
.
R 0.3 / _
(4) Cormers =47 6=
e — 5 Ly
Z
2" taper =={f=—
(2) sides —R5
along form {2) Sules
X
—

LR

= Srraight Side (21,2}

[ SECTION A-A (Typleal along S-Shape) |

Figura 6,76 RAIL en 3: Deseripeion geométrica de las hevramientas
utilizadas en el test de embuticion de un Rail. Forma del
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e Blank l

Figura 6.78 RAIL en 8: Puntos de referencia antes y despuds de la
embuticién. Figura extrafda de la referencia [N — 2],
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Fignra 6.79 RAIL en 8: Discretizacion de elementos finitos empleada,
Pungén y matriz 2464 elementos cuadrilitoros rigidos,
pisadores 190 elementos de Limina cuadriliiteros rigidos.
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Figura 6.80 RAIL en 5: Discretizacidon de elementos finitos utilizada
para la chapa: 12000 elementos triangulares planos del tipo

BST

A continiacion se presenta el analisis de la recuperacion elastica (springhback)
de la chapa. El procedimiento a seguir se basa en el concepto de relajacion
dindmica en donde se introducen adecuados valores de amortiguamiento en cada
nodo del modelo de elementos finitos (ver la Figura 6.80), hasta obtener una
respuesta on desplazamientos estacionaria en todos los nodos.

El amortiguamiento para cada nodo de la estructura diseretizada. se define
jrom

C‘.; = QCEJ'W; (6.7)

rot: 1. 100
¢ = —|n{—) (65.8)

by Ip

en donde, [ es el cociente en porcentaje entre la amplitud de las vibraciones
amortiguadas A con respecto a la amplitud con vibraciones libres A, despiics
de un tiempo £ En el presente analisis se introdujeron dos valores dilerentes
de amortignamiento, estudidindose en cada cago la respuesta en desplazamientos
de los puntos A y & ver la Figura 6.78, hasta lograr que la respuesta de dichos
puntos fuese estacionaria (ver las Grilicas 6.84 y 6.85).
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Figura 6.81 RAIL en 8: Superposicidn de mallas original y deformads
para una penetracion del punzon de H = 37 nun, acero
templado (1F)
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Figura 6.82 RAIL en 5; D}atfibuciﬁn de la relacidn de espesores (,{-'-;).
para una penetracion del punzan de I =37 mm, :
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Figura 6.83 RAIL en 8 Distribucion de o deformncion plastica afec-
tiva, para una penetracion del punzén de H = 37 mui.
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lin la Tabla 6.15 se presentan los valores de dealizamicnto, después de la
recuperacion elistica y en las Figuras 6.86 y G.87 se muestran las seccioney
transversales correspondientes a las lineas J' — D' ¢ 7/ — I antes y despuds de
la recuperacion eldstica. En lag Tablas 6,16 y 6.17 se presentan las coordenadas
finales de los nodos correspoudientes & las lineas J'— D' o I'— B vespectivamoente,
al ignal que las deformaciones principales a lo largo de estas lineas.

! ! ! T T
| (=80 % ,tr=1.706:04
fp=80 % , 1r=1.708-03 -
00008 e |
(0.0006 |- A
[
[]
W
2
.E 0.0004 - |
g
2 00002 h
0 i
0.0002 i i i . .
0 0,002 0.004 0,006 0.008 0.01 0012

liampo (s)

Figura 6.84 RAIL en S: Desplazamiento del punto A’, considerando
distintos coeficientes de amortiguamiento.

El proceso de simulacién numériea necesité de un total de 5186 min de CPU
para realizar 38780 pasos de tiempo en la etapa correspondiente al proceso de
embuticion y de 4320 min y 32300 pasos en la etapa de recuperacion eldstica,
funcionando sobre una estacion de trabajo Power Challenge-1RIX Release 6.0.1.
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I Des lzlizamlanm punia G K-
Recup. Elastica punto G, fp=80 %, lr=1,70e-04
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Figura 6.85 RAIL en 8: Historia del desplazamiento del punto &',

t = 0 =582 ms lempo de embuticion H

f =

= 37 m,
6,82 = 12 ma tiompo de andlisis de la recuperacion
elidstica,

Puntos X (mm) Y (mm) Z (mm)
A’ 34.20 -0.81 0.:300
B #3.50 1,54 3790
7 136.00 0.67 0.90
Wi 134.00 75.20 0.60
D} 184.00 161.00 (.60
F 179.00 256,00 (.22
3 130.00 248.00 3800
H’ 77.20 241.00 0.80
I 80.40 175.00 0.G5
J' 31.80 80,60 (.70

Tabla 6.15 Valores de deslizamiento, después de la. recuperacion olistica,
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despues do la
recuperacién
¢lastica

F'igurn (.86 SEGEiﬁlI transvorsal J' — D', anles y despuds de 1o recn-
peracion eldstica,

despuas de la
recuperacidn
elastica

Figura 6.87 Sl":ﬂu%dn transversal I' = B’ antes y despuds de la recu-
peracion elistica.
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x (1) y (mm) 2 (1) € ey
30.80 54,60 0.698 0.319E-1 - 194E-1
36.30 KE.60 (.553 0.183F-] - 120k
41.70 R7.70 0.407 0.457E-2 - 620052
47.30 86,70 0.274 0.138E-1 -, 238E- |
52.90 86.60 0.165 0.323F-1 -l -1
58,20 84.60 1.690 0.5501- 1 - 7781
60.10 84.40 7.270 0.715k-1 - 815E-1
60.90 Bd.50 13.10 0.595E-1 - T10E-1
6G1.50 84.70 18,90 044111 - 4909181
61.90 84.90 24,60 0.268E-1 - 23111
62.20 86,20 30.20 0.212k-1 - 367E-3
63.70 86,20 35.30 0.403E-1 - 115E-1
GB.70 8440 47,100 0.3231-1 - 1308-1
74.00 83.500 37.300 0.217E-1 - 09615-2
79.30 82.60 37.300 0.917k-2 -39 -2
84.60 81.60 47.200 0.303E-2 - HOE-2
80.90 20.70 47.200 0.827E-2 - 127E-1
96.30 79.80 37.300 020411 - 265F-1
101.00 T8.80 47.600 0.3361-1 S 151 Doy
106.00 77.70 37.200 04361 = 0431
109.00 77.30 32.800 0.453E-1 - H02E-1
111.00 77.80 27.200 0.337E-1 - 191E-1
111.00 78.20 21.900 0.25015-1 - 206-2
111.00 78.70 16,600 0442151 - 197E-1
111.00 79.20 11,400 0.6671-1 - 4021
111.00 79.60 6.380 0.844 -1 - 507E-1
114.00 79.50 1.890 0.838E-1 =:H23E-1
118,00 78.50 0.153 (0.6361-1 -4 1B
123.00 77.40 (.252 0.214E-1 - 159E-1
128.00 76.30 0.393 0,641E-2 - Bl14E-2

Tabla 8.18 Posiciones deformadas y deformaciones principales a lo largo de la linea 2710,
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x (1) y (min) z (mm) 3 £
&0.40 175.00 0.0654 0.270E-1 - AR3TE-1
85.70 [ 74.00 0.486 0.103K-1 - 1Tk
91.00 173.00 0.345 0.121E-1 - GOTE-2
96,20 172.00 0.227 (0.3921-1 - 217E-1
101.00 171.00 0.108 0.688E-1 - 450E-|
105.00 171.00 2.890 0.939E-1 - 432E-1

107.00 171.00 7.710 0.848k-1 - 84l |
107.00 171.00 12.900 0.647E-1 - 224 -1
108.00 171.00 18.100 0.4381-1 = A4L0E-2
108.00 171.00 23.500 (1L307E-1 - O5815-3
108.00 172.00 240,100 0,4851-1 - 396G
109.00 172.00 34.700 (,658E-1 -, T47E-]
113.00 171.00 37.800 (L, 488E-1 - GGOHE-1
119.00 170.00 37.800 0.2831-1 - 307E-1
124.00 169.00 37.500 0. 16511 - 228E-1
130.00 168.00 37.400 0.891-2 - 112E-1
135.00 168,00 47.300 0.576G1E-2 - 273E-2
140,00 167.00 37.800 0.1301-1 - 514E-2
146,00 166.00 $7.200 0,254 E-1 - 898E-2
151.00 165.00 36.600 0.409F-1 - 640E-2
154.00 165.00 32.600 0.471E-1 - 821 -2
155.00 165.00) 27.100 0.308FE-1 < 207E-1
155.00 164,00 21.400 0.6528E-1 =0l6E-1
155.00 165,00 15.600 0643851 = ThdFE-1
156,00 16G4.00 9,740 0.740E-1 = B0l
157.00 1G4.00 G.840 0.6731-1 - B81E-1
LG1.00 164.00 0,222 0.403E-1 GH1E-]

167.00 163.00 (1264 0.218E-1 - J08E-1
173,00 16G2.00 .375 0.788E-2 < L1GLE-|
178.00 162,00 0.493 0. 15311 = 10615-1

Tabla 6.17 Posiciones deformadas y deformaciones principales o o largo de la lines 'R
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6.3. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado Ia aplicacion nunérica de la nnevn
formulacién de lamina delgada BST a problemas de embuticion de chapa,

La calidad de los resultados obtenidos en las simulaciones vealizadas, ya
sea en situaciones de comportamiento del material isdtropo, como anigdlropo
mediante la aplicacién de la nueva formulacién de ldmina delgada BST v
un modelo constititivo hipoelastico con superficie de fluencia definida por los
criterios de Hilll# =211 ”3], pueden ser considoradas como nmy buenas. tanbo del
punto de vista de los resultados experimentales como de los numéricos obtenidos
por ofros investigadores. Cabe senalar que solamente se han presentado las
comparaciones niméricas con respecto a un grupo redicido de investigadores,
5l leetor interesado puede constiltar las referencias [f,'., - l] ¥ |.N — :,).] e donede
encontrard para los mismos problemas estudiados en el presente trabajo (Lest
()SU[‘!‘_L]‘ embuticion profunda de nna chapa c'.u.tl.cll'n.flu.r"v'2]) 1 espectio mas
amplio de soluciones numéricas.

Desde ol punto de vista del esquema de avance en el Lietnpo, o8 importante
senalar que ol paso de lempo debe ser euidadosamente estudiado para cada
problema en particular, debido a la alta no linealidad que presentan este tipo
de problemas. Los tlempos de ordenador requeridos pueden considerarse cona
buenos 8 se compararan con log obtenidos por otros investigadores en el contexto
de codigos c}:plft:imsm 1],

Finalmente podemos concluir, que la mieva formulacion de lmina delgida
BET es capaz de simular correctamente todos loa problemas estudiados y que
la introduccion de la anigsotropia normal en log cdlenlos tiende a regpuestas s
cercapnas a la experimental.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y LINEAS
FUTURAS DE INVESTIGACION

7.1. CONCLUSIONES DE LA INVESTIGACION

En el desarrollo del presente trabajo se ha extendido al andlisis dindmico
elastoplistico no lineal una nueva formulacién de elementos fAuitos de Tming
delgada, considerando un maodelo constitutivo hipoelastico anisotrépico. Para
ello se han desarrollado en el trascurso de esie trabajo herramientas COmpIta-
cionales que permiten abordar un amplio espectro de problemas que ocurren, ya
sea o altas o a bajag velocidades,

El conjunto resultante de ecnaciones discretas de movimiento se resnelve
mediante un esquema de integracion temporal del tipo explicito, on donde
la calidad de la respuesta numérica es condicionada por ol tamafio del paso
de tiempo que se elija. En la presente investigacion esta dificultad ha side
evitada mediante el cilculo del paso de tiempo eritico a partiv de la frecuencia
maxima del sistema disereto, obteniéndose de esta forma un valor mas cercann
a la realidad al cousiderar en su cileulo las propiedades fisicas v peométricas
de la estructura en una determinada confipiracién. Este valor debe ir siendo
recaleulado cada un cierto nimero de pasos de tiempo dependiendo de las no
linealidades que presente el problema.

En la solucién numérica de los problemas abordados se ha utilizado
algoritmo del tipo prediceion-correceion on el tratamiento de las tensiones de
Cauchy, en donde en una primera fase se realiza una prediccion eldstica de las
tensiones en la configuracion intermedia y se procede o evaluar la condieion
de consistencia plastica en esta configuracion para luego una vey corregidas las
tensiones transportarlas a la configuracién fiual, esquema que se conoce como
J1 (derivada Jaumann de dos pasos). En todos los problemas estudiados este
esquema ha demostrado ser edecuado, no presentando problemas de ahjetividad
incremental.  Cabe senalar que debido n la naturaleza del tauadio de los
inerementos de tiempo (condicionado por razones de estabilidad mimérica) y
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por tanto de los incrementos de desplazamientos, los problemas de olyjelividad
incremental se satisfacen de forma natural.

Los resultados obtenidos mediante la nueva formulacion de elementos trinn-
gulares de [dmina delgada BST en problemas de dindiica no lineal, conenerdan
muy bien con los obtenidos con la nueva formulacion de lamina CST —-DKT'15, v
con los resultados numéricos y experiimentales obtenidos por otros investigadores
ent todos los problemas analizados, demostrindose que no sdlo los  valores de
desplazamientos son mas cercanos a los experimentales, sino que las velocidades
de convergencia de la respuesta son mis altas cuando se considera la nueva
formulacién de lamina delgada BST, con respecio a la formulacion de Limina
CST — DKT165.

En el contexto de los problemas de embuticién de chapa, dada la natu-
raleza de los procesos de fabricacion industrial el material constituyenie de la
limina presenta un comportamionto anisétropo. La importancia de considerar
eate fendmeno en el proceso de simulacion numdérica ha Hevado o nnchos in-
vestigadores a proponer leyes de comportamiento del material que tomen on
cuenta este efecto. En el presenle trabajo se ha considerado la situacion mis
simple de anisotropia, la que consiste en modelar el comportamiento del mate-
rial como isétmpu on su plano y anisétropo en la direccidn normal o 61, Aproxi-
macion gque en muchos casos se acerca al comportamiento real del material, Bajo
eata hipotesis y considerando la nueva formulacién de ldmina delgada BST, sc
Hevaron a eabo una serie de simulaciones de diferentes problemas de prueha
propuestos en la literatura, en donde los resultados obtenidos ya sea de lns de-
formaciones principales, deformaciones pldsticas efectivas v deslizamientos con-
cuerdan muy bien con los dados por otros investigadores.

El efecto de la anisotropia normal sobre el comportamiento estructimal de la
chapa es la de awmentar su formabilidad, es decir, a medida que ol coeficiente de
Lankford crece la pieza es capaz de desarrollar mayores valoves de deformaciones
plasticas antes de lHegar a la rotura. El valor del coeficiente de Lankford es, por
tanto, una medida de la resistencia de la pieza en la diveccion transversal al
plano.

Con relacién a los algovitmos de corveccion de las teusiones predictoras
elasticas, se puede afirmar que en el easo de considerar la primera superficie
de fluencia de Hill, la modificacién introducida en la presente Tesis al alporitine
de retorno para esbados de tension plana, permite operar de nna torma eficiente v
precisa en la correccion de las tensiones para valores del coeficiente de Lankford
mayores o iguales a uno. En caso de valores del coeficiente de Lankford menoves
que uno, el comportamiento andmalo presente en determinados metales obliga
a considerar a la superficie definida por el caso (4) del eriterio de Hill mejorado
como superficie de flnencia, en donde por la naturaleza polinomial de grado M
de la funcidn resultante, se recurre a un algoritmo de retorno del tipo Backward-
Euler estandar que conlleva un mayor esfuerzo computacional.
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La mayor ventaja de la nueva formulacién de Limina delgada BST junto
con ¢l modelo anisétropo vilido para problemas de embuticidn de chapa que
se ha presentado en este trabajo es la posibilidad de realizar simulaciones
numéricas de problemas de embuticion, comimente encontrados en la industria
antomovilistica y aerondutica a un coste razonable y con respuestas aceptables,

7.2. PRINCIPALES APORTACIONES DEL TRABAJO

Las contribuciones mis importantes de esta investigacion en el contexto
tedrico son lag siguientes:

& Se ha extendido del nuevo elemento de lamina delgada BST al andlisis
dindmico elastopldstico no lineal de estructuras laminares.

s Se ha obtenido un eriterio de estimacién del tiempo critico mediante la
busqueda del mayor autovalor del sistema disereto.

& Se han propuesto algoritmos de integracidn de In ecnacion consbitntivi,
considerando comportamiento anistropo normal para la primera superficie
de fluencia enadritica de Hill y la polinomial de grado M correspondiente
al caso (4) del eriterio de Hill mejorado.

Desde el punto de vista de la aplieaciones pueden mencionarse las signicntes
aportaciones;

& Demostrar que un elemento con s6lo variables nodales (raslacionules prieele
ser utilizado para modelar situaciones con grandes deformaciones y conipor-
tamiento flexional, con mallas de densidades comparables a las utilizadag por
otros elementos de lAmina que incluyen rotaciones como variables nodales.

& Mostrar la importancia de considerar en los andlisis las propiodades
anisotropas de las piezas metdlicas, en los procesos de simulacion munérica
de problemas de embuticién.,

7.3. LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

Tanto desde el punto de vista de la investigacion teérica coma de la aplicacion
practica, existe un nimero importante de lineas de mvestigneion futuras o
considerar:

& listudio de téenicas de remallado adaptable en las zonas donde se produee
las mayores concentraciones de deformaciones.

& Hstudio y extension al andlisis dindimico elastopldstico no lineal de nievos
elementos finitos de lamina triangulares o cuadriliteros con grados trasla-
cionales de libertad como tnicas variables nodales.

& Introducir los electos del dafio sobre la pieza al igual que los efectos téimicos,
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& Extender los modelos de anisotropia de Hill a situaciones de anisolropia
planar y comparar las respuestas con respecto a lag obtenidas en esty Toesis
y evaluar su coste computacional.

& Introduecir nuevos modelos de anisotropia plastica como el eriterio de Barlat
o el de Chu,

& Introducir un esquema de implicito de solueidn para los efectos de andlisis
de la recuperacion elistica de la pieza,





