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CAPITULO I

INTRODUCCION GENERAL Y OBJETIVOS

|.1.— LA TEORIA MATEMATICA DE LASVIGAS

Unateoria de vigas es en esencia unateoria unidimensiona de solidos que permite
caracterizar el comportamiento de un cuerpo tridimensional esbelto mediante un
conjunto de ecuaciones dependientes de una sola coordenada espacial sy del tiempo t.
Seguin sea el método de reduccion del nimero de dimensiones espaciales de tres a una,
(X1, X%, X3, 1) - (s, 1), las teorias de vigas se agrupan en tres grandes familias: las
derivadas del método de las proyecciones, las obtenidas mediante técnicas asintoticas,
y las basadas en campos de vectores directores. Las dos primeras familias
corresponden a verdaderas teorias tridimensionales, que degeneran por integracion en
el plano de la seccidn transversal en simples teorias unidimensionales; la tercera, por
el contrario, corresponde a una teoria esencialmente unidimensional [A2]. Cadateoria,
asu vez, presupone un modelo particular de comportamiento fisico-matemético.

L as pertenecientes a la primera familia son las més generales. Parten del supuesto
de que la posicion de un punto material X de la viga, en un instante t, se puede
expresar mediante un funciona del tipo: r(X, t) = b(r (s, t), X, t), donde X: (X*, X?, s)
son las coordenadas iniciales de la particula en un sistema referencial dado y r, un
conjunto ordenado de funciones vectoriales dependientes de s y t, que es preciso
determinar. Por regla general, las funciones b son relaciones lineales del tipo:
b=B*(X,t)r (st),conk: 0,1, .., v. Entre |las teorias més sencillas pertenecientes a
esta primera familia se encuentran los modelos de deformacion de Volterra y
Timoshenko. El primero de ellos, con solo tres términos: r(X,t)=r (s t) + X?r,(s t)
+ X°r,(st), es capaz de representar |os estados bésicos de deformacion de la viga,
incluyendo las extensiones y deformaciones del propio plano de la seccion [V1, V2,
V3]. Por su parte, el modelo de Timoshenko supone que las secciones transversales se
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mantienen planas e indeformables. En este caso son suficientes dos términos para
definir la posicién de un punto material; concretamente, en una viga recta de directriz
x=y=0, s 0(s, t) esel giro absoluto de la secciones transversales, se tiene:

Ox(s,t) O OX*> 0 00O 06°%(s,t) O

U U [ U

B°=1 ; r,= Sy(s,t) B , Bl=gX* 0 0 pg; rn=pgf(st) g
Bz(st) O 5o X* -X'H H6%(sit) B

Afadiendo a este modelo la condicion suplementaria de que las secciones sean
ortogonales a la directriz o gje de la viga (hipétesis de Navier-Bernoulli), se obtiene el
modelo mas simple de Kirchhoff [A1]. Estados de deformacidén mas complejos como
la flexion simple de Saint-Venant requieren un nimero mayor de componentes B [L1,
AZ2]. Dado que €l conjunto de funciones B no esta limitado en forma ni nimero, con
esta primera familia de teorias se podria representar cualquier estado de deformacion
por complegjo que fuera.

Las teorias pertenecientes a la segunda familia se obtienen aplicando métodos
asintoticos a las ecuaciones diferenciales de equilibrio de un sélido esbelto. En este
caso se modifica la escala de las coordenadas transversales X' y X? de la viga
introduciendo un pequefio pardmetro adimensional €: X = g &'. Este pardmetro
representa el cociente entre el radio medio de las secciones transversales y la longitud
de la viga. Una vez efectuado el cambio de escala, se desarrollan en serie de € las
ecuaciones de equilibrio y de compatibilidad. Al ser € arbitrariamente pequefio, estas
ecuaciones deben verificarse término atérmino dentro de los desarrollos, obteniéndose
asi una serie de ecuaciones diferenciales muy simples, que corresponden a distintos
ordenes de aproximacion a la solucién. De este modo se logra descomponer un
complejo problema no lineal en una serie concatenada de problemas lineales, cuyas
soluciones convergen asintéticamente ala solucion real [H1].

En contraposicion con las dos anteriores, la tercera familia de teorias de vigas,
basadas en campos de vectores directores, parte de un concepto muy diferente de viga:
entiende que unaviga es una curva material ¢ del espacio Elenla gue cada uno de sus
puntos c(s) Ileva asociado un conjunto de n vectores directores independientes: e ,(S)
(k:1, 2...n). Fisicamente, los vectores directores se pueden considerar elementos
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materiales de las secciones transversales, cuyas variaciones relativas de posicion y
orientacion determinan 1os estados basicos de deformacién de una viga: flexion pura,
torsion pura, deformacion por cortante e incluso distorsiones de las propias secciones
[W1, W2].

Dentro de este Ultimo grupo de teorias, las més simples son las teorias Cosserat,
en las que los vectores directores forman un triedro ortonormal rigido A. Las
deformaciones de la viga vienen determinadas, por tanto, por las propias
deformaciones de la curva directrizc y por los giros relativos del triedro basico A(S)
asociado a cada uno de los puntos de esta curva—ver figural.l—.

Figural.l

Modelo Cosserat de viga con tres vectores directores

NOTA: Inexistente en lengua espafiola un hiperénimo equivalente al inglés rod, que
designe una variedad de conceptos tan amplia como: arco, barra, anillo, €e, soporte,
columna o viga, en adelante emplearemos el término “viga’ en un sentido amplio que
englobe y comprendatodo el grupo |éxico anterior.
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|.2.— MODELIZACION DE VIGASCON EL METODO DE LOSELEMENTOSFINITOS

L as teorias mateméticas puras reducen el problema de deformacién de unaviga a
un conjunto simple de ecuaciones diferenciales no lineales. Ahora bien, la resolucion
efectiva de estas ecuaciones, salvo en casos muy contados —por ejemplo, cuando se
trata de un problema lineal con deformacionesy desplazamientos muy pequefios—, no
es posible si no se recurre a técnicas numéricas apropiadas como el método de los
elementos finitos. En las dos Ultimas décadas y en paralelo con el desarrollo de las
teorias puras, se ha dedicado un importante esfuerzo a disefio de model os numéricos
sencillosy fiables, capaces de resolver los compl g os problemas no lineales que se dan
en las vigas cuando éstas experimentan grandes desplazamientos y giros.

Dependiendo de la familia o grupo a que pertenezca el tipo de teoria de viga que
consideremos y del orden de la misma o0, 10 que es equivalente, del grado de
aproximacion a comportamiento real de la viga, e método de los elementos finitos
conducird a un modelo numérico més o menos complejo. En correspondencia con las
teorias mateméticas puras, €l tratamiento numérico de una viga se puede redlizar de
dos formas basicas, segin se parta de un modelo tridimensional (3D) o, directamente,
de un modelo unidimensional (1D). En el primer caso, se integran las ecuaciones de
equilibrio del sdlido 3D sobre las secciones transversales de la viga para obtener las
relaciones constitutivas, deformaciones y esfuerzos macroscéopicos o promediados en
estas secciones. | dénticos resultados se extraen del andlisis de una rebanada de viga
aislada. Estos son los modelos de solido degenerado. Frente a ellos, las técnicas o
model os unidimensionales definen a priori las deformaciones y esfuerzos asociados a
lacurva o directriz de laviga ¢, asi como las relaciones constitutivas que los ligan. El
resultado en ambos casos es un model o que puede discretizarse con elementos finitos
unidimensionales; la Unica diferencia es e modo en que se han determinado los
elementos esencial es que intervienen en |as ecuaciones generales.

Una clase aparte la forman los model os tridimensionales puros discretizados con
elementos finitos 3D —por gjemplo, el modelo de viga de Bathe, compuesta por
elementos paral el epipédicos de 16 nodos y 48 grados de libertad [B1]—. Dado que en
sentido estricto éstos no son verdaderos modelos de viga, no les prestaremos atencion
en lo sucesivo.
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Entre los modelos unidimensionales capaces de simular el comportamiento no
lineal de una viga sometida a grandes movimientos —desplazamientos y rotaciones-y
pequefias deformaciones, se encuentran los corrotacionales de Oran [O5-6],
Belytschko [B1] y Crisfield [C1], y los Lagrangianos puros de Simé-Vu Quoc [S1] vy
Cardona-Géradin [C1]. La diferencia principal entre ellos es que los primeros son
model os estructural es discretos y |os segundos model os continuos.

En los modelos corrotacionales, cada elemento-viga lleva asociado un sistema
referencial propio con relacion a cual se miden los giros y desplazamientos nodales
del elemento. Al venir referidos a un sistema local solidario a la viga, estos giros 'y
desplazamientos nodales son pequefios, y las ecuaciones de equilibrio nodales se
pueden establecer aplicando directamente las reglas del calculo elemental de
estructuras. La condicion para que los desplazamientos y giros varien muy poco
dentro de cada elemento se consigue con una fina discretizacion de la viga,
subdividiéndola en pequefios segmentos. En esencia, |os model os corrotacionales son
una aplicacion de las técnicas propias del clculo lineal de estructuras a la resolucion
de problemas de naturalezano lineal.

En los modelos Lagrangianos, por el contrario, la viga se considera un sistema
continuo unidimensional —por e emplo, una viga Cosserat—, y su discretizacion se
realiza normalmente mediante elementos finitos. Dependiendo del sistema referencial
Lagrangiano elegido —Actualizado o Total—, del modo de establecer |as ecuaciones de
equilibrio y del papel que se asigne a sistema de parametrizacion de las rotaciones,
nos encontraremos ante un modelo simple de viga como el de Simé-Vu Quoc o0 un
model o més depurado como el de Cardona-Géradin.

|. 3— ANTECEDENTESY OBJETIVOS

En general, las deformaciones y desplazamientos g de un sistema conservativo no
lineal sometido a una carga estética P se pueden obtener de tres formas diferentes:
minimizando su energia potencial total W del sistema, resolviendo directamente las
ecuaciones finitas de equilibrio P(q) del sistema deformado, o bien, usando el método
tangente de Newton-Raphson, esto es, la matriz de rigidez K, del sistema para
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resolver las ecuaciones incrementales de equilibrio. Dependiendo del procedimiento
elegido, es preciso conocer las expresiones explicitas de W(q), P(q), o del Hessiano
K;(q) de W. Si solo se conoce o se puede calcular con relativa facilidad una de estas
tres funciones, el procedimiento adecuado para calcular los desplazamientos del
sistema sera el que convenga a esta funcion. No obstante, en ciertos sistemas €l
conocimiento de una sola de estas funciones equivale a conocer las tres; ademas, las
distintas vias o formas de resolver el problema no lineal no son excluyentes sino
alternativas viables dentro de un mismo programa.

En efecto, en 1968 Mallett y Marcal probaron con ejemplos que la funcion de
energia W, el vector de cargas P y lamatriz de rigidez Tangente K, de una serie de
sistemas no lineales discretizados con elementos finitos, utilizando una formulacién
Lagrangiana Total, se podian expresar en funcion de tan solo tres matrices simétricas
K, N,y N,, del siguiente modo [M1]:

1 1 1
Y = qTKuq KU:§K0+6N1(q) +EN2(q;Q)

1 1
P(q) = K@) g Ks= K, +5N1(q) +§N2(q; o)) (1.1)
AP = K ,(9)Aq K;=K,+Ny () + N,(qg;q)

siendo g el vector de desplazamientos nodales, Ky, Ksy K- las matrices de energia, y
de rigidez Secante y Tangente; K una matriz constante, y N, y N, dos matrices de
primer y segundo orden en el vector de desplazamientos g.

Mallett y Marcal mostraron ademas que la descomposicion (1.1) era comun a un
amplio grupo de sistemas estructurales entre los que se encuentraban las barras,
membranas y solidos con una métrica cuadrética de las deformaciones. En estos casos,
el calculo delas matrices K, N, y N, equivalia a obtener las funciones W(q), P(q) vy
K;(q), lo que permitia alternar los procedimientos de calculo no lineal descritos.

Posteriormente se comprobd que la descomposicion (1.1) no era Unica sino
multiple, y que el procedimiento seguido por Mallett y Marcal para obtener laterna K,
N, y N, conducia en ocasiones a matrices asimétricas. Se probo que el método mas
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seguro de garantizar la simetria era partir directamente del Hessiano K.(q) de W,
obteniéndose asi una descomposicion Unica[M2].

Con la excepcion hecha de algunos trabajos mas académicos que practicos,
durante tres largas décadas apenas se extragjo partido de la descomposicion (1.1).
Inmersos en el estudio de la formulacion Tangente de los sistemas no lineales, la
formulacién Secante permaneci6 olvidada durante largo tiempo y sus posibilidades
apenas llegaron a investigarse. No obstante, una serie de trabajos recientes sobre
estabilidad elastica han demostrado las posibilidades que encierra esta
descomposicion. Las investigaciones de Kroplin y Dinkler con laminas [K1-3], y
Ofiate y Matias con entramados de barras y solidos [O1-2], han demostrado que la
matriz secante K4 se puede utilizar para detectar y localizar puntos criticos.
Concretamente, Ofate y Matias han introducido un nuevo método para detectar €l
valor de la carga critica de pandeo de un sistema estructural, el método del
desplazamiento critico, que proporciona unos resultados excelentes en los sistemas
gue admiten una descomposicion (1.1). En estos sistemas la formulacion Secante
muestra posibilidades —hasta ahora inéditas— que exigen en el futuro un estudio
detallado.

Ahora bien, cabria preguntarse si todos los sistemas conservativos admiten una
descomposicion de la forma (1.1), o qué ocurriria si intentdramos realizar una
descomposicién del tipo (1.1) en un sistema complejo como las vigas espaciales o
[dminas. Y supuesto que pudiera ef ectuarse una descomposicion de tal tipo o similar,
si resultaria tan efectiva en el andlisis de los problemas de estabilidad como sucede
con los sistemas simples de Mallett—Marcal. Estas son las cuestiones que hemos
intentado abordar en nuestro trabajo y el objetivo central del mismo: explorar las
posibilidades que ofrecen los desarrollos (1:1) en sistemas estructurales de alta no
linealidad como las vigasy las|aminas.

Lacomplgidad de un andlisis global de este tipo de estructuras obliga a acotar €l
campo. Nuestro trabajo se ha centrado exclusivamente en el estudio de las vigas
curvas que experimentan grandes movimientos en el espacio, renunciando, de partida,
a los modelos mixtos y tridimensionales de viga, mas simples pero menos practicos
que los tradicionales modelos unidimensionales. Y entre estos ultimos hemos elegido
el modelo Cosserat, por considerarlo €l mas elegante y adecuado a nuestro propdsito.
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|.4.— CONTENIDO

En el desarrollo de este trabajo hemos estudiado en detalle el modelo clasico de
viga Cosserat de lafigural.l, su formulacion tangente y las teorias de ato orden que
se pueden establecer en él. Como cuestion previa, hemos analizado en detalle las
propiedades fundamentales de |os operadores méas importantes relacionados con las
rotaciones finitas que intervienen en el andlisis posterior —capitulo I1—. Y dividido €l
estudio propiamente dicho en dos partes, en la primera parte —capitulos 111 y 1V—
hemos desarrollado y relacionado los métodos tangentes de Simé-Vu Quoc y
Cardona-Géradin desde una formulacién Lagrangiana Generalizada. Estos métodos se
diferencian en el modo de establecer |as ecuaciones de equilibrio —segun se aplique el
Principio de los Trabgjos Virtuales a sistema deformado o se minimice su energia
potencial—y en €l tipo de matriz de rigidez a la que conducen: asimétrica o simétrica.
El andlisis |0 hemos realizado ademas adoptando un punto de vista general que
permite comparar la eficacia de diversos sistemas de parametrizacién de | as rotaciones
—incluyendo en el andlisis los sistemas de alta parametrizacion—y de distintas formas
de interpolacion de las variables cineméticas: lineal o no lineal. En la construccion de
las matrices de rigidez del elemento-viga, hemos utilizado la nociéon de nicleo
congruente desarrollada por Felippa [F1, F2]. Todo ello o hemos justificado al final
del capitulo IV con una serie de ggemplosilustrativos.

El modelo que analizamos, pensado inicialmente para materiales Hookeanos, 10
hemos extendido mas adelante a materiales elasticos no lineales. Estos resultados se
pueden aplicar también a vigas de seccion transversal flexible, como las antenas
enrollables que se utilizan en los satélites artificiales o ciertos perfiles curvos de pared
delgada. En estos casos, aun siendo el material lineal, las relaciones constitutivas no 1o
son, debido a los efectos de segundo orden que produce la deformacion de las
secciones transversales por efecto de la carga. Por Ultimo, en los procesos de carga
con multiples puntos criticos a lo largo de una trayectoria, hemos propuesto un
método de localizacion que permite aislarlos con facilidad incluso cuando se
encuentran muy proximos entre si.
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En la segunda parte del trabagjo —capitulo V— hemos calculado los desarrollos en
serie de Taylor de lafuncion de energia W y de las matrices de rigidez Secante, K, y
Tangente, K., del elemento-viga. Estos desarrollos dependen linealmente de un
mismo grupo de matrices simétricas K;, que se extraen de la propia descomposicion de
lamatriz Tangente K :

K 1K 1K JAY ! K, (Ag?
= —Ky+= +— +...
U 2 0 6 1( q) 12 2( q )
1 1
Ko = Ko+ Ki(8a) + K (A7) +... (12)
K, = K, +K/(Aq) +K,(Ag%) +...

En el caso concreto de los modelos Cosserat de viga, estos desarrollos son
infinitos y no se pueden utilizar directamente. Ahora bien, truncando las series y
reteniendo sélo un nimero finito de sus términos, se obtienen teorias aproximadas de
diversos ordenes, que son la base de los denominados “métodos directos’ de andlisis
de la estabilidad de un sistema estructural. Aprovechando los desarrollos (1.2), hemos
ensayado también el método del desplazamiento critico y una serie de variantes del
mismo en sistemas compuestos por vigas. Por ultimo, hemos esbozado un método
para calibrar el grado de estabilidad de un sistema, que deja abiertas las puertas a
futuras lineas de investigacion en este campo.

Como esldgico, las aplicaciones de los desarrollos (1.1) no se limitan al campo de
la estabilidad elastica. Por giemplo, en los model os unidimensionales de viga, ya sean
Lagrangianos puros o corrotacionales, uno de los problemas mas frecuentes es la
pérdida de convergencia que se produce con el método iterativo de Newton—Raphson
cuando los incrementos de carga son importantes. Tratando de resolver este problema,
en e capitulo 1V hemos indicado una serie de procedimientos ingeniosos que mejoran
sustancialmente la convergencia del proceso, si bien no llegan a garantizarla por
completo. En el capitulo V, sin embargo, mostramos una técnica segura que converge
siempre a una solucion estable. Es una adaptacion de las clasicas técnicas line-search
y consiste simplemente en minimizar |a energia potencial del sistema en las sucesivas
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direcciones que genera el método de Newton—Raphson. La funcién de energia a lo
largo de estas direcciones se extrae de los desarrollos (1.2) truncados.
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CAPITULO II

ROTACIONES FINITAS EN EL ESPACIO

I1. 1.- INTRODUCCION

La dificultad principal que presentan las teorias no lineales de barras flexibles
proviene del tratamiento especial que debe darse a las rotaciones finitas.

A diferencia de las rotaciones diferenciales, que pueden considerarse elementos de
un espacio vectorial, las rotaciones finitas no verifican todas las propiedades del
algebra vectorial, perdiendo, por tanto, la condicién de vectores. Los axiomas de
linealidad caracteristicos de los espacios vectoriales, asi como la necesaria
conmutatividad de la ley de composicion interna suma de dos vectores, dejan de
cumplirse para las rotaciones finitas. En consecuencia, las operaciones algebraicas con
este tipo de rotaciones, lejos de resultar intuitivas, se complican extraordinariamente,
tal y como iremos mostrando a lo largo de este capitulo.

Las rotaciones finitas y sus propiedades algebraicas singulares son bien conocidas
y han sido tratadas en numerosos articulos y publicaciones. Por ello, al margen de
algunos comentarios generales inevitables, en este capitulo nos centraremos sélo en
aquellos aspectos de las rotaciones que son de especial interés para el estudio posterior
de las barras flexibles.

El orden de presentacion es el siguiente: en primer lugar, se describen algunas
caracteristicas generales de las rotaciones y se presenta una clasificacion de los tipos
mads importantes de parametrizacion; seguidamente, se estudia la suma de rotaciones y
se introducen los conceptos de composicién paramétrica y semitangencial, que
restablecen la conmutatividad de la suma; mdas adelante se define el concepto de
espacio paramétrico, se introducen los tensores bdsicos F y G, y se hallan sus
derivadas paramétricas; por ultimo, se revisa el concepto de integracidn, de rotaciones,
y se presentan algunos desarrollos en serie y expresiones polindmicas aproximadas

que son esenciales en el estudio de la matriz de rigidez secante.
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I1. 2.— CARACTERISTICAS GENERALES

Desde un punto de vista algebraico, una rotacién es una transformacion lineal,
propia e isométrica del espacio euclideo tridimensional E’ en si mismo. En el
conjunto R, formado por todas las rotaciones finitas, se puede definir una ley de
composicion interna “@®”, suma de rotaciones, haciendo corresponder a cada pareja de
rotaciones o, B € R la rotaciéon o0 @ B € R, definida por la relacion: o @ B(x) = [o (x)],
para todo x € E°. Se comprueba de inmediato que el conjunto R, con la ley de
composicion “@”, estd dotado de una estructura algebraica de grupo no conmutativo:
en general, o0 ® B # B ® o —dos ejemplos muy claros de esta falta de conmutatividad se
muestran en la figura II.1-; y que este grupo es isomorfo al grupo SO(3) de las

matrices reales y ortogonales de orden 3 con determinante igual a la unidad [B2, K2]:

SO3):={ReM;3(R) | R"RR=RR'=I; Det[R]=1} (IL.1)

Considerando este isomorfismo, se pueden identificar las rotaciones o, B, a ® By
B @ o eR con sus respectivos operadores: Ry, Rp, Rg Ry y Ry Rgde SO(3),y en
adelante asi se hard. La condicién impuesta en (II.1) al determinante de R se explica
teniendo en cuenta que toda transformacién lineal e isométrica del espacio E’ en si
mismo es necesariamente una rotacion, una inversion, o un producto de ambas; y que
las inversiones y sus potencias impares cambian la orientacién del espacio y tienen un
determinante negativo, igual a —1 —transformaciones impropias—.

Al elemento neutro de R —rotacion nula— le corresponde la transformacion
identidad en SO(3): I, y a dos rotaciones iguales pero de sentidos contrarios, esto es,
inversas la una de la otra en R, les corresponden dos operadores Ry R, inversos
entre si en SO(3) en virtud de (II.1).

Por definicidn, la diferencia 0.© [ de dos rotaciones es el resultado que se obtiene
al sumar la primera de ellas con la inversa de la segunda: o © 3:= o @ (-f}). A la nueva
rotaciéon o © B le corresponde en SO(3) el operador RERQ. Partiendo de esta
definicién, se puede afirmar lo siguiente: dos triedros que han sido previamente
girados con rotaciones oy 3 pueden transformarse directamente el uno en el otro
mediante una tnica rotacion: B© oo @ B (segiin se aplique al primero o segundo de

los triedros).



Capitulo Il : Rotaciones Finitas en el Espacio

v, =0 =n/4]

. o=T7/2 B=mr/2

@B
o ®B

o=Tm/2

————

BO®a

Figura II.1.

No conmutatividad de la suma de dos rotaciones finitas
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Los valores y vectores propios de las rotaciones son faciles de determinar. En
efecto, debido a la ortogonalidad de R, las tres raices del polinomio caracteristico
tienen mddulo unidad. Ademds, por ser éste un operador real con determinante unidad,
al menos una de ellas es real e igual a +1 y las dos restantes imaginarias conjugadas,

pudiéndose escribir las tres del siguiente modo:
. _ ie _ _—i6
A=1; A, =e" ; Ay=e

siendo 6 un valor real caracteristico de cada rotacién (sélo si R=1, se tiene 6 =0 y las
tres raices son reales e iguales a +1). Determinadas estas raices, la expresion general

del polinomio caracteristico de R se deduce de inmediato y vale:

p(R)=R’- o ;R*+0;R-1=0 (I1.2.a)

siendo o la traza de R:

Og:=TrR=1+2cos0 (I1.2.b)

Conviene advertir también que las variaciones en SO(3) estdn sujetas a reglas y no
pueden ser arbitrarias. Para probarlo, supongamos que la rotacién R sufre una
variacién diferencial pasando a valer R + dR. Como la relacién de ortogonalidad

RR'=R'R =1 se cumple en todo momento, necesariamente se verificara:
dRR"+RdR"= dR'R+R"'dR =0

deduciéndose de aqui que los productos dRR" y R"dR son operadores antimétricos,
que denotaremos dv, y dv,, y que la diferencial dR es el producto de uno de estos

operadores antimétricos por la propia rotacién R:

dR = dv, R = Rdv, (I1.3)
0 -v° v 0 —dv® dv?
siendo, v:i=| vV 0 V| . do:=| I’ 0 —dv' (IL.4)



Capitulo Il : Rotaciones Finitas en el Espacio 17

En adelante, utilizaremos el simbolo v para designar al operador antimétrico (I1.4)
asociado al vector v € E’, y Axial [v] para designar al vector ¥ cuando sea necesario
subrayar su relacién con v. Nétese que Axial [v] es el tnico vector cuyo producto
mixto con dos vectores arbitrarios vy w de E’ verifica: w- Axial [0]xv=w"D v. Se
prueba en el Apéndice I que el conjunto de los operadores antimétricos reales de orden
3, con la ley producto, constituye un grupo no conmutativo, que se denota so(3).

Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de las rotaciones finitas de
SO(3) que no poseen ningln autovalor impropio, A = —1, y el grupo so(3) de

operadores antimétricos, como prueba la regla de descomposicion de Cayley [B2]:
R=(I+v)I-v)-! (IL.5.a)
V=(R-I)R+I)-! (II.5.b)

Naturalmente, para que esta regla tenga sentido deben ser invertibles R + Ie I —v.
Ahora bien, exceptuando el caso singular en que R posea autovalores impropios (A, =
A,=-1; A,=1), el operador R +I es siempre invertible; ademas, al ser v antimétrico, el
escalar zT © z se anula para todo z, con lo cual I — v resulta un operador definido
positivo y, por tanto, invertible: z' (I-v)z=|z | . Por otra parte, las dos expresiones
(I1.5) son equivalentes entre si: (II.5.a) se deduce directamente de (II.5.b) despejando
R de (R+Dv=(R-D), y del mismo modo se deduce (II.15.b) de (II.15.a). En
definitiva, para probar las dos relaciones de Cayley basta verificar una de ellas, por
ejemplo, basta probar que el producto (II.5.b) es realmente antisimétrico o, lo que es

lo mismo, que cumple:
x'[R-I[R+I]'x=0 VxeE’

La demostracién es inmediata si se sustituye(R+1)"'x por z, ya que entonces

esta relacion se transforma en:

z'[R+I]"[R-1]z=z"[R'TR-1]z=0 VzekE’

que demuestra lo que pretendiamos.
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La definicién (II.1) permite extender de forma natural el concepto de rotacién a un
espacio n—dimensional. Las propiedades enunciadas en este apartado para el grupo
SO(3) se generalizan facilmente a E" [B2]. No obstante, puesto que a lo largo de este
trabajo Unicamente vamos a trabajar con rotaciones de cuerpos sélidos 3D, nos
limitaremos a estudiar las propiedades especificas de las rotaciones del espacio fisico

tridimensional E°.

I1. 3.— ROTACIONES DIFERENCIALES

Si el operador R dependiera de una variable escalar t —por ejemplo, el tiempo—, al

variar ésta variaria también el operador, y de acuerdo con (II.3), se tendria:
R(t+dt)=R(t)+dR = (I+dv,)R(t) = R(t)(I+dv,)

o bien, de forma mas simple y compacta:

R(t+dt)=R, R(t) = R(t) R, (I1.6.a)

con R, =I+dv, ; RS =I+dv, (IL6.b)

Como el instante inicial t, en el que comienzan a medirse las rotaciones puede
fijarse arbitrariamente y en €l R(t ) =1, toda rotacion diferencial es del tipo (IL.6.b) y
se puede escribir por tanto asi: I+ dv, siendo dv un vector orientado en la direccién
del eje de giro de mddulo igual al dngulo barrido por éste. Ademads, dado que el
producto de dos operadores de SO(3) equivale a una suma de rotaciones, puede
afirmarse, en vista de (II.6.a), que toda variacién diferencial de una rotacién finita es
el resultado de sumarle a ésta una rotacién diferencial.

Cuando los giros son pequeiios —\ \ R(t) - I\ \ =0-, el operador rotacién R(t) puede
sustituirse por una aproximacion lineal de primer orden e identificarse asi, desde un
punto de vista formal y operativo, con una rotacién diferencial:

R=I+% v|l<<1 (IL7)
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De este modo se recuperan las propiedades caracteristicas de los espacios
vectoriales, incluida la propiedad conmutativa, ya que la aproximacién lineal del
producto de dos rotaciones diferenciales R,, =I+da y R op = I+ dP es una rotacién

diferencial independiente del orden de los factores: R =I+do+dp, y el producto

da®dp
de un escalar real kK € R por una rotacion diferencial dot es otra rotacién diferencial:
R, . =I+kdo. En definitiva, las rotaciones diferenciales constituyen un espacio
vectorial isomorfo al espacio so(3) de los operadores antimétricos y, a través de €l,
isomorfo también al espacio E* : R, — dv —dv.

Esta notable propiedad explica las sencillas reglas algebraicas de las pequeinas
rotaciones, en especial, la conmutatividad de la suma. Por desgracia, esta sencillez se

pierde como veremos enseguida cuando las rotaciones son finitas y || R(t)— ||z 0.

II. 4.— PARAMETRIZACION DE LAS ROTACIONES FINITAS

Una rotaciéon queda determinada cuando se conocen las nueve componentes del
operador R. Estas componentes, sin embargo, no pueden ser arbitrarias: la condicién
de ortogonalidad impuesta a R en (II.1) introduce seis relaciones distintas entre las
nueve componentes de esta matriz, resultando sélo tres de ellas independientes. A la
misma conclusion se llega si tenemos en cuenta la relacion (I1.5) entre los operadores
antimétricos y las rotaciones; en este caso, el nimero de grados de libertad del
operador R es igual al nimero de coeficientes independientes de la matriz antimétrica
v:3en E’yn(n-1)/2en E™.

En general, una rotacién en E’ viene por tanto definida por s = 3 + s pardmetros
con s relaciones de dependencia entre ellos. Atendiendo al numero y a la naturaleza de
los pardmetros, se pueden parametrizar las rotaciones de forma muy variada. En el
cuadro II.1 se presentan clasificados los tipos de parametrizacién mas comunes en
mecanica clasica, en teoria de mecanismos y en mecdnica cuantica [Al, G1, G3, S3].

La clasificaciéon comienza distinguiendo las formas triparamétricas, con tres
pardmetros independientes, de las hiperparamétricas, con un nimero mayor de
pardmetros aunque no todos independientes entre si, Dentro de los sistemas

triparamétricos, el siguiente criterio de clasificacion atiende al caracter objetivo o no
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Angulos de Euler
No Descomposicién (0, 0, V)
Obietivas en rotaciones .
! elementales Angulos Cardan
©, 9, 0)
3 pardmetros
S independientes
Q .
S Pardmetros de Rodrigues (v Lo’ vt
‘B
g Objetivas 3
s Componentes naturales del vector rotacion
<
& (v, v, 0
<
2]
% -
S) Pardmetros de Euler—Rodrigues o Cuaternios (s = 1)
3 +s pardmetros (9¢-9,-9,-95)

y srelaciones 1

de dependencia Parametros de Cayley —Klein (s=1) (o, B, v, 8)

Pardmetros de Stuelpnagel (s = 2)

Cuadro I1.1.

Sistemas de parametrizacion de las rotaciones finitas

del sistema de parametrizacion. Un sistema es objetivo cuando al girar el sistema de
referencia, los pardmetros o . que caracterizan las rotaciones cambian del mismo modo

que las componentes de un vector, esto es:
a(Rv)=Ra(v) V ReSO@3) (IL.8)

Esta propiedad es importante y simplifica muchas demostraciones y resultados,
pero la cumplen muy pocos sistemas; por ejemplo, los conocidos dngulos de Euler y
Cardan no son sistemas objetivos. Por otra parte, la definicién anterior de sistema
objetivo equivale a afirmar que la funcién vectorial a(V) que relaciona los pardmetros

o del sistema con las componentes naturales del vector rotaciéon V = v e es de la forma:
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o) =f(v)e (IL.9)

La demostracion es sencilla: si se toma una rotaciéon R con el eje de giro en la
direccion e de v, se tiene R v =2, y aplicando (II.8), R a(v) = a(v), lo que prueba
que o(v) es un autovector de R,. Ahora bien, puesto que la unica direccion propia de
una rotacion es su eje de giro, esto significa que (V) =f(v,;V,;V;) e, siendo f una
funcion escalar dependiente de V. Esta funcion no puede ser arbitraria ya que (I1.8)
sOlo se cumple si ademads f es invariante para todas las rotaciones R del espacio y esto
sOlo es posible si su dependencia de V se realiza a través del dnico invariante escalar
que se da en SO(3), que es el mdédulo del propio vector V. En definitiva, si se cumple
f(;;0,;05)=f(v), y por tanto, 0((V) =f(V ) €, como queriamos demostrar.

Como la mayoria de los sistemas de parametrizacion del cuadro 1.1 son de sobra
conocidos, para abreviar, trasladamos su presentacién al Apéndice II, donde se
relacionan y resumen de forma ordenada las propiedades mds importantes de todos
ellos, probando ademads las conexiones internas que los ligan al dlgebra hipercompleja
de Hamilton o sistema de cuaternios.

En realidad, no existe un sistema ideal de parametrizacion, presentando cada uno
ventajas e inconvenientes. Asi, los mds sencillos, que son los triparamétricos —por
tener el minimo numero de parametros y permitir, al ser tridimensionales, el doble
juego que consiste en transformar los razonamientos algebraicos en demostraciones
geométricas—, si son globales, esto es, si parametrizan el grupo completo SO(3),
presentan algun tipo de singularidad o discontinuidad paramétrica [S3] que puede
limitar su campo de aplicacion. Este inconveniente se evita incrementando el nimero
de pardmetros del sistema; por ejemplo, los tetraparamétricos de Euler—Rodrigues y
Cayley—Klein y los de alta parametrizacién, como el de Stuelpnagel, son globales y
regulares —aun asi, los dos primeros no son biunivocos, al poner cada rotacién en
correspondencia con dos grupos distintos de parametros, y sélo el pentaparamétrico
asigna a cada rotacién un tnico grupo de pardmetros—. Sin embargo, desde un punto
de vista computacional, a medida que aumenta el nimero de pardmetros y crece la
complejidad del sistema, se pierde eficacia y operatividad, y éste deja de ser rentable;
de hecho, los sistemas hiperparamétricos con s = 2, como el de Stuelpnagel, no se

utilizan practicamente nunca, pues comportan mds inconvenientes que ventajas.
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IL. 5.— SINGULARIDADES EN LOS SISTEMAS DE BAJA PARAMETRIZACION

Dado que los sistemas de parametrizacion resultan tanto mas comodos cuanto mas
bajo es el nimero de pardmetros caracteristicos y €ste es necesariamente mayor que 3,
los sistemas de 3 y 4 pardmetros son en principio los mds sencillos y practicos. Sin
embargo, como anticipamos en el apartado anterior y se prueba en el Apéndice 11,
tanto los sistemas triparamétricos, objetivos y no objetivos del cuadro II.1 (dngulos de
Euler, dngulos Cardan, natural y de Rodrigues) como los tetraparamétricos (Euler—
Rodrigues, Cayley—Klein) presentan serios problemas: los primeros no son regulares
si son completos, y los segundos no son biunivocos.

Puesto que las formas de parametrizacion no se agotan en este reducido grupo, la
pregunta inmediata que se plantea es: ;japarte de los sistemas descritos, existe algin
otro con tres o cuatro pardmetros que sea global, regular y biunivoco? Si existiera, €ste
seria el sistema ideal de representacion de las rotaciones, al reunir en si las
propiedades deseadas de regularidad, univocidad y baja parametrizacion, que equivale
a sencillez. Por desgracia, sin embargo, la respuesta es negativa. La moderna
Topologia demuestra que no es posible encontrar ningin sistema con un ndmero
inferior a 5 pardmetros que sea regular, global y biunivoco al mismo tiempo, o, de
forma mads precisa, que no existe ninguna aplicacion biunivoca diferenciable f, con
inversa f~' también diferenciable, del grupo SO(3) en algiin subconjunto de E°.

La demostracién, por reduccion al absurdo, se basa en los siguientes argumentos
topoldgicos [S3]: si existiera dicha aplicacion f, por ser continua, la imagen del
compacto SO(3) serfa también un compacto en E’; y como en el espacio euclideo E’
todo subconjunto compacto es cerrado y acotado, la imagen f [SO(3)] poseeria
también estas dos propiedades. Por otra parte, SO(3) es un espacio localmente
euclideo —se trata de una variedad diferenciable de dimensién 3— y, por tanto, cada
punto o de SO(3) posee un entorno U, en este espacio homeomorfo a un abierto V en
E’. Si se diera la aplicacién f, la imagen del entorno f[U,_] seria necesariamente
homeomorfa al abierto V. Ahora bien, uno de los teoremas de Brouwer afirma que «si
dos subconjuntos de un espacio euclideo E" son homeomorfos y uno de ellos es
abierto entonces los dos subconjuntos son abiertos». Aplicando este teorema a nuestro

caso particular, el hecho de ser V_ un abierto en E’ implicarfa que también lo fuera
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fIU,]. Como la imagen por f' de SO(3) coincide con la unién de las imagenes de todos
los entornos de sus puntos U, y éstos son abiertos, f[SO(3)] =Uf [U,] también seria
un abierto. Luego, f[SO(3)] debe ser al mismo tiempo compacto —cerrado y acotado—
y abierto en E°, lo cual es absurdo, ya que el tinico conjunto no nulo abierto y cerrado
en E’ es el propio espacio E’, que no estd acotado. En definitiva, no existe ningiin
sistema triparamétrico homeomorfo a SO(3) y por tanto la singularidad es esencial a
estos sistemas de parametrizacion.

Puede afirmarse, por tanto, que todos los sistemas triparamétricos presentan
discontinuidades, y que operaciones fundamentales como la derivacion de un vector u
operador que esté relacionado con las rotaciones no pueden realizarse en todo el
espacio E’. En contraste con estos sistemas, los tetraparamétricos como el de Euler—
Rodrigues son continuos pero no biunivocos —en el apartado AIl.12 del Apéndice II,
se prueban, caso por caso, las singularidades que se presentan en los distintos sistemas
triparamétricos y tetraparamétricos que se indican en el cuadro II.1-.

Estas discontinuidades deben tenerse en cuenta al formular una teorfa general de
vigas o estructuras flexibles, ya que los resultados que alli se obtengan estardn en la
practica condicionados por ellas, y habrd que restringir el campo de validez de
aquéllos, o sortear éstas con algin artificio ingenioso. Sobre estos aspectos
insistiremos mds adelante cuando se hayan definido los tensores caracteristicos F y G

de un sistema paramétrico general.

IL. 6.- COMPOSICION DE ROTACIONES EN EL ESPACIO

En general, las rotaciones se definen mediante operadores o vectores —el
Apéndice Il recoge una lista amplia de ellos en distintos sistemas de parametrizacion—.
En el primer caso, dependiendo del tipo de operador elegido, la transformacion lineal
que permite girar un vector r del espacio E* adopta una forma particular, que puede
ser la simple: r, = R r (sistemas de Rodrigues y natural, angulos Cardan y de Euler...),
o bien la mds compleja de Cayley-Klein: P'(rg) = QP(r)Q". En cualquiera de las dos
situaciones, las componentes de estos operadores dependen de la base de referencia
adoptada en E’. Esta base no tiene por qué ser Unica; cada rotacion puede tener la suya

propia. Es mas, cuando se componen dos rotaciones o y 3 para obtener la rotacién
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suma o @ [, puede suceder que la primera rotacién o gire la propia base de referencia
de la segunda rotacioén B. En este supuesto, al sumar varias rotaciones, las respectivas
bases de referencia variardn constantemente; cada rotacion aislada representard sélo
un giro relativo y el resultado de cualquiera de ellas dependerd de los giros previos
efectuados. Diremos en tal caso que el sistema de referencia es movil, denotdndolo
{0, n, } para distinguirlo del sistema de referencia absoluto o fijo {O, n } del propio
espacio. En las vigas Cosserat, las bases mdviles vienen determinadas por los propios
triedros asociados a cada punto de la directriz.

Pues bien, en este apartado se deducen las reglas de composiciéon de dos
rotaciones o y 3 segiin vengan referidas a un sistema fijo o mévil, obteniendo en
ambos casos los vectores y operadores asociados a la rotaciéon suma o @ f3.

Supongamos, para empezar, que la base de referencia es fija {O, n{ }. En tal caso,
si R,y R, son los operadores correspondientes a dos rotaciones oy 3, el operador
asociado a la suma o @ f3 serd el producto: R=R, R, —los subindices 1 y 2 indican el
orden de aplicacién de las rotaciones—. Esta misma regla se aplica también a los
operadores complejos Q de Cayley—Klein. Para probarlo basta observar cémo se
transforman las matrices hermiticas P, isomorfas de E°, al aplicar dos rotaciones Q, y
Q, —consultar el apartado AILS del Apéndice 11

P=QPQ, . P,=Q,PQ;=(Q,Q)P(QQ),) (I1.10)

deduciendo asi que el operador Q de la rotacion suma vale: Q=Q,Q,.

[Ie2)

Del mismo modo, si en vez de dos, se sumaran “n” rotaciones, se obtendria:

R=R_..R,R, . Q=0..Q,Q, (IL.11)

En definitiva, en un sistema referencial fijo, la suma de rotaciones se traduce en el
producto de sus operadores R 6 Q, y el orden en el que se multiplican es justamente el
inverso del que se sigue al componer las correspondientes rotaciones. Esta situacion se
invierte por completo cuando las rotaciones y operadores estdn referidos a una base
moévil {O,h .}. En efecto, sean R, y ﬁ2 los respectivos operadores de la segunda

rotacion B en las bases fija y mévil, y z' y z' las componentes contravariantes de un
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. 3 . . 4 e e .
vector cualquiera z de E° en estas mismas bases. Admitamos ademads que inicialmente
las dos bases coinciden. En estas condiciones, al aplicar la primera rotacién R,, las
componentes de z en las bases fija, n, y mévil, n,;=R,[n ‘] —resultado de girar n’

con R,—, verificaran las siguientes reglas de transformacion:

2=[RT]1 2t . Z=[R ]2 (IL12)

Por otra parte, si aplicamos la segunda rotacién R, al propio vector z, éste se

transformara en un nuevo vector, cuyas componentes en la base mévil n, serdn:

igz[fzz]iii (IL13)

zQ:[Rl]h[f{z]i[Rﬁ]f{zf (IL.14)

R,=R,R,R’ (IL.15)

Sustituyendo esta ultima relacion en (II.11) con n = 2, se llega finalmente a la
siguiente expresion para la suma de dos rotaciones cuyos operadores estan referidos a

la base movil —téngase en cuenta que inicialmente coinciden las bases movil y fija—:

R=[R, R, R]|R,=R,R, (IL.16)

Idénticos resultados se obtienen para los operadores Q.
Extendiendo por induccién esta regla al caso de n rotaciones, se obtiene para las

bases moviles la relacién correlativa de (I1.11):

R=R,R,...R, Q0=0Q,Q,...Q, (I1.17)
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La diferencia esencial entre (II.11) y (I.17) es el orden en el que se multiplican
los operadores rotacion. Este orden coincide con la secuencia de composicion de las
rotaciones cuando las bases de referencia son mdviles, y se invierte cuando son fijas.

Al mismo resultado se llega por puras consideraciones geométricas; las figuras
I1.2 muestran el resultado de aplicar dos rotaciones ¢ y 6 con relacion a los ejes X y Z,
respectivamente. En la figura II.2.a. los ejes de giro son fijos y la secuencia de
rotacion es O — ¢ : primero se efectia el giro 0 con relacién al eje Z y después el ¢ con
relacion al X. Por el contrario, en la figura I1.2.b. las rotaciones tienen lugar en orden
inverso ¢ — 0 : primero se efectda el giro ¢ con relacion al eje X y después se aplica el
giro 0 al eje Z~ que resulta de girar el Z con ¢. El resultado, como se aprecia, es el
mismo en ambos casos, viniendo a confirmar la regla (I1.17). En conclusion:
componer dos o mds rotaciones en un sistema de referencia movil equivale a

componerlas en un sistema de referencia fijo, invirtiendo el orden de composicion.

a) Base fija: giros 6 — ® b) Base movil: giros ¢ — 0

Figura I1.2.

Composicion de dos rotaciones en las bases fija y movil
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Conocido R(a® ) y aplicando los resultados recogidos en el apartado AIL7 del
Apéndice II, se pueden calcular los parametros caracteristicos de la rotacion suma
o @ B en cualquier sistema de parametrizacion. En el de Rodrigues, esta suma admite
una expresion vectorial muy simple, como se prueba en el mismo Apéndice II. En
efecto, si el sistema de referencia es fijo y convenimos en denotar V;, ¥, ¢ Y a los

vectores de Rodrigues de las rotaciones o, By o @ 3, se tiene:

1

T
1- 9192

Y= [v+v.-,0,] (IL18)

Por otra parte, si invertimos el orden de composicion de las rotaciones, se obtiene

el vector de Rodrigues cuando la base es moévil:

Y= [v+0,+9,0, (IL.19)

T
1- vV,\v,
Estas dos tultimas expresiones se diferencian en el signo del producto vectorial
v, v, que refleja la no conmutatividad de la suma.
Si las rotaciones son diferenciales: v,=V;0t y v,=v,dt, la diferencia de
componerlas en uno u otro orden es un término de segundo orden, despreciable s6lo

en las teorias lineales:

v, v, 5tdt (11.20)

En el sistema Euler-Rodrigues, también resulta sencillo expresar Y e Y™ en
funcién de los cuaternios (p,, p) y (q,, q) de o y B. En efecto, de las definiciones
(AIL6) y (AIL.18) del Apéndice 11, se deduce que: V| = p/p,y V2 =q/q, y por tanto:

1 N
Y= [p.4+q,p-Pq] (IL.21)
P.9.—P q

1 N
Y=——[pa+tq,p+pql (I1.22)
P9, —P q
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I1. 7.— EL ESPACIO PARAMETRICO

En la Mecénica Lagrangiana se define la geometria de los sistemas deformables
por medio de un conjunto de variables cinematicas v;. En los sistemas discretos, estas
variables se identifican con los desplazamientos y rotaciones de ciertos puntos del
sistema, que denominamos nodales. Si las rotaciones estdn parametrizadas con s
parametros 0., y suponemos que el nlimero total de puntos nodales del sistema es £, se
tiene: {Vj}z{uf;;oclff}, conk:1,2,..h;m:1,2,3; £:1,...s (s>3)yj:1,..N, donde
N =@+ s)h es el nimero total de variables cinematicas. Estas variables v, no tienen por
qué ser independientes entre si; en general dependeran de n grados de libertad, x,, del
sistema. Evidentemente, el nimero n de grados de libertad no puede exceder de 6h.
Por medio de las relaciones v, (x;), este conjunto de grados de libertad x; establece
una correspondencia univoca entre los estados de deformacion  del sistema y cierto
dominio o variedad n—dimensional & de E¥, que puede llenar el propio espacio si
N=n. Estando las rotaciones parametrizadas, denominaremos a la variedad & espacio
de configuracién y al espacio euclideo N-dimensional E™ en el que se encuentra
inmersa espacio paramétrico.

La variedad & es un espacio de Riemann y las 6/ variables independientes x; un
sistema de coordenadas curvilineas de este espacio (la métrica riemanniana “g” viene
inducida por la propia métrica euclidea de E"). Denotando {n,} a la base del espacio
euclideo EY, la base natural en un punto P de la variedad & estard formada por los
vectores {€ =0dV,/dx;n € E" }, y la métrica riemanniana “g” vendré definida por el
tensor métrico g;;=€;- € ;, donde “ - ” representa el producto escalar en E". Establecida
la inyeccién 7: x — P(x) en EY, un cambio del sistema de parametrizacién de las

@ _esto es, del estado con relacién al

rotaciones, o de la configuracion de referencia
cual se establecen los giros—, equivaldrd a un cambio del sistema de coordenadas
curvilineas x, en &.

Agrupando ahora las variables cinematicas ligadas a un mismo nodo del sistema, y
separando entre ellas las traslacionales de las rotacionales, el conjunto {v;} queda
descompuesto en 2k grupos independientes. Este reagrupamiento induce una
descomposicién del espacio paramétrico E™ en un producto de 2k subespacios de

dimensiones 3y s : E" = (E’XE®), x...x (E*XE?®),. Asi, a cada nodo le corresponden
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dos subespacios, E; y E;, y un cambio de base en E" equivale a un cambio muiltiple
en los espacios elementales de traslaciones y rotaciones: E’ y E°. La proyeccién de &
sobre estos subespacios genera a su vez dos subvariedades tridimensionales &' y 8: .
En consecuencia, la base euclidea n, de E" y la natural €, del sistema de coordenadas
curvilineas x' quedan descompuestas cada una de ellas en 24 subbases mas simples.
Conviniendo en denotar n' y n' a las bases euclideas de E’ y E*,y £°, £' alas
naturales de &' y &7, se tendrd: {n,}= {(m',n")x@>, n’)x..x@",n")} con
(i:,2,3:j:1,2,..5) y {&; }={(e,, e')x (e, &%) x..x(e",€")} con (i, j:1,2,3).

Todo proceso continuo de deformacion del sistema desde un estado inicial y(t))
hasta otro estado final y*(t) viene representado en & por una curva continua‘y (t) con
origen en un punto P()) y extremo final en otro P(*). Reciprocamente, a cada curva
continua Y(t) (0 <t < 1) de & que une dos puntos P(x) =y (©0) y P(x*) =y (1) le
corresponde un proceso de deformacion y(t) entre dos estados y y x*. Si se parte de
un estado arbitrario j y se deforma el sistema introduciendo en uno de los nodos un
desplazamiento o una rotacion en una de las tres direcciones bdsicas x—y—z del espacio
E’, se genera una determinada curva en E" con origen en P(y). Si se procede del
mismo modo en todos los nodos, aplicando por separado desplazamientos o rotaciones
en las tres direcciones sefialadas, el resultado es un haz n de trayectorias y;. En los

puntos regulares del sistema de parametrizacion de rotaciones, los vectores tangentes a

Figura I1.3.

Bases locales v, en el espacio de configuracion &
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estas curvas, v, = dy,/dt, son independientes entre si y constituyen una base n—
dimensional del hiperplano ©t , de E" tangente en P()) a & (ntese que esta base es
independiente de los cambios sucesivos del sistema de coordenadas curvilineas x'). La
proyeccién de estas n trayectorias sobre el espacio paramétrico producto [T(E; X E7)
origina, por tanto, haces de 3 y s trayectorias en cada uno de los espacios E; y E;.

Asi como los desplazamientos ui, ul;, ulz‘ del nodo k constituyen un sistema de
coordenadas curvilineas en E_, no ocurre lo mismo con los giros en E’. Si se
introducen en los nodos giros Gﬁ, 91;, GIZ‘, esto es, rotaciones en las 3 direcciones
bdsicas m, de E’, las trayectorias en E; son curvas de 8f con vectores tangentes &,
no ortogonales, distintos para cada punto de 81? . Estas bases éf no son tangentes a
ningin sistema de coordenadas curvilineas x; que pueda establecerse sobre &, y en
consecuencia no se pueden identificar con ningun sistema bdsico natural € ..

En definitiva, cada punto de 8: tiene asociadas dos bases locales: la natural del
sistema de coordenadas curvilineas sf y la generada por el sistema de rotaciones
elementales del espacio fisico: &kl La base completa v, de & queda asi descompuesta
en un producto de subbases: {(n., &\)xn’, E)x..x@m", &)} (i:1,2,3). De los

. . k 0 . .z
cambios que experimentan estas subbases & en & nos ocupamos a continuacion.

Figura I1.4.

Formacion de las subbases locales € . en el espacio de configuracion &
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La figura I1.4 muestra la generacién de la base &, en un nodo arbitrario “k” de un
sistema triparamétrico —para no complicar la notacién, en adelante se eliminard el
indice k, que hace referencia explicita al nodo, escribiendo simplemente & ; y &° en
vez de Z‘,kl y 81? , quedando el nodo sobrentendido—.

Las componentes contravariantes de los vectores & en la base natural €; son:
F§= da,; /00, (a diferencia de lo que ocurre en las componentes F E, en o; y 0, los
subindices “i” y “j” no tienen un significado propiamente tensorial, sino s6lo indicial;
ademds, por brevedad, se utiliza la notacién 6 ; para designar los giros {9 -0 v 0 Z}
del nodo k en las tres direcciones bésicas m, de E*). Como estas componentes Fj son
el producto escalar en E*de los vectores locales & i ¥ los vectores €' que componen
la base dual de la natural €, en 89, dependen del sistema de parametrizacion
adoptado (nétese, sin embargo, que las direcciones §j son independientes de este
sistema). Por otra parte, los indices covariantes y contravariantes del tensor F; estan
referidos a las bases candnicas respectivas de los espacios E’ y E*, de modo que F
tiene una naturaleza tensorial hibrida y se trata, en realidad, de un tensor «two—point».

En un sistema triparamétrico {o,, o,, 0.,}, igual importancia que F tiene el
reciproco G, de componentes G §= 00, /da. j» esto es, la matriz que forman las
componentes contravariantes de los vectores €; en la base ' . Las columnas de esta
matriz G representan las componentes de los giros fisicos T, que habria que aplicarle
al nodo k en E’ para que el sistema se deformara siguiendo trayectorias tangentes a las
curvas coordenadas o ; de &° —figura I1.4—. En definitiva, siendo F y G las matrices
de componentes F[i, j] = da; /06, y Gli, j] =90, /do; de un sistema triparamétrico,
las bases &: (&} y &:{€,}, sus duales §": (E'} y €":{e'}, y el tensor métrico g de

0 2 . , . .
& estan relacionados entre si del siguiente modo:

E=F'e .. & =Gg . e=g¢
(I.23.a)
e=G'¢ .. €&=F& . E=F'gF&

y los sistemas m: {m } y®: (.} y °: {n'} de E’, de esta otra forma:

n=G'm .. m=F'nw . wo'=Fmn .. m=Gn’ (I1.23.b)
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La forma y propiedades concretas de los tensores F y G dependen del sistema de
parametrizacion que se adopte en cada caso. Sin embargo, algunas de ellas son
generales y se pueden establecer y demostrar sin necesidad de particularizar el
sistema. El conocimiento de estas propiedades —especialmente las relacionadas con las
variaciones de F y G en &°— es fundamental en el andlisis no lineal de estructuras
sometidas a grandes rotaciones, ya que juegan un papel esencial en la construccion de
la matriz de rigidez del sistema, como comprobaremos mds delante.

El célculo de F y G, en principio, es sencillo, pues se reduce a resolver las

ecuaciones:

doao=F(o)do do=G(a)da (I1.24)

donde dou={da,, da,,...do,} son las variaciones del vector de pardmetros O y
do={de ,dd, ,do,} las componentes de un giro diferencial en la base m,; de E’.

Esto es, situados en un nodo de orientacion o, el tensor F se determina hallando la
variacion paramétrica do que se produce cuando se aplica al nodo un giro diferencial
d@. Y reciprocamente, si tomo como variables independientes las componentes del
vector dot y determino d@, obtengo G. Todo ello en el supuesto de que las rotaciones
dO estén referidas a una base fija. Si estuvieran referidas a una base movil, el
procedimiento general no variaria pero los resultados l6gicamente si cambiarian,

teniéndose entonces:

do=F'(a)d®0" .. do =G (a)do (I1.25)

—los asteriscos indican que las rotaciones estdn referidas a una base mévil en E*—

Considerando (I1.3), se tiene en este caso: R, do= d0 R =Rd6", y por tanto:

| |
G=|..,Axial [R,, R"], .| = G'=|..,Axial[R"R,, ], ..| (I1.26)

Estos operadores son de orden 3 X s , mientras sus reciprocos F y F*son de orden
kS

s X 3. Evidentemente, en los sistemas triparamétricos G y G* son inversos de Fy F
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Conviene advertir que si s >3, al no ser independientes todas las componentes de
da, los tensores G y G " no son tnicos, existiendo infinitas soluciones a las ecuaciones
(I1.24) y (I1.25); sin embargo, los tensores F y F* siempre tienen sentido y son tinicos.

En los sistemas de baja parametrizacion, la expresion de los tensores basicos: G,
F, Gy F" es muy sencilla; por ejemplo, en los sistemas objetivos, estos tensores
pertenecen a un semigrupo J, como se probd en el Apéndice I, y presentan por tanto
la forma elemental (Al.21). En estos casos el procedimiento directo (II.25) para
obtener G y G” resulta laborioso e inadecuado, ya que con ellos no se obtiene una
expresion del tipo (Al.21) —caracteristica de los elementos de J—, siendo preferible
recurrir a procedimientos especificos de célculo, adaptados a cada sistema.

Asi en el sistema triparamétrico de Rodrigues, el método mas simple de hallar F
consiste en diferenciar la expresion (II.18) del pseudovector de Rodrigues Y con
relacion al vector 2. Como dv ,=dv, /2, dividiendo el resultado anterior por 2, se
obtiene la diferencial total de Y con relacién a v ,, que justamente define F —en este

caso dv , equivale a d@—. El resultado final, escribiendo ® en vez de vy, es el siguiente:

F(o)=12[1—6+o®u] (I1.27.a)

Diferenciando del mismo modo (II.19) —ahora dv, sustituye a d@’—, se obtiene la

expresion dual, cuando las rotaciones estdn referidas a una base movil:

F*(u)=12[1+{)+n®n] (I1.27.b)

*

Invirtiendo estas relaciones —Apéndice I- se deducen los operadores Gy G

G(v) = 2 [I+v] (I1.28.2)
; 2 ~
G'v)=—"—+[1I-v] (I1.28.b)

En otros sistemas de parametrizacion, estos operadores F y G se hallan de forma
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andloga. En el Apéndice III se deducen G y G en el sistema triparamétrico natural,
en los no objetivos de Euler y Cardan y en el tetraparamétrico de Euler—Rodrigues. En
este dltimo caso, la solucién no es tnica, como se ha indicado.

Una de las ventajas del sistema de parametrizacion de Rodrigues es que en €l los

* * . .
operadores G, G, Fy F' cumplen una serie de reglas muy sencillas, como son:

G=F"' . G'=F" (I1.29.a)
Gv)=G'(-v) . Fu)=F(-v) (IL.29.b)
G(v)=G'(-v) .. F)=F'(-v) (IL29.c)

G'=G" . F'=F (11.29.d)

Estas reglas no se cumplen en todos los sistemas de parametrizacion; asi, por
ejemplo, la primera de ellas s6lo la verifican los triparamétricos en el dominio de
regularidad; en otros sistemas s6lo se puede afirmar que: GF=G F"=1. Y la segunda
s6lo la cumplen, los sistemas que al invertir una rotaciéon cambian el signo de los

pardmetros asociados. Denominaremos centrales a estos sistemas:

R—>a & R'—- -0 (11.30)

La demostracion del segundo aserto es sencilla: si se cumple (I1.30), al sumar dos
rotaciones arbitrarias @ y d® en una base fija, y sus opuestas en una movil, los

parametros correspondientes a estas sumas seran:
GC;BdG - oa+do . -6 (3—d9—> —o—da

(las abreviaturas “F” y “M” bajo el simbolo @ indican el tipo de base de referencia,

fija 0 movil); y teniendo en cuenta las definiciones de los tensores bdsicos, se tendra:
F(0)d0=da y F'(-0)(-d0)=-do Vdo
G(a)da=d0 y G '(-a)(—do)=-d0 Vdo

de donde se desprenden las dos relaciones (I1.29.b).
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Adviértase que la propiedad (I1.30) que caracteriza a los sistemas centrales, aunque
parece trivial, la incumplen muchos sistemas de parametrizacion, entre ellos los no
objetivos de Euler y Cardan o el sistema de Euler-Rodrigues, restdndoles operatividad.

Que el tercer grupo de relaciones (I1.29.c) se satisface en todos los sistemas
objetivos, se desprende de las propiedades del semigrupo J, como se prueba en el
apartado Al.2 del Apéndice 1 —expresion (AlL..26)—. Por dltimo, (I1.29.d) se extrae
directamente de (I1.29.b) y (I1.29.c).

En conclusion, podemos afirmar que de todos los sistemas de parametrizacion
posibles, solo los sistemas objetivos y centrales —que denominaremos vectoriales—,
como el de Rodrigues y el natural, cumplen simultineamente las tres relaciones o
propiedades (I1.29). Como éstas simplifican mucho los calculos y resultados, los
sistemas vectoriales resultan generalmente los mds sencillos y practicos.

Existen, no obstante, otras relaciones que cumplen necesariamente todos los
sistemas de parametrizacion y son por ello més interesantes. Una muy importante que

relaciona los operadores R, F 'y F  es la siguiente:
FR=F . F'R'=F (IL.31)

Se prueba del siguiente modo: sean o y dy dos rotaciones arbitrarias, la segunda

diferencial; suponiéndolas referidas a una base mévil y sumdndolas, el resultado sera:

(x%r)d[} ::OLQFrDR(oc)[dB]

Denotando ahora d@ a la rotaci6n diferencial que produce el cambio paramétrico
dB, en virtud de las definiciones (I1.24) y (I.25) de Fy F *, se tendra:

F'de,=FRd0,

y como el vector diferencial dO; es arbitrario, la primera relacién (I.31) queda
probada. Multiplicando ésta por R" y despejando F, se obtiene la segunda.

Con un razonamiento andlogo se demuestran las relaciones inversas de (II.31):
R'G=G"y RG"=G . Post-multiplicindolas por F y F’, se deducen también éstas
otras: GF'=R, G"F=R".
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Estos resultados se agrupan y ordenan en la tabla (II.32). Su importancia deriva
del hecho de ser vélidos para cualquier sistema de parametrizacion, sea éste tri— o

hiperparamétrico (s > 3), objetivo o no.

GF =1, . FR'=F .. R'G=G" .. GF'=R
(I11.32)
GF'=I, .. FR=F . RG=G .. G'F=R"

Si ademads el sistema fuera vectorial, esto es, objetivo y central, los operadores
que figuran en la tabla anterior pertenecerian todos a un semigrupo conmutativo, como
se demuestra en el Apéndice I, pudiendo entonces intercambiarse e invertirse; en este

supuesto, se cumplirian también las siguientes relaciones:

FG =1, .. R'F'=F .. GR'=G" .. F'G=R
(I.33)
F'G=I, .. RF=F .. G'R=G .. FG'=R"

Notese que si el sistema no es triparamétrico, las dimensiones de F, G, etc. no se

ajustan a las reglas de la multiplicacion matricial y estos productos no tienen sentido.

IL. 8.— LAS ROTACIONES FINITAS EN EL CALCULO DE ESTRUCTURAS

En el anélisis no lineal de estructuras, cualquier teoria general que contemple las
rotaciones finitas debe basarse s6lo en las propiedades intrinsecas de éstas, comunes a
todos los sistemas de parametrizacion, como las sencillas relaciones (I1.32).
Propiedades como las recogidas en la tabla (I1.33) no deben considerarse nunca, si no
se desea obtener resultados limitados, validos s6lo en condiciones muy restringidas.

Una caracteristica general de los sistemas estructurales con rotaciones finitas es
que sus matrices de rigidez no son simétricas, aun cuando éstos sean conservativos. La
explicacion de este curioso fendmeno, que parece contradecir los principios bdsicos
del analisis estructural, guarda estrecha relacién con la no conmutatividad de la suma

de rotaciones, y ésta con la forma en que varia la base & sobre &. Veamos.
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La base local & cambia de un punto a otro en g° y este cambio es independiente
del registrado por la base € del sistema de coordenadas curvilineas. Al girar un nodo
de una estructura varian los parametros rotacionales o, de su estado de deformacion
X, Y esta variacion, si es continua, se traduce en el espacio paramétrico en un
desplazamiento sobre & a lo largo de una curva con origen en . Si se aplican dos
rotaciones consecutivas al mismo nodo, se producen dos variaciones de los pardmetros
o, lo que equivale a trazar sobre & dos segmentos curvos, uno a continuacién del
otro. En el limite, cuando las rotaciones son muy pequefias, estas trayectorias se
confunden con las propias direcciones de los vectores locales §,, como muestra la
figura IL.5. Si se invierte el orden en que se aplican estas dos rotaciones, obtenemos
otras dos trayectorias, que juntamente con las anteriores forman un cuadrildtero
curvilineo. Ahora bien, este cuadrildtero no se cierra porque los extremos finales de
ambas trayectorias no coinciden. La razon es simple: las derivadas de dos vectores
cualquiera §,, & ; de la base € al desplazarnos sobre &® en las direcciones cruzadas

1S i €., no verifican la regla de Schwarz, sino que difieren, en virtud de (11.20), en:
DE -, -D&,-§,=F(0,x0,)=c(ijm§, (IL34)

En consecuencia las trayectorias en & dependen del orden de composicion de las
rotaciones —en la figura I1.5 los extremos finales de estas trayectorias son los puntos
x’ y %'~ Esta propiedad marca una diferencia importante entre las bases & y €, ya que

ésta ultima por definicion siempre cumple la regla de Schwarz:

d’r  d'r
d0,00,;, 901,00

De -e,-Dg; €=

0 (I1.35)

(Da-b representa la derivada direccional de Gateaux del vector a al desplazarnos en
la direccién b, esto es, el limite del cociente [a( x+tb)—a( X)] /t cuando t — 0 [K2]).

Las implicaciones de este hecho en la matriz de rigidez del sistema estructural son
importantes. Suponiendo que el sistema sea hiperelastico, la energia interna de éste U
serd una funcion real, uniforme y regular de su estado de deformacion: U(y): & = R,

.. .. . . .. k
esto es, una funcion U(u;, o ;) definida sobre el espacio de configuracion de clase C
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Figura IL.5.

Variacion de las bases locales v, en el espacio de configuracion &

y efecto que produce en la composicion convencional de rotaciones.

(k=2). Sus derivadas de primer orden con relacion a las variables x,(u,, o)
constituirdn el conjunto de fuerzasgeneralizadas conjugadas con estas variables, y las
derivadas de segundo orden proporcionaran la matriz de rigidez K del sistema. Al ser
U(u;,o ;) una funcién uniforme, la matriz K resulta simétrica por ser iguales las
derivadas cruzadas 0°U/ dojdoy y 0°U/ do;do,. Sin embargo, si las rotaciones no
estdn parametrizadas, esto es, si se sustituyen las verdaderas variables independientes
o, por rotaciones 0, en el espacio fisico E’, las derivadas segundas dependeréan del
orden en que se apliquen las rotaciones y la matriz de rigidez K resultara asimétrica.
Este resultado no contradice el teorema de igualdad de las derivadas cruzadas de
Schwarz, ya que U no es funcién uniforme de los giros 0 ; sino sélo de los pardmetros
o ;. Para comprenderlo mejor, vamos a ayudarnos de la figura IL.5. Si se sustituyen en

esta figura los incrementos finitos Ao’ y Ao* por incrementos diferenciales d y 8, la
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energia elastica U de un punto ¥ de & sufrird variaciones dU, U, (dU+dU+ddU) y
(dU+8U+d8U) al pasar por los estados de deformacién ', x>, x° y %, préximos a (. A
estos estados se llega introduciendo un conjunto de rotaciones diferenciales d, 8, d+8
y &+d. Ahora bien, como los caminos d+8 y 8+d no convergen en &, la energia en los
extremos finales de ambos recorridos sera distinta: U(XB) ¢U(x4), y también serdn
distintas las diferenciales dOU y ddU. En consecuencia, la matriz de rigidez del

sistema K es asimétrica, como habiamos anticipado; esto es:

K;;:=[DU-0,,0;,]# [DU-0,,0, ]:=K; (I1.36)
En general, para lograr que la diferencial de la energia eldstica interna U esté
univocamente definida y la matriz de rigidez K sea simétrica, pueden seguirse tres
caminos distintos [A4, G1, S2], que ordenados cronoldgicamente, por orden de

aparicion, son:

I.- Modificar el sentido de composicién de dos rotaciones. (Argyris)
II.—  Parametrizar las rotaciones: 0 (o, ). (Géradin)
[II.—  Introducir una derivacion objetiva para las rotaciones. (Simo)

De estas tres vias, en sintesis, las dos primeras cambian el sentido otorgado a la
“composicion de rotaciones”, sustituyendo, en el primer caso, la tradicional suma “®”
por la suma semitangencial u otra similar, y en el segundo, la composicion en si por la
variacién paramétrica. La tercera, sin embargo, modifica el concepto mismo de
derivada, sustituyendo las derivadas convencionales de Gateaux [DU-6, , 0, ] por
derivadas intrinsecas, independientes de la variacién de las bases locales {v.} en &.
Estos cambios igualan las derivadas cruzadas (I1.36) y simetrizan la matriz de rigidez.

De los tres métodos, el segundo, que consiste en parametrizar las rotaciones, es el
mas importante, como tendremos ocasion de comprobar. Esbozado por Géradin, no
lleg6 sin embargo a ser desarrollado en profundidad; la complejidad de los primeros
resultados desviaron de inmediato la atencion al estudio de casos particulares simples.
Directamente relacionado con €l, se encuentra el método de Argyris, que goza del

privilegio de haber sido el primero en explicar las aparentes contradicciones que
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derivan de la no conmutatividad de la suma de rotaciones y, resueltas €stas, devolver
la simetria a la matriz de rigidez. Comparado con el de Géradin, resulta sin embargo
mucho mas artificioso y complejo, aparte de que se propuso desde un principio en una
version reducida, conocida como método de las rotaciones semitangenciales, que
oculta el verdadero alcance del método. De estos dos métodos generales de componer

rotaciones y de la relacion que se da entre ellos nos ocupamos en el préximo apartado.

IL. 9.—- COMPOSICION PARAMETRICA Y SEMITANGENCIAL DE ROTACIONES

Para evitar los problemas derivados de la no conmutatividad, Argyris [A2, A3]
modificé el modo tradicional de componer dos o més rotaciones, introduciendo las
rotaciones semitangenciales, que se definen en el apartado AIl.10 del Apéndice 1I. El
término ‘“‘semitangencial” alude, por un lado, al sentido geométrico implicito en su
definicién, y, por otro, al hecho de que estas rotaciones sean energéticamente
conjugadas de los momentos conservativos semitangenciales de Ziegler [Z1].

En concreto, Argyris defini6 la suma semitangencial “(j}” de dos rotaciones v,y
v, del siguiente modo —consultar el Apéndice II-:

S

V,@V,=0v,®0 (I1.37)

tomando para ©; la rotacién cuyo vector de Rodrigues viene dado en funcién de los
vectores de Rodrigues de v, y v,, por la expresion:

1
vy = [0, R [v,]] (I1.38)
La suma (I1.37) no depende del orden de composiciéon de las rotaciones, pues el

resultado es una expresion simétrica en V; y Vo:

s 1

v®v, = [Vv+v,] (11.39)
1 2 T 1 2

— l-vv, = ~
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De este modo, Argyris garantizd la conmutatividad de la suma y recuperd la

simetria de la matriz de rigidez K al calcular sus componentes asi:
K1j3=[DU‘Ei’st]=[DU'Pj’Psi]3=Kji (IL.40)

Naturalmente, existen otras muchas leyes de composicién conmutativas, aparte de
la suma semitangencial, y con ellas el método de Argyris se puede extender mds alld
del caso particular aludido. Asi, basta tomar una funcién f cualquiera simétrica en V;
y By, como la (II.39), para definir de forma implicita una suma conmutativa:

S

vV, @V, = f(v,,V,) (1L.41)

Esta, a su vez, equivale a la suma convencional de dos rotaciones v, y 03, como

se indica en (I1.37), viniendo 02 dada por:
v i=-v, ®f (11.42)

En el caso particular en que f coincida con (I1.39), la regla (I1.42) conduce a
(I1.38); ahora bien, si se toma una funcién distinta, el resultado varia y ya nada tiene
que ver con el concepto original de rotaciéon semitangencial de Argyris. Por ejemplo,

si se toma: f =V, +V,, el vector de Rodrigues de la rotacion (I1.42) es igual a:

1 ~
”2::1+012—1)T11)2 [V,+V,V,] (I1.43)

Recorriendo este camino en sentido inverso, podemos ahora definir una nueva
suma conmutativa combinando (I1.37) y (11.43). Este es en sintesis el procedimiento
que utiliz6 Argyris para definir la suma semitangencial, s6lo que en este caso hubo de
sustituir el vector (I1.43) por el (I1.38).

Volviendo a (II.41), observamos que las componentes de f son en realidad los
parametros de Rodrigues de la rotacion compuesta (I1.37), y teniendo esto en cuenta,

si f=v,+7v,,lasuma de v y ¥, equivaldrd a dos desplazamientos consecutivos en
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el espacio paramétrico. Asi, trabajando directamente sobre el espacio paramétrico,
interpretando la aplicacion de una rotaciéon como una variacion paramétrica de estado
de deformacion ) del sistema, se resuelve de forma natural el problema de hallar una
suma de rotaciones conmutativa. La figura II.5 muestra las trayectorias que se
describen en & cuando se componen dos rotaciones de este modo —curvas de trazo
blanco—. Al confluir las dos trayectorias en un mismo punto x* queda patente que el

resultado de sumar dos rotaciones no depende del orden de composicidn de éstas:

S
X(OL)L Xl(a+Aal)& x'(o+Aa' +Aa®)
(I1.44)

02 2 2 DZ@DSI * 1 2
x(o) — x (+Ao") ——— y (o+ Ao +Ao”)

Compdrense estas trayectorias con las que se obtienen cuando se suman las
rotaciones de forma convencional, en cuyo caso, en vez de converger en un mismo
punto y*, divergen y presentan extremos finales ¢’ y % distintos.

En suma, las dos variaciones paramétricas (I[.44) equivalen a la suma de dos
rotaciones en el sentido convencional: V,® v, y V,® v}, viniendo dadas v} y v} por
(I1.43). Esta forma de sumar rotaciones la denominaremos composicién paramétrica.
De acuerdo con esta definicion, sumar paramétricamente dos rotaciones en el sistema
de Rodrigues equivale a hallar la rotacion cuyo vector de Rodrigues es igual a la suma
de los vectores de Rodrigues de las rotaciones que se componen.

De lo expuesto hasta ahora queda claro que toda composicién paramétrica se
puede considerar un caso particular de composicion en el sentido de Argyris, aquél en
que f es justamente: f = o, + O ,, supuesto que ¢ sea un sistema de parametrizacion.

La inversa, sin embargo, no es cierta. La composicion semitangencial de Argyris

es conmutativa pero no distributiva:
(V,®V)P V) %V, D (v, ®v))°

ya que, para serlo, f debe ser también distributiva y (II.39) no goza de esta propiedad.
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Por el contrario, la suma paramétrica siempre es distributiva. Este simple hecho pone
de manifiesto que no toda composicion de rotaciones en el sentido de Argyris equivale
a una composicion paramétrica. Por equivalente entendemos que exista un sistema de

parametrizacion o tal que para toda pareja de rotaciones v, y V, se tenga:
S
vV, -0, S V,>0, . V,Ov,—-o0,t+a, (IL45)

Por tanto, para que las composiciones de Argyris y paramétrica sean equivalentes
la funcidn f tiene necesariamente que ser distributiva. La duda que se plantea ahora es
si esto es suficiente. Vamos a probar que si, que la composicién de Argyris equivale a
una composicion paramétrica si'y solo si f es conmutativa y distributiva.

Sean para ello Av,, Av, y Av, tres rotaciones con giros muy pequenos de valor At,
en las tres direcciones m, del espacio E’: Av,:=Atm,. Compongamos ahora en el
sentido de Argyris n rotaciones Av, con m Av, y con [ Av, Como el orden de la suma
no afecta al resultado —por ser f conmutativa y distributiva—, podemos asociar a éste la
triada (n At, m At, [ At). Si hacemos esto, habremos establecido una correspondencia
entre el conjunto de rotaciones que resultan de sumar las Av, un nimero entero y finito
de veces y los puntos de la malla con ancho At que cubre el primer cuadrante del
espacio E’. Si se admite ademds que la inversa de una rotacién cualquiera v para la
ley (-?-) es su opuesta en el sentido convencional, —v, y afiadimos a las tres bdsicas Av,,
Av, y Av, sus inversas —Av,, —Av, y —Av,, la correspondencia con la malla de ancho At
se extenderd a todo el espacio E’. Es evidente que cualquier rotacién se puede
aproximar tanto como se quiera por una suma de rotaciones Av. si At se hace
suficientemente pequefio; y también, que la distancia de cualquier punto de E* a un
nodo de la malla es siempre menor de 2At. Obligando, por tanto, a que At — 0, se
establece por continuidad una correspondencia entre E* y SO(3), que equivale a
encontrar un nuevo sistema triparamétrico para las rotaciones. Esta correspondencia es
multiforme, como se vio en el apartado II.5, pero continua en cada rama y, por
construccion, cumple (I11.45). Queda asi probado que la ley de composicion de
Argyris, cuando la funcién f es conmutativa y distributiva, genera un sistema
paramétrico que cumple (I1.45), y por tanto que en estos casos la composicion de

rotaciones en el sentido de Argyris equivale a una composicion paramétrica.



44 Capitulo Il : Rotaciones Finitas en el Espacio

Evidentemente, si se cumple (I1.45), las derivadas direccionales (I1.40) pasan a ser
derivadas parciales en el espacio paramétrico y verifican la regla de Schwarz, como se

coment6 en el apartado anterior, generando una matriz de rigidez simétrica:

U U K.. (IL.46)

K..:: = =
Yodoyday da da, M

Ademads en este caso conmutan también todas las derivadas de orden superior. Por
contraste, en la composicién semitangencial y, en general, en aquéllas en que f no sea
distributiva, s6lo conmutan las derivadas de segundo orden —suponiendo que f sea
conmutativa—. Si se tiene esto en cuenta y también que la composicion paramétrica es
conceptualmente mads clara que la semitangencial y, desde un punto de vista operativo,
mads simple, se entiende por qué ha prevalecido, haciendo practicamente desaparecer
la dltima. Comparada, por otra parte, con la derivada objetiva de Simé —que es el
tercer método de simetrizar la matriz de rigidez y que exponemos en el siguiente
apartado—, €sta aparece como una técnica artificial de forzar lo que en el espacio
paramétrico se obtiene de forma natural. Podemos, pues, afirmar, que la composiciéon
paramétrica es hoy en dia la técnica méds adecuada de resolver los problemas que
presenta un andlisis general no lineal de estructuras con grandes rotaciones.

Conviene advertir, para terminar, que en los sistemas hiperparamétricos al estar
ligados los pardmetros por relaciones no lineales, los desplazamientos en E™ no son
libres y la composicion paramétrica se puede complicar mucho. Por ejemplo, en el

sistema de Euler—Rodrigues, la composicion conmutativa se puede definir asi:

A A -1
Pid,=4d,p,:=A(p,+q,) -~ A=|p +q, (11.47)

siendo preciso introducir el escalar A para que el resultado de la composicién sea un
cuaternio de médulo unidad y represente una rotacion. Ahora bien, este factor A
transforma la composicién paramétrica en una composicion de Argyris, haciendo
inviable la primera. En estos casos, 1o mds préictico es ampliar el funcional U usando
la técnica de los multiplicadores de Lagrange; con ello, las variaciones en el espacio
paramétrico vuelven a ser independientes y adquiere de nuevo sentido la composicion

paramétrica.
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I1. 10.—- DERIVADA OBJETIVA DE LAS ROTACIONES

Si lo que mas deseamos no es tanto encontrar una ley de composiciéon conmutativa
como lograr que la matriz de rigidez sea simétrica, un método posible para conseguir
esto dltimo es sustituir las derivadas convencionales (I1.36) de Gateaux por derivadas
intrinsecas, independientes de las bases locales {v.} en &. Esta idea, desarrollada por
Simd, es la base del método para simetrizar K que se expone a continuacion.

Las derivadas parciales de primer orden de la energia U con relacién a los giros 0,

son derivadas direccionales que pueden escribirse explicitamente asi:
DU-0,=gradU-& (11.48)

Suponiendo que las rotaciones estdn parametrizadas por medio de un conjunto de

funciones 0; (o ), la derivada segunda de U con relacion a los giros 0; valdra:

a[gradU-&,i] dar |

DU-06.,0.]:= =
[ 095 oo, 08,
= a—[gradU] -E_,.aocl+gradU~[D§ .-n%] (I1.49)
o, ' 96, b '
ao, o, |
= [DU'(xkaOh]aei 26, +58ijk gradU-§,

A diferencia de las derivadas con relacion a los pardmetros o, que son objetivas y

cumplen DU -, ,o0, =DU -0, ,at, , las derivadas con relacion a los giros no lo son:

[DU-6,,6,1-[DU-6, .6, ]:=¢,,, gradU-§, =¢,,, [DU-6,] (I1.50)
Escribiendo ahora (I1.50) en la forma,

do, dot, DU.6. 6 1 U6 s
26, aej =1 Hio J]_zgijk[ 0] (IL.51)

[DU-o, ,0, ]
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se aprecia que el término situado a la izquierda de la igualdad es simétrico en (i, j) y,
por tanto, también lo es el derecho. Aprovechando esta propiedad, definimos ahora

una nueva derivada segunda con relacién a los giros 6 ;, que denotamos “V””:

1
VU8,:6,1:=[DU0,.0,]1-=e,, [DU 0, ]=

) (I1.52)
=[DU-6,.0, ] ~5 [DU -6, %6, ]
La caracteristica principal de esta derivada es su simetria:
VU[B,;6,]=VU[6,;6,] (I1.53)

Teniendo en cuenta que las derivadas DU-0, son los momentos conjugados de los

giros, M, , el Hessiano VUIO,; Gj] puede escribirse también en la forma alternativa:

~

VU [6;;6,]:=[DU-0,,0,] —12 m 0,x0 = [DU-6,.8; ]+l2 m;, (I1.54)

Denominaremos a VU [6,;6,] derivada segunda objetiva por ser independiente de
la variacion de los vectores &i. En efecto, las componentes del Hessiano VU [6,; Oj]
son las componentes covariantes de un tensor euclideo de segundo orden en E°,
invariantes, sin embargo, con relacion a los cambios de coordenadas x, en &.

A los mismos resultados llega Sim6 haciendo uso de la teoria de las variedades
diferenciables [S2]. En la teoria de variedades, al grupo SO(3) de las rotaciones finitas
se le dota de una métrica bi—invariante que lo convierte en una variedad Riemanniana,
y se define en €l una conexion de Levi—Civita “V” o derivada covariante [L1,M1,W1].
A partir de aqui se puede redefinir el concepto de Hessiano de una funcién escalar y
lograr que éste sea simétrico. El resultado final de este proceso es formalmente
idéntico al anterior; sin embargo, el procedimiento es mucho mas complejo, aparte de
exigir una herramienta matemética demasiado abstracta para el propdsito que se
persigue. El método expuesto en este apartado y desarrollado a lo largo de este trabajo
prueba que en el campo de las estructuras con rotaciones finitas no es necesario

situarse en un plano de abstraccién tan elevado para obtener los resultados apetecidos.
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I1. 11.- DERIVADAS PRIMERAS DE LOS TENSORES FUNDAMENTALES.

Al desplazarnos sobre &° cambian las bases locales € y £y con ellas los tensores
F y G. Las derivadas de estos tensores verifican una serie de propiedades notables,
muy importantes en la teoria de vigas, que vamos a exponer y deducir en este
apartado. Todas ellas, directa o indirectamente, se desprenden o son consecuencia de
la relacion (I1.34). Dada la importancia que tienen en futuros desarrollos, conviene
escribirlas de una forma mads simple y manejable; para ello, vamos a deducirlas de
nuevo desde otro punto de vista. Veamos.

Dado que a cada punto de la subvariedad &% le corresponde una rotacién R del
nodo k del sistema, supongamos que nos movemos en &°® entre dos puntos proximos ¥,
y x* siguiendo dos caminos diferentes, como muestra la figura IL.5; sean, ademds, o y
B las direcciones de giro que corresponden en la figura a las variaciones Ac' y Aco*. En
estas condiciones, el operador rotacién R variard al desplazarnos sobre g° y sus

derivadas de primer y segundo orden en las direcciones o y B serdn:

R, =6,R © R,=6,R
) (IL55)
6, R

R,,=6,.,R+ 6,6 +0,

R . R, =0, R+0

Como la aplicacién R <>  es uniforme, al menos de clase C* en ausencia de
singularidades, las derivadas cruzadas de R con relacién a o0 y [ seran iguales en

virtud del teorema de Schwarz: R ;s =R 4, y se tendra:

~

6,,,-0,,6,0,-6,06,=0,0

(IL.56)

o

(la dltima igualdad se desprende de la propiedad AI.8 del Apéndice I). Ahora bien,

esta igualdad de operadores antimétricos equivale a la sencilla relacién vectorial:

0,.,-0,.,=6,0, (IL57)

o

cuyo significado es el siguiente: para que al sumar dos rotaciones o y B el giro final
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sea independiente del orden en que se suman, es preciso efectuar en las segundas
rotaciones la correccidon de segundo orden implicita en la relacion (I1.57). Se llega asi
de nuevo al resultado (I[.20), que marca la desviacién de segundo orden que se
produce al componer dos rotaciones diferenciales en distinto orden. En el fondo las
relaciones (I1.20) y (I1.57) son dos expresiones equivalentes que reflejan una misma
propiedad de las rotaciones finitas: su cardcter no conmutativo.

Hemos supuesto que la base de referencia de las rotaciones era fija. Con idéntico

razonamiento, si se considera el sistema de referencia mévil, se obtiene:

0,.,— 0, (IL.58)

Centrandonos ahora en las derivadas de los operadores F y G, vamos a probar en
primer lugar que las derivadas de F verifican una relacién equivalente a la (I11.34).

., . . e e, k .
La demostracion es simple ya que, por definicion, §, =F. €, _, y en consecuencia:

[DE,-&,]=[DF;-&]e, +F | [De, &] (11.59)
de donde,

[DF{-&,-DF}-& ]¢e, =

= [DE.bi'E.lj_ng'gi]_F:( [Dsk'gj]—i_F}( [Dek'gi]

Ahora bien, la suma de los dos ultimos términos del miembro derecho de esta

igualdad es nula ya que, en virtud de (I1.35), se tiene:
F{[De,-§|=F;F[De, ¢ ]=F;F;[De,-€,]=F}[Deg,-§]

conloque: DF-§& —-DF[-§ =[DE,-§;-D§;-& |e" =eijm§, &

y como ademds £ €“=F", se llega finalmente a la siguiente relacién:

DF{-& -DF!-& =e(ijmFp} (11.60)
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Resultado que puede escribirse también en la forma compacta:
[DF-&;|n, ~[DF-&,|n;=Fnn, (IL.61)

0, si se prefiere,
DF[-§,-DF; &, = F;

DF}-§,-DF%-E,=F; (I1.62)

DFg-ﬁl—DFi{-§3= Flz(

Procediendo del mismo modo con la relacién inversa €, = G| &, , sustituyendo las
derivadas de la base & por las derivadas de la base €, se obtiene una relacion andloga

para la matriz G. En efecto, partiendo de
De,-g,=[DG-¢,|&, +G[DE, €] (11.63)
y teniendo en cuenta (I1.34) y (I1.35), se deduce,
[DG'-&;-DG-£,1§, =G D, &, -G DE, ¢, =

1

=G7G'[DE,-§-DE -, 1=GGlenrb &,
k k — n T
y portanto, DG &;-DGj-& = GjGjenrk

esto es, [DG‘sj]ei—[DG-si]aj = Gz»:sz-:i (11.64)

(una comprobacioén directa de (I1.61) y (I.64) en el sistema de Rodrigues se recoge en
los apartados AIIL.7 y AIIL.8 del Apéndice III). Ambos resultados se han obtenido
suponiendo las rotaciones referidas a una base fija; cuando vienen referidas a una base

. . . , * *
movil, se obtienen relaciones andlogas para F' y G:

[DF*-& In, —~[DF"-&,In,=F"n n, (IL65)
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~

[DG"¢e,]e -[DG"¢e,]e, =Ge,Ge, (IL.66)

Estas propiedades son generales y no dependen del sistema de parametrizacion; su
importancia se verd mds adelante.

También es importante conocer las derivadas de los tensores G y G'; sin
embargo, éstas si dependen del sistema de parametrizacion y es preciso calcularlas por
separado en cada caso concreto. Este cdlculo por regla general no es dificil, pero
presenta un problema, y es que las derivadas de estos tensores son de orden 3 y no se
pueden expresar matricialmente. La mejor forma de solventar esta dificultad es
calcular, no las derivadas de los tensores en si, sino las derivadas de su producto
contraido por un vector fijo v; como este producto es un vector, su derivada serd un
tensor de segundo orden y éste si se puede expresar matricialmente.

Dependiendo de que el vector v pre-multiplique o post-multiplique a Gy G, se

pueden definir cuatro tensores S, T,T y S del siguiente modo:

vidG (o):=da’'S(v,o) .. S, ;:=[DG"j-g]v, (IL67.a)
dG*()v:=T(v,oyda .. T,;:=[DG"i-g ]v, (IL67.b)
VidG(e):=da'S (v,@) - S, ;:=[DG!-g,]v, (IL67.c)
dG(wv:=T(v,wyda . T,:=[DG! ¢,]v, (IL67.d)

Como es légico, estos cuatro tensores, que apareceran constantemente al estudiar
la teoria de vigas, no son independientes, sino que estdn relacionados entre si a través

de un conjunto de relaciones simples, que para un sistema s-paramétrico son:

S"(v,o):=—.......... — o S'(v,o):=[— ... —| (11.68)

y sus reciprocas —nétese que S 'y é sondeordens X3y Ty T de orden 3 x 5—,
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-v'S'(e,;a) - -v'S'(e, ;00 -
T(v,a):=[-v'S"(e,;o)—| . T(v,a):=[-v'S(e,;a)—| (I.69)
—-v'S'(e;;a) - —V'S"(e ;) —

En un sistema vectorial, estas relaciones son todavia mds simples:

T(v, o) =T (v, —o0) = S"(v, &) = —S" (v, — o) (I1.70)

Pues bien, volviendo a (I1.64) y (I1.66), si se multiplican éstas por un vector

constante v, se obtiene para los sistemas triparamétricos (s = 3):

SV.o)-S"(v.o)=-G'vG .. Sv.a)-S"(v.o) =GVG® (IL71.a)

y, en general, para cualquier sistema de parametrizacion:
F'[S(v.o)-S"(v,o)] F=—¥ - F7[S(v.e)-S"(v,@)]F' =V (IL71b)

Estas ecuaciones matriciales representan una forma mads elaborada y préactica de
expresar las relaciones (I1.57) y (I1.58).

Si se actualiza el sistema referencial adoptando como configuracién de referencia
x“ la correspondiente al estado actual de deformacion del sistema, entonces o, = 0 y
los resultados anteriores se simplifican bastante. Por ejemplo, en el sistema de

Rodrigues se reducen simplemente a:

1
| =3 I . G9=21 (I1.72.2)
0) 1 0)
£V =—¢ (IL72.b)
2DEY-ED =e(ijr)EY (IL.72.c)

DE”-e,-DE"-g, =e(ijme, (11.72.d)
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Noétese que (I11.34) y (I1.72.d) se implican mutuamente, en virtud de (I1.72.b).
En el sistema de Rodrigues, la simplificacidn es ain mayor si, aparte de actualizar
la configuracién de referencia, tomamos ) como origen de coordenadas y, del espacio

paramétrico, ya que entonces €, =n Yy se tiene:

£, =l2 n (I1.73.a)

2D§0i-nj =e(ijk)n, (I1.73.b)
D§,,;'n;-D§;,'n, =e(jmn, (I.73.c)
DF{-n,—DF; n, =e(ijk) (IL73.d)
DG {-n,-DG {-n,=4e(ijk (IL.73.e)

Esto es, las bases & , y n estd orientadas del mismo modo y se diferencian s6lo en
el médulo de sus vectores basicos: ||&,,||=1/2y || n,|[=1 (i 1, 2, 3). La variacién
de la base & , al alejarnos de ¥, en las tres direcciones ortogonales n, viene dada por la
sencilla regla (II.73.b) y se representa graficamente en la figura I1.6.

Por otra parte, los operadores Sy T verifican una curiosa propiedad que los
relaciona de un modo distinto al indicado en (I.71), y que es consecuencia directa de

la identidad G =R G". En efecto, derivando ésta con relacién a €, se obtiene:

DG-¢.=R[DG -¢,]+[DR-€.]G"

~

y teniendo en cuenta que: DR-g,= Ré;r =R G'e, (IL.74)

se deduce, DG-£,=R[DG g+ G'e,G"] (I1.75)

Multiplicando ahora escalarmente (I1.75) por €; y considerando (I1.66), se llega a

la siguiente relacidn:
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D&ofél =0
DE.~01'Z}2212§ 3
D&()l'&s _12&: 2
&] n,
F

Figura I1.6.

Variacion de la base & sobre & en un entorno de ,

[DG-€,]e,=R[DG"¢ ] g,

Claro estd que si se cumple esta relacion para toda pareja de vectores (€, € ;), se

cumple también para dos direcciones arbitrarias do. y da de &°. En consecuencia,
8Gdo=RdG 3o (IL.76)

y pre-multiplicando éstas por el vector [Rv]", teniendo en cuenta (I1.67.a) y (IL.67.c),

S S (Rv; )da=da" S(v; o) dox
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o lo que es equivalente: puesto que dot y 0Q. son variaciones arbitrarias inicamente
sujetas a las relaciones de ligadura propias del sistema de parametrizacion, se tiene en

un sistema triparamétrico:

S (v:a) = ST(RV: o) (IL77.2)

y, en general, F'(a)S (v; )F(a) = F'() ST (Rv; o)F(o) (I1.77.b)

que es la propiedad que deseabamos probar.
Al mismo resultado se llega derivando F R =F en la direccién § .. En efecto,

en este caso, como DR-§, =R, se tiene:
[DF"-&, In,=[DF-§,]Rn, + F 'i,n,
y suméndole (I.65): [DF"-&, In,=[DF-§,IRn,

esto es, SF"-de =dF-R&6

Ahora bien, la equivalencia entre esta expresion y (I1.77) es inmediata si se tiene
en cuenta la doble identidad G F = G'F =1 . Por tanto, las cuatro relaciones (I1.61),
(I1.64), (I1.65) y (I1.66) conducen al mismo resultado (II.77), y en consecuencia entre
Ty T no se da una relacién equivalente a (I1.77).

Por otra parte, de (I1.76) se deducen expresiones muy simples para las derivadas
direccionales de los operadores G, G*, Fy F". Asi, suponiendo en (I1.76) que una de

las diferenciales “d” o “d” tiene lugar en una direccion determinada “s”, se cumple:
8Ga, =RG",8a y G, do=RdGa,, (I1.78)

y por tanto, en un sistema triparamétrico se tiene —considerando (I1.67.b) y (I.67.d)—:
G, =R"T(a, ;) .. G, =RT(a, ;) (11.79.2)

y, en general, en un sistema cualquiera:
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G', F(w=R'T(a, ;o)F(@) . G, F(a)=RT(a, ;F(a) (IL79.b)

Derivando ahora las identidades G 'F =1 y GF=1, se extraen las derivadas de

% . . L. .
Fy F en los sistemas triparamétricos:

* *

F', =—FT(a, ;0)F* . F, =—F'T(a, ;a)F (11.80.a)

>

Y se deducen para un sistema cualquiera, sea o no triparamétrico, estas otras

propiedades que utilizaremos mds adelante:
GF*, =-T(a, ;)F* - G'F, =—T(a, ;0)F (IL.80.b)

G'F’, =-R'T(a, ;) F* - GF, =—RT(a, ;) F  (IL80.c)

I1. 12.—- DERIVADAS SEGUNDAS DE LOS TENSORES FUNDAMENTALES.

Las derivadas segundas de los tensores fundamentales G y G* —los tnicos que
interesan en la teoria que desarrollamos en proximos capitulos— son tensores de cuarto
orden, con una expresion muy compleja si se refleja la multilinealidad de los mismos.
Sin embargo, su producto contraido con dos vectores constantes y arbitrarios, v y z,
son dos simples tensores de segundo orden Ay A. Estos dos tensores, cuya obtencion
equivale al célculo de las derivadas de G y G”, se definen a través de las siguientes

relaciones diferenciales:
v'ddG (a)z =da'A(V;z;0)do (I1.81)
v'doG(a)z = d(XTIA\(V JZ;0)00 (11.82)

o bien, en funcién de los operadores introducidos en (I11.67), por medio de estas otras

vdT(z,o)=do'A(v;z;0) (I1.83.a)
dS(v,o)z=A(v;z;o)da (I1.83.b)
dS(v,a)z=A(v;z;a) do (I1.84.2)

vidT(z, o) =do’A(V:Z: ) (IL.84.b)
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Evidentemente, estos tensores son simétricos al permutar las diferenciales d y &:
Aviz;o)=A'(v;z;o) .. ]\(V 125 00) =1A\T(V 125 00) (11.85)

Como en los sistemas vectoriales se cumple ademas: G(o)=G(-o) —(I1.29.b)-,

enellos A y A estan relacionados del siguiente modo:
Avizio)=A(Viz;—a) (IL86)

Esta propiedad, repito, es exclusiva de los sistemas vectoriales; en los demas no
se da. El célculo efectivo de A y A en los sistemas de parametrizacién comunes se
recoge en el Apéndice III. Estos tensores se necesitaran en el capitulo I'V para calcular
la matriz de rigidez tangente K del elemento—viga. Otro tensor que aparecerd al

calcular K es el siguiente:
Z(c;a, ;o)do:=d,[G', () c] (11.87)

Las diferenciales segundas de G y G son funciones bilineales —cuadraticas— de
las dos direcciones de diferenciacion d y 9; este cardcter bilineal se expresa a través de
los tensores A y A. A diferencia de éstos, Z sélo refleja explicitamente el cardcter
lineal que tienen las diferenciales con relacién a una de las direcciones. La ventaja en
este caso es que el producto contraido que se diferencia depende de un solo vector.

A

Entre los tres tensores se dan sencillas relaciones; por ejemplo, entre Z y A se tiene:

ZTSG,TSc:dlzTSdSGTc:a,TS Alc;z;0) dat (IL88)
S

y sustituyendo en ella z por cada uno de los vectores basicos e, de E*, se llega a:

Z(C; 0, 3 0)=] oo (11.89)
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En los sistemas triparamétricos se dan otras relaciones interesantes entre Z y A.

Estas se deducen de la ecuacién (IL.79.a) entre G, , Ry T. Veamos:
Z(c;a, ;o)do=d,[G", (a)c]=d,[T (e, ;a)Rc]=
(I1.90)
=d,T"(a,;0)R'c+T'(a, ;)d R'c
Ahora bien, el primer término de la Gltima igualdad se puede escribir asi :
d,T'(a,;a)R'ce=A(R'c;a, ;o)da
debido a que A es simétrico; por otra parte, se tiene: d _R" =— G"(ar)dae R, y asf:

Z(c;a, ;o)da=A(R'c;a, ;o)da-T (a, ;o) G (a)da R¢

que es la relacion antes aludida. Esta se puede escribir de otras dos formas cambiando

el orden del producto vectorial en el dltimo término y aplicando la propiedad (AL 17):

Z(c;a, ;a)=A(R"c;a,;a)+T"(a, ;a)Rc G () (IL91)
Z(c;a, ;a)=AR'c;a, ;a)+T (o, ;a)R ¢ G(a) (1I1.92)

Del mismo modo que se definié Z a partir de G, se puede definir otro tensor Z
partir de G

Z(c;a, ;a)da:=d, [G™", (a)c] (I.93)

Teniendo en cuenta de nuevo (I1.79.a) y procediendo como antes, se obtiene:
d,[¢" G, (@) ]=da’[ G™" (@) ER'"T(at, ;) + A(Re; @, ;1) |

y, por tanto: i(c ;0L 5 0L) = ]\(Rc ;0L 0 — ’i‘T((x,S;(x)RE G'(a) (11.94)
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I1. 13.—- DERIVADAS ESPACIAL Y TEMPORAL EN UN CAMPO DE ROTACIONES

Sea R(t, s) un campo de rotaciones de E’ dependiente del tiempo t y de una
coordenada espacial s y R el valor de este campo en (t_, s). Supongamos conocidos,
para cada valor de s, los giros relativos . (t, s) entre t, y un tiempo variable t > t,. Sean
n y e = R(n) dos sistemas de referencia: el primero, absoluto o fijo en E’, y el
segundo movil girando con R. En estas condiciones, vamos a estudiar los cambios que
experimenta el triedro movil e al variar t y s, determinando las velocidades angulares
® =axial [RR"]y curvaturas T =axial [R, R"] del campo R —figura IL.7—.

Los pardmetros rotacionales, las velocidades angulares y las curvaturas absolutas
—referidas al sistema global— se denotardn o, ® y T, y los parametros, velocidades y
curvaturas relativas en la base mévil o, ®"y T .

s A&
(o + o, ds)
D O e
o+ao, ds
n o
s
to t t
Figura I1.7.

Curvatura en un campo de rotaciones R(t, s)
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IL. 13. 1. -Curvatura de flexotorsion

En la figura I1.7, la orientacién del triedro e en la posicion 4 depende de los giros
relativos 1-3 y 3—4. Variando la coordenada espacial s una cantidad diferencial ds, los
dos giros anteriores valdran: T ds y v(o)+dv(a), supuesto v(a) el giro entre las
posiciones 1 y 2. Componiéndolos se obtiene el giro relativo diferencial T ds entre las
posiciones 2 y 4, y por tanto la curvatura T en el instante t. Dado que T ds es funcién
de a(s), T ds ya+a, ds, la curvatura T se podra expresar del siguiente modo en

funcidn de estas cantidades:

T=g(a) T +h(a)o,, (I1.95)

. * * * * , . ., 2~
De igual forma, T ,T,,0 y O, estardn relacionadas por una expresion andloga

>s
—en este caso, es importante que T, T., &'y @', estén referidas a sus bases locales
para que la relacion funcional sea independiente de la orientaciéon R, del sistema local

inicial e —; esta expresion es del tipo:

=5 (a) T+ (), (1L96)
Como, ademds, T=R(a)R t'=R _R(at*)T", se tiene:
=R, [g" ()T ,++ (e, ] (IL.97)

=R, [¢7 (@)t +1"(a") ", ] (I1.98)

obteniéndose asi la forma concreta de dependencia entre los vectores curvatura y la
orientacion R del sistema referencial (obsérvese que la relacion funcional entre T,
T,, a0y o, sidepende explicitamente de R ).

Conocidas estas relaciones, el cdlculo de la curvatura puede independizarse de R
y simplificarse tomando R =1, esto es, haciendo coincidir los sistemas de referencia
local e, y global n en (t_, s), como se indica en la figura II.7 —una demostracién mas

general que no presupone R =1, se presenta en el Apéndice [V-.
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La figura II.7 muestra las dos vias o secuencias de giros por medio de las cuales
se puede pasar de la orientacion inicial R en (t,, s) a la final R en (t, s+ds). Dado que
el resultado final es independiente del camino elegido y del sistema de referencia, fijo

o movil, adoptado para las rotaciones, debe cumplirse:

R(t, s +ds) =R(a +do)R(T ds) (I1.99.a)
R(t, s +ds) =R(t ds)R(a"+da ™) (I1.99.b)
R(t, s +ds) =R (o) R(t"ds) (I1.99.¢)
R(t, s +ds) =R(tds)R(a) (11.99.d)

Ahora bien, por una parte se tiene:

R(t ds)=I+7 ds
R(t'ds)=I+1"ds
R(tds)=I+71ds

y por otra:

R(a+do) = R(a)[ T+d0" ] = R(a)[ T+ G* (ov)dot]

R(a'+da’)=[ I+d6 IR(a)=[ I+G(a")da" |R (o)

Llevando estos resultados a (I1.99), e igualando por un lado (I1.99.a) con (I1.99.c),

y por otro (I1.99.b) con (I1.99.d), se obtienen estas dos relaciones:

R(a)T ds + R(a)G " (a)doe = R(o)T*ds

T.dsR(a)+ G (0" )do” R(at) = T dsR(a)

que, simplificadas, se reducen a:

T,ds+ G" (o)dar=1"ds (I1.100.a)

~

T.ds + G(a")da" =T ds (I1.100.b)
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El incremento de curvatura referido a la base local AT "= T'— 1T, —o curvatura por
flexotorsion— es esencial en la teoria de vigas; en lo sucesivo, lo denotaremos k. Se
obtiene dividiendo (I[.100.a) por ds y teniendo en cuenta que al haber supuesto
R, =1, t,=1,. Procediendo de este modo, las ecuaciones (I1.100) conducen a dos

relaciones muy importantes, que son:

k=R/G"(0)a,, (I.101)

At=R G )a’,, (I1.102)

Determinados los incrementos AT y K, las curvaturas totales en el instante t
valen: T=T +AM y T =T,+X.
Obsérvese en las dos ultimas relaciones que el incremento de curvatura K viene
expresado en funcién de o y o, , mientras que AT viene expresado en funcién de
* ® . ., ., * *
o yao, . Sisedesea, se puede expresar también K en funcionde o y o, y AT

en funcion de o0 y o, . Para ello, basta tener en cuenta que:
T, =R (t,s)T, .. a=R(t,s)a” (I1.103)

En efecto, derivando la segunda ecuacion con relacion a s y teniendo en cuenta

que R, =1 R, =R_ 1, se deduce:
o, =R [a", +T 0] (I1.104)
of) =R'[a, -T o] (I1.105)
y llevando estos resultados a (I[.101) y (II.102), se obtiene:

k=R/G" ()R [a’, +T a"]

AMt=R GO )R [a, —T o]
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En los sistemas objetivos, como el de Rodrigues, estas relaciones se simplifican
atin mas al verificar los tensores G y G~ la propiedad (AI.24) del Apéndice I, de la

que se desprenden las siguientes transformaciones:

R!'G'(@)R,=G"(Rla)=G"(a") (I1.106.a)
R.G(a)R! =G(R,0") =G () (I1.106.b)
y por tanto,
k=G'(a)[a", +T "] (I1.107)
AM=Ga)|a, —T, o] (I1.108)

En definitiva, en los sistemas objetivos las expresiones generales (11.101-102) y
(II.107-108) son cuatro formas distintas de calcular el incremento de curvatura de un
campo de rotaciones. Concretamente, en el sistema de Rodrigues, teniendo en cuenta
(I1.28.a) y (I1.28.b), estas expresiones adoptan la forma siguiente —una demostracion

directa de las mismas se recoge en el Apéndice [V—:

2

st =R, ——— 1+v |v, | (I1.109.a)
At = 1+202 [ 1+ ][ v. .- T, ] (I1.109.b)
k=R’ 1+2UZ [1-v]v, | (IL.110.a)
K=1+2D*2[ -9 |[v, +7 0] (IL110.b)

(nétese que p*z = pz). De las dos expresiones de la curvatura de flexotorsién X, la
mads sencilla y préctica es la primera (I.110.a), que deriva de (I.101). El cdlculo de la

curvatura X en otros sistemas de parametrizacion no entrafia mayores dificultades.
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La Tabla II.1 muestra el valor de K en distintos sistemas de parametrizacion [B1,
C1, S1, P1], incluido el tetraparamétrico de Euler-Rodrigues [G2, N1].

Actualizando la configuracion de referencia, esto es, haciendo V=0 en (II.110), y
sustituyendo K por dK y v por dO /2, se obtiene la diferencial material dk de la
curvatura en funcién de los giros diferenciales d® que se producen en un entorno del

punto (t,, s,)-

dk=d0", +T1.do" (L111)

dk=R"de, (I1.112)

Noétese que los términos que figuran en estas dos sencillas relaciones no son
vectores de Rodrigues sino naturales. Por supuesto, podian haberse establecido

directamente sin necesidad de recurrir a las expresiones generales (I1.110).

IL. 13. 2. -Cinemadtica del movimiento relativo

En el apartado anterior se hallaron los giros relativos de un triedro e al variar la
coordenada espacial s, manteniendo el tiempo t constante. A continuacidn, fijadas dos
coordenadas s, y s, esto es, dos triedros e, y e, y suponiendo conocidos los
movimientos relativos entre ellos asi como el movimiento absoluto del primero e, se
estudian las variaciones del segundo triedro e a lo largo del tiempo y se calculan la
velocidad y aceleracion absolutas de un punto fijo arbitrario de este triedro.

Con tal fin, sean: r(t), R(t) y ®_(t) el desplazamiento, rotacién y velocidad
angular del triedro e ; r,(t), R,(t) y ®,(t) los del triedro e; u(t) y R[o(t)] el
desplazamiento y giro relativos de e con relacién a e ; y, finalmente, x el vector de
posicion de un punto dado P del triedro e. Estos vectores pueden referirse al sistema
fijo o absoluto, n, o al mévil que acompaiia al propio triedro —al igual que antes,
distinguiremos las componentes de un vector en el sistema mdvil marcandolas con un
asterisco—. Pues bien, denotando u” y @ al desplazamiento relativo y velocidad
angular del triedro e, en la base moévil, y u, @, a los mismos vectores en el sistema

absoluto, entre ellos se tiene:
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t t+dt t

Figura I1.8.

Velocidades angulares en un campo de rotaciones R(t, s)

o, =R o u=R u (IL.113)

o o o c o

Por otra parte, entre las componentes en las bases fija y mévil, x y x*, del vector

de posicién del punto P del triedro e, se tiene:
x=R, x"=R(@)R, x"=R_R(a")x" (I.114)

Como el desplazamiento absoluto del punto P es r=r_ +u+ x, siendo x el
vector de posicion de P relativo al triedro movil e, la velocidad y aceleracion absolutas

de P valdran —supuesta @ la con velocidad angular de e —:

V=r, +u+ ®X (IL.115.a)

a=r,+Uu+®OX+0O0X (L.115.b)
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Los vectores que intervienen en (II.115) estan todos referidos a la base absoluta n.
No obstante, el desplazamiento relativo u y la velocidad angular @, pueden referirse
también a la base movil instalada en e, —lo que puede interesar, por ejemplo, al

analizar las vibraciones de un eje que gira a gran velocidad—, en cuyo caso, se tiene:

u=R [u+® u”] (I1.116.a)

o
b °° ok - * * ~ ok % * ~oxC %
u=R [u +tOo,u+0O 0o u+20 u ] (II.116.b)
Obsérvese que los dos ultimos términos son las cldsicas aceleraciones de arrastre

y Coriolis del punto P [G3]. Ademads, la velocidad y aceleracion angulares absolutas
del triedro e valen, de acuerdo con (I1.102) [AS, K1, S1]:

0o=R G )a'+mo, (I1.117.a)

®=R G(a)a'+R G(a)a'+R G(o) o'+ 0, (IL117.b)

Ahora bien, como ®,=®,0, +R, ®° =R_®, por un lado; R,=R_ &’ , por
otro, y ademds G (a)a*=T(a", o*)a”, la velocidad y aceleracién angulares dadas

por (II.117) se pueden expresar en funcion exclusivamente de vectores referidos a la

base movil:

0o=R [G0)a+®] (I.118.a)
®=R [G@)a'+[T(a", a")+® G(a)]a'+® |  (L118.b)
Escribiendo, para simplificar, los resultados (II.116)—(I1.118) del siguiente modo:

u=Rv(u';u’; ®) u=R a(u;u’u ;0 ;0 )

o=Rwo ;oa;m) o=R ¢(a;a;0; o)
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y llevandolos a (II.115), se obtienen finalmente la velocidad y aceleracion lineales y
absolutas del punto P en funcién de las velocidades y aceleraciones relativas —lineales

y angulares— medidas por un observador instalado en el triedro mévil e :

v=r +R_ [v + WR(at")x"] (I1.119.a)

a=r +R_[a+[¢+wWw]R(@ )x"] (IL119.b)

IL. 13. 3. —-Energia cinética y momento cinético de un solido rigido

Como es bien sabido, la energia cinética de un sélido rigido y su momento
cinético con relacién a un punto O se descomponen en dos partes: los debidos al
movimiento de traslacién de su centro de masa G y los debidos al movimiento de
rotacion del sélido alrededor de G. En este apartado calcularemos estos ultimos por
ser los unicos en que intervienen los giros del solido. Para ello, supondremos que el
centro de masa G es un punto fijo del espacio y que el sélido gira en torno a €l. De

este modo, la energia cinética E_ y el momento cinético del s6lido p valdrén:

1
EC:E(;)TI(D s op=lo (I1.120)

suponiendo I el tensor de inercia del s6lido y @ su velocidad angular en la base
absoluta n del espacio. Si pasamos del sistema de referencia absoluto al mévil, las
nuevas componentes del tensor I", de la velocidad angular ®" y del momento cinético

p" verificardn las siguientes relaciones:
I=RR,I'R!R" . o=RR,0° .. p=RR p",

que llevadas a (I1.120), conducen a:

E=-0"Te . p=le (IL121)
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Suponiendo las rotaciones parametrizadas, el incremento de velocidad angular
A®'=® - ®, vendrd dado por la misma expresién (IL.101) de la curvatura de
flexotorsion, intercambiando en ella el papel de las variables s y t, esto es,

sustituyendo la derivada espacial del vector o por su derivada temporal:
Ao'=0"- o =R!G"(0)a (I1.122)

Llevando ahora (I1.122) a (II.121) se obtienen dos nuevas expresiones de la

energia cinética y del momento angular:

p=R[p+I®,] . p=1G'«a (I1.123)
1 oT ®T * . T2
E.=E. +,0'[G"LG Ja+o;p (11.124)

x o . 1
donde I,=R_I R es el tensor de inercia en la posicién (s, t),y E_ = 5 o lo,.

II. 14.— INTEGRACION DE ROTACIONES.

Supongamos que un so6lido rigido esta girando en el espacio con velocidad angular
®(t) y queremos conocer el giro total @ que experimenta entre dos instantes t, y t;. Si
dividimos el intervalo t, <t < t; en N segmentos iguales de amplitud At y calculamos
en un punto interior t; a cada uno de ellos la velocidad angular ® ; = ® (t), la suma
ordenada de las N rotaciones elementales ® ; At nos dard un valor aproximado ®  de
®. Logicamente, cuanto mayor sea el nimero N de intervalos, mayor serd la precision
del resultado, y en el limite, cuando N — oo, @ tendera al giro total ®. Los valores @
se calculan del mismo modo que las sumas de Darboux en una integral de Riemann y
sugieren la posibilidad de integrar un sistema de rotaciones ®(t) del mismo modo que
se integran las funciones escalares y vectoriales de una sola variable. La principal
diferencia estriba en que aqui la suma de los giros elementales ® ; At no es una suma

vectorial ordinaria sino una composicion de rotaciones, y como tal no conmutativa.
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Esto no significa, sin embargo, que las rotaciones no se puedan integrar, sino que al
integrarlas hay que sumarlas de forma ordenada, lo que implica introducir algunas
cambios en el concepto clasico de integral; veamos cuéles.

En términos matematicos precisos, podemos definir la integral de las velocidades

angulares @(t) en el intervalo t, <t <t de la siguiente forma:

4y
Jomdt = Lim [0, At @0 ,At®..00 (Al (IL125)
t, N

—o0

tl_to
N

con o, =0(t,), I—DAt< t, <iAt, y At =

Este limite existe y no depende de la eleccion de los puntos t, en cada subintervalo
siempre y cuando la funcién ®(t) cumple unas condiciones minimas de regularidad,
por ejemplo, que sea continua. La demostracion es sencilla si se tiene en cuenta que
por ser @(t) continua en un intervalo cerrado y acotado es uniformemente continua en

€l —teorema de Heine—, y en consecuencia:

o(t,)=0(t,)+A® con ||A® ||< 3, si:|t,—t, |<e (I.126.a)
y, ademas, que la suma de rotaciones “®” cumple:
0P0,+tA\0)AtP®, =0, P00 ,AtP® ,+ O(Am)At  (11.126.b)

con 10(Aw) [[< Al Ao |,

estando A acotado si lo estd la suma || @ | || +]| @, || +] @, ||
En efecto, para probar que el limite (II.125) no depende de la eleccién de los
puntos en cada subintervalo, tomemos dos series t, y t”,, y supongamos que ® ;y ®

son los valores de la funcién @(t) en estos puntos; en estas condiciones, se tendra:

@ @

XNo A= "o At+Ae, At] =

[©]
=2 N At+2 N O (A®, )AL
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® @
yasi, |2 N o, A2 N @ At|l<AllAe, [NAt< At —t,)8, siAt<e.

Luego el resultado (I1.125) no depende del tipo de particion del intervalo [t, t, ].
Un razonamiento andlogo prueba que la sumas finitas (II.125), al variar N de 1 a oo,
forman una sucesién de Cauchy en E® y por tanto convergen; esto es, que el limite
(II.125) existe en realidad y tiene pleno sentido la definicién de integral dada.

Si las rotaciones estdn parametrizadas, resolver (II.125) equivale a integrar el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en o :
* . 3k
o =R G(a )o +0, (I1.127.a)

Si las velocidades angulares no fueran absolutas @(z) sino relativas ®" (t), para
integrarlas deberia invertirse el orden de la suma (I.125), lo que equivale a integrar la
funcién @ (-t) entre —t; <t < —t .. En este caso, el sistema de ecuaciones diferenciales

que se integra es €ste otro en OL.

o =R!G'(a)a +®, (I1.127.b)

Debido al carédcter ordenado de la suma de un campo de rotaciones, la integral

(II.125) no es lineal ni, en general, aditiva en el intervalo de integracion:

t, t, t, ty t, t, t
J%kidmi¢ Tk, Jdo, - [do=[doe [do= [doe [do 128
to to ty ty ty ty to

Por desgracia, aun cuando la velocidad ®(t) venga dada por una funcién simple, la
complejidad del sistema de ecuaciones diferenciales (11.127) impide la mayoria de las
veces obtener una solucién analitica exacta. No obstante, en algunos casos, eligiendo
adecuadamente el sistema de parametrizacion, las ecuaciones anteriores si se pueden
integrar. Por ejemplo, si la direccién del vector @ es constante —@ =A(t) e~y se adopta

el sistema natural, la integral (I[.125) es inmediata y vale:

4
® = jto A(t)dt
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sin embargo, si intentamos resolver el mismo problema en el sistema de Rodrigues,

haciendo @ =Y(t) e, (II.127.a) se transforma en esta otra ecuacion diferencial en vy (t}

dv _1 2
G g MO+,

que ya no es inmediata, aunque su solucién puede calcularse y vale:

1 ¢4
Y(t) = tg [2 jto k(t)dt]

En definitiva, salvo en casos simples como el anterior, la integracién de las
ecuaciones (I1.127), o el cdlculo de (I1.125), que viene a ser lo mismo, no se pueden
realizar analiticamente, sino numéricamente y de forma aproximada.

Vistos los problemas que entrafa la integraciéon de un conjunto de rotaciones @(t)
dependiente de una sola variable, veamos ahora qué ocurre cuando se trata de integrar
un campo de rotaciones que depende de dos o més variables.

En el apartado anterior hemos comprobado que la derivaciéon de un campo de
rotaciones dependiente de dos variables no entrafia ninguna dificultad insalvable. No
sucede lo mismo con el problema inverso, que consiste en integrar un campo de giros
diferenciales d® = ® (t, s)dt + T (t, s)ds dependiente de las variables t y s, esto es, en
hallar el campo de rotaciones R cuyas curvaturas T y velocidades angulares @ se
conocen. En este caso, si las funciones ® y T no cumplen ciertas condiciones, el
problema no tiene solucién. Concretamente, debe garantizarse que la integral entre dos
puntos cualquiera (t_, s,) y (t, s) no dependa del camino seguido t(s) para ir de uno a
otro, lo que implica que las funciones ® (t, s) yT(t, s) no pueden ser arbitrarias.

A continuacién vamos a determinar las relaciones precisas que deben cumplir ® y
T para que la integral sea independiente del camino y el problema sea soluble.

De acuerdo con (I1.58), si existe tal campo de rotaciones, debera cumplirse:

0, -T, =0T (I1.129)

>s

Por tanto, ésta es una condicion necesaria para que se puedan integrar los giros d@

Esta condicién ademads es suficiente. Para probarlo, basta observar que si se cumple



72 Capitulo Il : Rotaciones Finitas en el Espacio

esta condicidn, se anulan los términos de primero y segundo 6rdenes en ds de la

integral a lo largo del cuadrilatero diferencial ABCD mostrado en la figura I1.9.a:
@dt®(T+7T,, d)ds® (—0— o, ds)dt ®—1ds = o(ds”) (I1.130)

y por tanto se anula también la integral sobre cualquier circuito cerrado simplemente

conexo:

f odt+tds=0 (IL131)

Para demostrar que (II.130) implica (II.131), basta cubrir el recinto que encierra el
circuito cerrado con una fina malla de cuadrilateros de lados At —As, como se indica en
la figura I1.9.b, y calcular sobre la poligonal quebrada que cubre el contorno exterior
del recinto el valor limite de la suma (I[.125) al tender a cero Aty As. Al calcular este
limite es preciso hacer dos consideraciones. La primera, que la suma (II.130), limitada
a cada cuadrilatero finito de esta malla, es un término de tercer orden en At y As, como
consta en (II.130), y extendida a todos los cuadrildteros del recinto, un término de
primer orden que tiende a cero con Aty As; esto es, que la integral sobre el contorno
cerrado quebrado de lados paralelos a los ejes es nula. La segunda consideracion es
que en un tridngulo vectorial de lados ®,At y ®,As los giros que producen las
rotaciones ®,At+M,As y ®,At @ WAs se diferencian en una cantidad de segundo orden
en Aty As, y por tanto las integrales sobre el contorno poligonal quebrado y el
curvilineo se diferencian en un término de primer orden, que tiende a cero con At y As.
Ambas consideraciones implican (II.131), con lo cual la integral I(P ,P,) entre dos
puntos P (t, s,) y P,(t,, s,) no depende del camino recorrido para ir de uno a otro, y se
tiene:

(to3s1) (tyss)
IP,.P)= | t(t,.9ds® [ ot s)d (IL132)

(to:50) (toss)
suponiendo las rotaciones referidas a una base fija; y si lo estuvieran a una movil:
(ty380) (ty58)

IP,.P) = [ @ (ts)dt® [ T°(t,.5)ds (IL133)

(to;80) (ty389)
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Figura I1.9.a. Figura I1.9.b

Integracion de rotaciones en el contorno de un recinto plano simplemente conexo.

Escritas de este modo, se observa de inmediato que las derivadas parciales de I
con relacién a s y t son precisamente Ty @, y por tanto se trata de la solucion buscada.
Los resultados se pueden extender a 3 dimensiones. En efecto, siendo d® un

campo de giros diferenciales dependiente de 3 variables x,, X, y X,

dO = x (X, X,, X)dX, + K,(X,, X,, X;)dX, + K,(X,, X,, X;)dX,, (I1.134)

la condicién necesaria y suficiente para poderlo integrar, de acuerdo con (II.58), es

que se cumpla la condicion:
K, —K., =K K. (I1.135)

12 ] ]

Ahora bien, como las componentes del tensor G en el campo de rotaciones d@ son
Gli, jl=(x);, de acuerdo con la definicion (I1.24), esta condicion de integrabilidad

equivale a establecer de nuevo la relacion (I11.64) del apartado II.11:
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[DG- ej]ei—[DG- g leg; = Gesti

El sentido e importancia de esta relaciéon quedan ahora patentes al comprobar que
de ella depende la integrabilidad de un campo de rotaciones diferenciales.

Las variables x, constituyen en si mismas un nuevo sistema de parametrizacion de
las rotaciones con la particularidad de que en €l la integracién del campo (I1.134) es
directa. Visto desde este nuevo enfoque, el problema consiste en averiguar qué campo
de rotaciones admite como sistema de parametrizacion el {x,}, o, si se prefiere, hallar
el operador rotacién R cuyo tensor G viene definido en (II.134).

La operacion inversa, la obtencion de G a partir de R, en teoria no entrafia

ninguna dificultad, pues se reduce a resolver la ecuacion:

dRR" = G(a)da (I1.136)

aunque esta operacién puede resultar laboriosa y no siempre es aconsejable. En el
apéndice II, por ejemplo, se obtienen los tensores fundamentales recurriendo a
técnicas mds directas, especificas de cada sistema de parametrizacién. En cualquier
caso, la obtenciéon de G partiendo de R resulta una tarea relativamente simple si se
compara con la operacién inversa, que consiste en obtener R a partir de G. En este
caso hay que recurrir a la integracién del campo dO= G(a)do y esta operacion es
bastante mds compleja. No obstante, en ciertos casos en que se conocen las
caracteristicas del sistema de parametrizaciéon resultante, esta integracion puede
resultar muy simple. El ejemplo més sencillo lo ofrecen los sistemas triparamétricos

objetivos. En ellos se da una relacion directa entre R y G del tipo —Apéndice I-:

R(o)=I1+0G(a) (I1.137.2)

que representa de hecho la integral general de un campo diferencial de rotaciones de
naturaleza vectorial. Una relacién andloga se obtiene en estos mismos sistemas para el

traspuesto de R, figurando ahora en ella G* en vez de G:

R'(a)=1I-aG" (o) (I1.137.b)
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I1. 15.- RECAPITULACION

Este capitulo consta de dos partes bien diferenciadas: una primera en la que se
presentan algunos resultados bésicos de la teoria cldsica de rotaciones y se analiza en
detalle el concepto cldsico de suma de rotaciones y sus implicaciones en el analisis
estructural; y una segunda, original y mds amplia, en la que partiendo del concepto de
espacio paramétrico, se precisan una serie de ideas vagamente formuladas en otros
textos y articulos, al tiempo que se demuestra un conjunto de propiedades nuevas.

Entre los conceptos fundamentales que se definen con claridad en este trabajo,
cabe citar, en primer lugar, las nociones de espacio paramétrico E" y de configuracién
&, juntamente con los tensores F y G, que se han denominado tensores fundamentales
del espacio &; también el concepto de composicion paramétrica y su relacién con la
composicion semitangencial de Argyris, que se ha generalizado, y la derivada objetiva
de Simo, facil de entender desde la nocién de espacio paramétrico.

Se han calculado ademas las derivadas de primero y segundo orden de los tensores
fundamentales y deducido una serie de propiedades nuevas que se utilizan mds
adelante al formular la teoria general de las vigas Cosserat; estos resultados se han
aplicado al calculo de la curvatura, velocidad y aceleracién de un campo de
rotaciones. Finalmente, se ha revisado el concepto de integracién y deducido las
condiciones que garantizan la integrabilidad de un campo de rotaciones en el plano y
en el espacio.

Este enfoque nuevo de algunos aspectos importantes de la teoria de las rotaciones
finitas ha mostrado con claridad que ésta sigue siendo una fuente inagotable de
resultados de gran valor tedrico—practico, si bien, como hemos podido comprobar, los
conceptos y herramientas que requiere un andlisis de este tipo no son sencillos y su
manejo diestro entrafia con frecuencia no pocas dificultades. En un intento
desesperado de obviar la complejidad inherente a las rotaciones finitas, de vez en
cuando se proponen métodos pricticos para trabajar con ellas, sin excesivas
complicaciones tedricas [S4, F1]; el resultado es una conjunto de artificios ingeniosos
de corto alcance, que sélo son aplicables a un grupo restringido de casos particulares y

no siempre alivian la tarea de célculo.
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CAPITULO 111

TEORIA DE LAS VIGAS COSSERAT

I11. 1.— INTRODUCCION

En este capitulo se desarrolla la teoria general de las vigas Cosserat de directriz
curva y material Hookiano que experimentan grandes desplazamientos y giros en el
espacio, analizando en detalle estos tres aspectos fundamentales: los conceptos de
tensién y deformacion, las relaciones constitutivas y las ecuaciones de equilibrio.
Todo este estudio se lleva a cabo adoptando una formulacién Lagrangiana
Generalizada para referir los movimientos y calcular las deformaciones de la viga.

Aunque la teoria que se presenta a continuacion sigue las lineas generales
marcadas por Simo [S2, S3], presenta ciertas novedades que deseo subrayar. En primer
lugar, generaliza los clasicos conceptos de esfuerzo y deformacion adecudndolos al
espacio paramétrico, y se formulan de nuevo las ecuaciones de equilibrio de una viga
en este nuevo espacio. La importancia que esto tiene es vital si se desea desarrollar
una teoria consistente de vigas en que la matriz de rigidez sea simétrica y no dé lugar a
la serie de problemas y aparentes contradicciones de los modelos cldsicos. Especial
atencion se dedica al planteamiento variacional del problema, deduciendo las
ecuaciones de equilibrio estdtico y dinamico de la viga del principio de minima accién
de Hamilton; aunque esto no es novedad, si lo es el plantear el problema en el espacio
de configuracién, como corresponde a un planteamiento analitico puro, y no en el
espacio fisico. También se establecen las condiciones necesarias y suficientes para que
un campo de cargas exteriores sea conservativo, probando cémo la clasica condicion
de irrotacionalidad de las fuerzas no vale para los momentos convencionales, que
deben cumplir condiciones especiales.

Por dltimo, partiendo de la variacién segunda del potencial se extrae la ecuacion
fundamental en que se apoya la formulacion Tangente de vigas 3D, y se trata el caso

singular de los sistemas hiperparamétricos.
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III. 2.—- FORMULACIONES LAGRANGIANAS

En un sistema Lagrangiano los desplazamientos y deformaciones de un cuerpo se
establecen con relacion a una determinada configuracion de referencia C,, . Variando
el tipo de configuracion se obtienen distintas formulaciones Lagrangianas, siendo las
mas importantes las formulaciones Lagrangianas Total (FLT), Actualizada (FLA) y
Generalizada (FLG) [M1, C2]. En la formulacién Lagrangiana Generalizada (FLG), la
configuracién de referencia es uno cualquiera de los estados geométricos que
potencialmente se pueden alcanzar por deformacién continua del sistema, sin importar
si este estado es real o no. Por el contrario, en las formulaciones Lagrangianas Total y
Actualizada las configuraciones de referencia corresponden a estados reales de
deformacion del sistema: en el primer caso se adopta como configuraciéon de
referencia C, el estado de deformacién en un instante dado t°, que se toma como
origen de tiempos y no tiene por qué coincidir con el instante t, en el que se inicia la
deformacion de la viga —estado atensional del sistema—; mientras que en el segundo
caso (FLA) el sistema referencial en cada instante t coincide con el estado de
deformacién en ese preciso momento, cambiando constantemente. Como es légico, la
formulacién Generalizada incluye como casos particulares la Total y la Actualizada.

Aceptando la primera hipétesis de Navier—Bernoulli, esto es, que al deformarse
una viga sus secciones transversales se mantienen planas, libres de alabeos y
distorsiones, la geometria de la viga queda completamente determinada por la
orientacion de sus secciones transversales y la posicion de su linea de baricentros o
directriz C —-recuérdese que éste es el principio geométrico que identifica una viga
Cosserat—; en definitiva, si las rotaciones estdn parametrizadas, conociendo para cada
punto Q de C las componentes de su vector de posicion r,, y los s pardmetros que

definen el giro de su seccion transversal u orientacién de Q [S2]:

{rio}o={r,,r,,r,;0,...00,}, (IIL.1)

Si se asigna a cada punto de la directriz C la distancia s medida sobre ella a uno
de sus extremos, queda establecida una correspondencia biunivoca entre el segmento

real [0, L] y los puntos de esta curva C. Adoptando una formulacién Lagrangiana para
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describir el movimiento de la viga, la posicion r(s) y el giro R (s) de los puntos de C
en un instante t vendrdn determinados por los desplazamientos y rotaciones que se
produzcan con relacion a la configuracion de referencia C:{r (s); R (s)}; si éstos

son u(s) y o(s), se tendrd, como muestra la figura III.1,

{r,; R }(s)={r+u; R@R_}(s) (I1.2)

Como hemos sefialado, la configuraciéon de referencia C,, puede ser real y
corresponder a un verdadero estado de deformacién de la viga —formulaciones (FLA)
y (FLT)- o ideal. En cualquier caso, supondremos en lo sucesivo que u(s) y 0.(s) son

regulares, al menos de clase C’.

Figura 1II.1.

Descripcion Lagrangiana del movimiento espacial de una viga
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Por otra parte, los desplazamientos relativos u y giros o hay que referirlos a
alguna base de referencia. Tratdndose de vigas Cosserat, ésta puede ser una base unica
y absoluta n del espacio, o bien el conjunto de triedros méviles e(s) asociados a cada
punto de la directriz C. Ademds, admitiremos en cada punto Q de C que el triedro
correspondiente e(s) tiene dos de sus vectores —e, y e,— orientados en las direcciones
principales de la seccidn transversal que pasa por Q, y, por tanto, que gira con esta
seccion de forma solidaria. En definitiva el sistema referencial completo de una viga
Cosserat lo componen la configuraciéon de referencia C, y el conjunto de bases
asociadas e(s) —moviles o locales— y n —fija o global—.

Dependiendo de la formulacién Lagrangiana que se adopte, el alcance de una
teoria estructural serd mds o menos amplio, y su complejidad matematica mayor o
menor. Como es natural, la formulacién mds sencilla y préctica es la Actualizada, y la
mds compleja pero también la mas rica en posibilidades, la Generalizada. Importa, no
obstante, advertir que cuando intervienen rotaciones finitas, las singularidades
inherentes a los sistemas de baja parametrizacion limitan la amplitud de los giros en
las formulaciones Generalizada y Total, y restringen su campo de aplicacién si no se
actualizan de vez en cuando.

Buscando la méxima generalidad y alcance, en lo sucesivo se adoptard una
formulacién Lagrangiana Generalizada para definir la geometria y los movimientos

del sistema, y dos tipos de bases, una local e y otra global n, para referirlos.

II1. 3.—- ESFUERZO Y DEFORMA CION GENERALIZADOS

En una viga Cosserat, la deformacion viene definida por los desplazamientos y
giros relativos (Y, k) de los puntos de su directriz C. Estos dependen a su vez de los
movimientos de la propia curva C, esto es, de los desplazamientos y giros absolutos de
sus puntos: q(s) = {u(s), d(s)}. En el capitulo II dedujimos los giros relativos de los
triedros e(s,) a lo largo de la directriz —curvaturas k¥ —. Para calcular ahora el
desplazamiento relativo 7, bastard hallar las tangentes a C y referirlas a los propios
triedros e(s,). Procediendo de este modo y suponiendo que en el sistema referencial el
vector e; del triedro es tangente a C, (e; = r,,,) o, dicho de forma mds grafica, que

las secciones transversales son normales a C,, Y valdrd [S2, 11]:
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1 ™
U
t
'\
_ T drt
=R
Figura 1I1.2.

Deformaciones longitudinal y transversal de un elemento de viga

v=Rir,—Rlej=t-n, (I11.3)

y representa la variacion convectiva o corrotacional del vector director r, ,  tangente
a la directriz de la viga —figura I11.2—.

Teniendo en cuenta ahora que r = r, +u y R = R R, el vector tangente en Q a

C, referido a la base local del propio punto Q, se puede escribir asi:
t=R_R"(ej+u, ) (111.4)

Llevando (II1.4) a (II1.3) y sustituyendo R por las expresiones de la Tabla I1.2, se

obtienen las formas concretas del vector 7y en distintos sistemas de parametrizacion.
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En definitiva, el vector de deformacion €, viene definido por la siguiente pareja
de vectores (X, Y) :

v RT RT o _ o
eg:=[7(q)]z[ (LR (e ) e‘*]} (I11.5)

K(q") R G (0o,

Estas componentes Yy K dependen de los desplazamientos q(s) de la viga a través

de un vector ampliado de derivadas q’(s), que engloba las siguientes variables:

u,
u :
q ::[ :| Lo q =l a (T11.6)
o
o

Como, por otra parte, las diferenciales de Yy K son:

dy=R"[du, + F,, G(o)dat] (I11.7.a)

dk=R![dG (o, .+ G (o) da, ] (I1IL.7.b)

la diferencial del vector de deformacion de, se puede expresar del siguiente modo en
funcion de la diferencial del vector ampliado de derivadas dq” (s):

du

dy AT . a
de, = dxc =II,A"dq" .. dq :=|do (I11.8)
da,
siendo:
R 0
Ro 0 T = T
II, = 0 R s A= -G (o)r,, R T (o, ;o) (II1.9)
© 0 G (o)

Denotando a los momentos flectores en las direcciones e, y e, y al momento
torsor: M,, M, y M, respectivamente; y al esfuerzo axil y cortantes en las direcciones

e, ye: N, Q yQ, el momento y fuerza actuantes en una seccién transversal, se
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podran escribir asi: M(s)=M e, +M,e,+M e,y Q(s)=Q,e, +Q,e,+Ne,;y

el trabajo diferencial que realizan al deformarse la viga valdra:
jSQTdy +M"dk ds (I1.10)

Normalmente, Q y M se calculan integrando las tensiones repartidas sobre las
secciones transversales. En una viga Cosserat, sin embargo, se admite la existencia a
priori de un potencial eldstico U en la viga y se definen Q y M como cantidades
energéticamente conjugadas de las componentes del vector de deformacién. En este

caso, agrupando los esfuerzos internos en un solo vector 6; (s) ={Q, M}, se tendra:
dU = | 6} (s)de,(s) ds (IIL11)

Los vectores generalizados de tension y deformacion 6, y €, se pueden referir a
las bases locales e de cada seccidn o bien a la base absoluta n del espacio; en el primer
caso, se denotan 6 y €, y en el segundo o, y €. Si giramos las bases locales e
Jjuntamente con los vectores O, y €, hasta hacer coincidir aquéllas con las bases e”de
la configuracion de referencia, las componentes absolutas de los vectores G, y €,,
transformados mediante esta operacion pull-back [M2], se denotardn G, y €, ddndose

las siguientes relaciones entre los tres :

o =IIc (111.12)

con G:|:

Naturalmente, como R, =RR, se tiene también IT =TIII .
Las mismas relaciones se dan entre las componentes €, € y € de los vectores de

deformacién; concretamente, € viene dado por (IIL.5) y & por
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£ = (111.14)

[}

R'(ej+u, )—e}
G (nwa,

Llevando ahora (II1.8) a (III.11), el trabajo diferencial de deformacién de la viga

se podra escribir asi:
jsc T(s)A"(s) dq’ ds (IIL.15)
comprobando que, al igual que G, y €, son dos vectores energéticamente conjugados
en el espacio fisico, los vectores Ao,y q" lo son en el espacio paramétrico, y en un

sentido mecdnico amplio pueden considerarse una nueva pareja de deformaciones y

esfuerzos generalizados.

I11. 4.—- ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Aislando una rebanada de la viga, esto es, la parte comprendida entre dos planos o
secciones transversales distanciadas una cantidad ds, la resultante de las fuerzas y

momentos que actian en las caras dorsal y frontal de esta rebanada valdra:
df,, = Q. (s +ds)-Q,(s) (IIL.16.a)

dm ., =M, (s+ds)—M,(s) +F,, (s)dsQ, (s +ds) (II.16.b)

t2s

y los esfuerzos resultantes por unidad de longitud f, y m, :

f.=Q. . (s) (111.17.2)

m, =M, (s)+r,, (5)Q(s) (I11.17.b)

En (III.16) y (II1.17) los esfuerzos y momentos estan referidos a la base absoluta
del espacio n; si vinieran referidos a las bases locales e, las expresiones (I11.16) habria
que sustituirlas por otras, que se desprenden directamente de la figura II1.3 —para

facilitar la comprension la viga se ha representado como un sélido—y son:
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b

Figura II1.3.

Esfuerzos internos en las caras dorsal y frontal de un elemento diferencial de viga

f. ds=R (s+ds)Q(s+ds)—R (5)Q(s) (I11.18.a)

nt

m, ds=R (s+ds)M(s+ds)—R (s)M(s) +

- (II1.18.b)
r, ()R (5)Q(s+ds)

Como ademds se tiene: R/ (s)R, (s+ds)=1+ T"ds —apartado I1.13.1—, y también

t=R[F, R, los esfuerzos por unidad de longitud f, y m, quedan:

f..=RIQ, (5)+TQ(>)] (111.19.a)

m, =R ()[M, (s)+T(s)M(s) + t(5)Q(s)] (II.19.b)
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Estas mismas ecuaciones se puede expresar también en funcién de la curvatura T,
del sistema referencial y las componentes K y 7y del vector deformacién. En efecto,
sustituyendo T~ y t por T.+ K y y+n,, los esfuerzos f_ y m

int

se transforman en [S2,

I1]:
f. =R, [Q, +kQ+f_] (I11.20.a)
m, =R [M, +kxM+(n,+y)Q+m_] (II1.20.b)
con f.()=T.()Q(s) .~ m_(s5)=T.(s)M(s) (I1.21)

Por tltimo, considerando, de acuerdo con (II1.15), que los esfuerzos internos f, , y
m  son cantidades conjugadas de los desplazamientos du y giros fisicos dot = F dq,

se podran expresar también del siguiente modo:

d
f, | [T 0] & © °
=l pr 4 |Ao, (I11.22)
mint 0 0 _I —

ds

La equivalencia entre ambas expresiones se prueba de inmediato. En efecto, en un

sistema triparamétrico, al cumplirse (I1.79.a) se verifica también:

RQ() Ql
Ac,=| T'™M,-G'F, RQ, |=| G, M~G"F, Q| @123
G''M, G™,

y aplicando el operador (II1.22) a (II1.23) se recupera de inmediato (III.17). El mismo
resultado se obtiene en un sistema hiperparamétrico partiendo de (I11.79.b).
Determinada asf la resultante de los esfuerzos internos f,, y m_ , y conocidos la
fuerza y el momento exteriores por unidad de longitud, f,, y m_,, que soporta la
viga, las ecuaciones de equilibrio estdtico y dindmico se obtienen inmediatamente.
En efecto, siendo 1 la masa por unidad de drea y de longitud s medida sobre la
directriz C, de un punto de la seccion transversal A —densidad equivalente del punto-,

la masa y el tensor de inercia de la viga por unidad de longitud s valdran:
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p= jA wdA . I= —jA XX wdA (II1.24)

y aplicando el Principio de D"Alembert a una rebanada diferencial genérica del

elemento, las ecuaciones generales del movimiento serdn [S4, 12] :
pu—-f_ —f =0 (II1.25.a)

p-m_-m, =0 (I11.25.b)
donde p = I®. Noétese que p e I no se han definido por unidad de longitud real de la
viga, sino por unidad de longitud en el sistema referencial C_; de este modo, al
deformarse la viga, aun cuando su densidad varie, la cantidad 1 se mantiene constante
al igual que las componentes del tensor de inercia I en la base local e. Denotando x* a

las coordenadas locales del punto genérico x de la seccién A, estas componentes valen

I'= —jA XX udA (I11.26)

El primer término en (III.25.b) es la derivada del momento angular, dado por
(11.120), (I1.121) o (I11.123), dependiendo del sistema de referencia que se adopte (las
bases de referencia de los momentos angulares p, p* y p son las mismas que las de ©,
o, yO .

%

p=R.p'=lo .. p=R'p=I R’ .. p=Rip=I'e’ (I127)

Como ademads los tensores de inercia I" e I,=R_I"R] no dependen del tiempo,

la derivada del momento angular p vale:

p=R[To +0'T"e"] (I11.28)

~

0, si se prefiere, p=R[p+R o p] (111.29)
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Ahora bien, anulando la velocidad angular del sistema referencial ‘0: en (11.122)
se obtiene la velocidad angular local ®"“-nétese que las expresién (I1.122) se habian

deducido para el movimiento relativo suponiendo @ # 0
o' =R'G"a (I11.30)

Cumpliéndose por tanto: R @ =G~ a., la derivada del momento angular queda:

p=R[L,G &+, a)e—pG (IIL.31)

Llevando por ultimo este resultado a (II1.25.b), juntamente con (111.20) 6 (I11.22),
y sustituyendo alli ¥ y ¥y por (III.5), se obtienen las ecuaciones paramétricas del

movimiento de la viga en forma desarrollada.

II1. 5.—- ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Halladas las relaciones de compatibilidad (III.5) y deducidas las ecuaciones de
equilibrio dindmico (IIL.25), sélo resta determinar las ecuaciones constitutivas O'g( Sg)
que relacionan las deformaciones y los esfuerzos internos de la viga para que ésta,
mecdnicamente, quede completamente definida, y dado un campo de cargas exteriores
P, puedan calcularse los movimientos o desplazamientos q(t) que experimenta bajo la
accion de dichas cargas.

En general, el funcional o ( €,) depende del comportamiento mecdnico particular

del material que compone la viga: elastico, plastico, viscoelastico... etc., teniéndose:

YM, Q) .. x(M,Q (1I1.32)

En el caso particular de las vigas Cosserat, se supone que el material es
hipereléstico, esto es, que existe una funcion de densidad de energia eldstica ¥ por
medio de la cual las tensiones y deformaciones generalizadas, G, y €, vienen

relacionadas entre si del siguiente modo:
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~ 0¥ (g,)

o
g
asg

(II1.33)

La integral de esta funcion ¥, extendida a toda la pieza, proporciona el potencial

elastico interno U de la viga:

U:= jS\P ds (I11.34)

En una viga Cosserat en equilibrio estdtico bajo la accién de un conjunto de cargas
exteriores P —fuerzas o momentos—, el Principio de los Trabajos Virtuales adopta la

forma general siguiente:
3U=] o, 8¢, ds= | P"dads=-3W (I1.35)

siendo —OW la variacion del trabajo exterior y da el vector de desplazamientos
virtuales conjugado con el vector de cargas exteriores P. Logicamente, este vector
depende de las variaciones dq impuestas a las variables cinemadticas (II.1), estando

ambos vectores relacionados por medio de una transformacion puntual ©:
da=0[q]dq (I11.36)

En el andlisis lineal de estructuras da se identifica generalmente con dq, y ©
coincide con la matriz unidad I; sin embargo, en el andlisis no lineal, especialmente
cuando juegan un papel importante las rotaciones finitas, esto no es asi; en este caso,
la matriz © depende del propio vector q, como se prueba mas adelante. En cualquier
caso, considerando conjuntamente (II1.5-6), (I11.33) y (II1.35-36), siempre se tiene:

ok d
oq’

jsaq” ds = jSSqTeTP ds (I11.37)

En principio, el sistema de cargas P no estd condicionado por nada, sin embargo,

en la practica, los dos tipos de carga més interesantes son los siguientes:
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1°) cargas que se aplican lenta y gradualmente —procesos cuasiestaticos—, del tipo:
P=AP (111.38)

siendo A un parametro de carga comprendido entre Oy 1.
2°) cargas que derivan de un potencial —campos conservativos—.

En este ultimo caso, si convenimos en denotar {2 a la funcion de densidad de
energia potencial del campo y W a la energia potencial total de éste, el trabajo de las

fuerzas exteriores sera:
jsaqT O'Pds= — js 8Qds= — W (I11.39)

y definiendo la Energia Potencial Total ® del sistema como la suma de las energias

eléstica interna del sistema y potencial del campo de cargas exteriores, se tiene
O=U+W= L(‘P + Q) ds (111.40)
con lo cual, el Principio de los Trabajos Virtuales (II1.35) se transforma en:
b =0 (11L.41)

y el problema mecéanico de hallar la posicién de equilibrio —estable o inestable— del
sistema se convierte asi en un problema matemaético: la bisqueda en el espacio de
configuraciéon & de los puntos que hacen estacionario el funcional ®.

En los problemas dindmicos, ademds de la energia de deformacién hay que
considerar también la energia cinética E_ de la pieza, calculada en el apartado I1.13.3.
En este caso, la Lagrangiana del sistema es £ (q,q)= E_— ® y el Principio de
Minima Accién restituye de nuevo las ecuaciones de equilibrio dindmico del sistema.
Las ventajas de establecer las ecuaciones de equilibrio estdtico y dindmico utilizando
técnicas variacionales son bien conocidas en analisis de estructuras [W1, R1, L1, C3];
sobre esta cuestion volveremos en los apartados III.7 y II1.8, en los que deduciremos
de nuevo las ecuaciones de equilibrio de la viga y desarrollaremos las expresiones

(IT1.35) y (II1.41) escribiéndolas de un modo mds conveniente.
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II1. 6.— SISTEMAS LINEALES

Un caso particular de ecuaciones constitutivas que merece un estudio aparte son
las relaciones lineales; en ellas las tensiones y deformaciones generalizadas estdn
ligadas por medio de una matriz constitutiva constante C del siguiente modo:

6,=Ceg, .. ¢g,=C'o, (II1.42)

g g g

Concretamente, tratindose de una viga Cosserat, estas relaciones son:
Q _ Cc, C, Y Y _ Cc, C, - Q (I11.43)
M C, C,l|lx K C, C, M

siendo C;; cuatro matrices cuadradas constantes de orden 3.
Como el material de la pieza ademads es hiperelastico, esto es, admite potencial, la
matriz constitutiva C es definida positiva y simétrica, y la funciéon de densidad de

energia eldstica ¥ es una simple funcion cuadratica de las tensiones o deformaciones:

1 T -1
=5&/Ce, = C'o (I1L.44)

Al ser C simétrica, la funcién W, desarrollada, vale:

‘P:;[YT C,Y+x' C,,x+27y' C,, K] (I11.45)

Si la pieza es prismadtica, haciendo coincidir la directriz de la viga con la linea de
centros de esfuerzos cortantes, se consigue anular C,,, y con ello simplificar ain mas
tanto las relaciones constitutivas como las expresiones de la funcién de densidad de

energia W (q' (q)) y de la energia eldstica total de la viga U(q"(q)):

Q _ C, 0 Y
[M]_[ 0 C22:||:K:| (I11.46)
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T:; [Yv'C,Y+x C,,x] (I11.47)
\% 1 . T .
U@ @) =, [y(ozm )" C,, you, ) ds+
N
(I11.48)
1
5 ‘! kK(a;a, ) C,, x(o;a, )ds

Ademads, si la seccidn transversal es simétrica, con un cambio adecuado de ejes en
la seccién, se puede transformar C en una matriz diagonal —si la seccién no es
simétrica, las direcciones principales de C,, y C,, no tienen por qué coincidir [R2, S1,
S6] y la diagonalizacidn sélo es posible si se introducen dos sistemas distintos de ejes
coordenados, uno para los esfuerzos y otro para los momentos—.

De momento, supondremos que el material es lineal y que la funcién de densidad
de energia elastica ¥ viene dada por (II1.45); de este modo los resultados que se
obtengan servirdn para cualquier tipo de seccidn, sea o no simétrica. Mds adelante, en
el capitulo IV, se considerard la no linealidad del material y se haran las oportunas

correcciones a la matriz de rigidez.

II1. 7.— PRINCIPIOS VARIACIONALES

Las ecuaciones de equilibrio estitico y dindmico de un sistema deformable se
pueden establecer directamente o deducir del Principio de los Trabajos Virtuales y del
Principio de Minima Accién. En este apartado, las vamos a deducir de esta segunda
forma, siguiendo un esquema tradicional en Mecdanica no lineal [N1, L1].

El trabajo virtual de deformacién de una viga Cosserat viene dado por (II1.10) y

coincide con la variacién de su energia eldstica interna dU; esto es
SU = LQTdY +M'dk ds (I11.49)

Ahora bien, la variacion de la curvatura de flexotorsidon 0k viene dada a su vez

por (II.111), y si se toma como configuracién de referencia la deformada actual, por:



Capitulo lll : Teoria de las Vigas Cosserat 95

dk=080", +1° 50" (I11.50)

siendo T la curvatura total de la viga, tal y como se defini6 en el apartado I1.13.
Por otra parte, la expresion general de &y -no su forma paramétrica, que viene
dada por (II1.7.a)— se extrae directamente de (IIL.5)

Sy=R'[3R"(e°+u, )+R'Su, . | (IL51)
y como, SR'=R'SR"=-R'50=-50'R’ (IM1.52)
queda asf: Sy=R'u, +1t50° (I11.53)
o, si se prefiere, dy=R][du, .+, 50] (111.54)

De este modo, descomponiendo la variacion de la energia elastica de deformacion
U en dos partes, una en la que s6lo intervienen los momentos y otra en la que solo
intervienen los cortantes y el axil, se obtiene:

8U =8U,, +8U, (IIL55)
U, = [M"8x ds=[M"[ 30", +7"80"] ds
S S
8U,=[Q'dyds = [Q'[R:u,, +150"]ds
S S

Resolviendo por partes estas dos ultimas integrales, se tiene:

8U, =[M"80° ], — [[M,,+7"M]" 50" ds=
S

) o | (I1L.56)
=[M"80°], — [[M, + (T, +X)M]" 30" ds
S
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y =[Q'R %]} j[R Q1. du+[tQ]'80" ds (IIL.57)

(recuérdese que T, es la curvatura inicial de la viga en el sistema referencial y K el
incremento de curvatura o curvatura de flexotorsion).

Y sumando ahora 6U,, y SUQ, se obtiene la variacién total de U,

SU=[M"30"+Q R u]; -

~ ~ . I11.58
—J.[RtQ]T,SSu+[M,S+1:‘M+tQ]T60 d ( )
S
o bien, refiriendo las rotaciones al sistema absoluto:
=[(R,M)"80+Q R du]; -
(I11.59)

~ IR, Q" 8u+[R, (M, +T M+ tQ)]" 80 ds
S

Por otra parte, el trabajo de las cargas exteriores al introducir los desplazamientos

virtuales ou y 80 vale:

[ Provds =[M, 30+F | du]}

ext ext

(1I1.60)

ext

I[mm 00 +f Su]ds
S

(nétese que tanto los desplazamientos virtuales, como los momentos aplicados en los

extremos de la viga M_,, y los repartidos a lo largo de ella m_, estan todos ellos

ext?
referidos al sistema absoluto del espacio n).
Llevando finalmente (I11.59) y (I11.60) a (I11.41), se obtiene:

0=[[RM-M,, ]"360+[R Q-F, ] du] -

[[R, Q1. +£, ] ouds + (IIL61)

ext

S
J[R.IM. +7" M+t Q]+m,,] 56 ds
S
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Para que esta ecuacion se verifique con independencia de du y 80", tienen que
cumplirse necesariamente las siguientes condiciones en el dominio interior de la viga

S(0<s<L): yenlosextremos (s=0ys=L):

F:=[R,Q], +f, =0 enS
du: (I11.62.a)
R, Q=F

ext

ens=0y s=L

M:=R[M, +TM+tQ]+m_ =0 en$S
50: (I1L.62.b)
RM=M_ ens=0ys=L

( ¥y M son la fuerza y momento residuales conjugados de du 'y 60 ).

Estas son las ecuaciones de Euler—Lagrange del problema variacional estédtico
(II1.41) y son validas cuando el sistema es conservativo [C1, C4, L2]. Coinciden con
las ecuaciones de equilibrio estatico (I11.20) y (III.25) en el dominio interior S de la
viga, y segregan en las secciones extremas las condiciones naturales que relacionan la
carga exterior con los esfuerzos internos.

En los problemas dinamicos, las ecuaciones de equilibrio de la viga se deducen
del principio de minima acciéon de Hamilton [L1, L2]. En este caso, supuesta

L =E_— ® la Lagrangiana del sistema, la integral de la accion es:

r=fra (IIL63)

ty

Ahora bien, teniendo en cuenta que la energia cinética de la viga vale —se supone

que la directriz coincide con la linea de centros de masa—:

E -1 [puds+ ljmTI ® ds (I11.64)
2 S 2 S

la variacion de I sera:
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3]

57 = [500" T+ M50+ 5u"pur+ 7 du dsdt

ty S

y las correspondientes ecuaciones de Euler—Lagrange devuelven las ecuaciones

generales del movimiento (I1I1.25):

d, - d
—|pu|-F=0 .. —Jlo]-mM=0
Py 1ol
Si ademas se tiene en cuenta que (ilu) S +i0), y que al ser I= ol ~ 1o, se

cumple:

o=l ® (111.65)

las ecuaciones de equilibrio (II1.65) se pueden escribir de esta otra forma, mds

préctica, en el sistema de referencia absoluto [S4, S5]:
pu—-F =0 (I11.66.a)
Io+olo- M=0 (I11.66.b)

Si la pieza es rigida, M =m_,, y estas ecuaciones se transforman en las cldsicas
ecuaciones de Euler del movimiento de un sélido rigido [G2, L3].

Se pueden escribir también en el sistema de referencia mévil. En este caso,
teniendo en cuenta que la derivada del momento angular I@=RI @ vale
R I’ ®+I’ @], la segunda ecuacién (I11.66.b) queda asi [S4, S5]:

Fo'+o' Lo —M=0 (11.67)

con M"'=R"M.

En un sistema conservativo, el potencial @ en una posicién de equilibrio q es
estacionario: d® = 0, y al pasar el sistema a una nueva posicién de equilibrio q+dq,
que cumple la condicién &(® +d®) = 0, necesariamente se tiene & d® = 0. En los
sistemas discretos esta variacion segunda puede escribirse asi: 8q'[ dP - K dq] = 0,

siendo K la matriz de rigidez tangente del sistema. Trabajando con vigas y rotaciones
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finitas en el espacio fisico, esta matriz de rigidez resulta asimétrica. Sin embargo,
recupera su caracteristica forma simétrica estableciendo el principio variacional sobre

el espacio paramétrico, que es la tarea que abordamos seguidamente.

III. 8.— PRINCIPIOS VARIACIONALES EN EL ESPACIO PARAMETRICO

Las ecuaciones de equilibrio estitico y dindmico en forma paramétrica se pueden
derivar de los mismos principios variacionales (II11.35) y (III.41), sustituyendo las
variaciones independientes d@ de los giros por variaciones de los parametros do; dicho
de otra forma, abandonando el espacio fisico y trabajando directamente sobre el
espacio paramétrico [C1, C4, C5, C6].

En efecto, recordando que la energia cinética de rotacion en forma paramétrica

viene dada por (II.124), anulando  , la Lagrangiana £ =E_— ® vale:

1 D pn )
L‘ELP“ ds+2£0‘ [G I, G ]a ds—!‘l’(q yds—W  (IIL63)

y por tanto, 8L = JpﬁTSﬁds +J‘(')cT[G*T I, G180 ds+
S S
Jor (G, 3G o ds—ja—‘PVquds—SW
s s 99
Ahora bien, de acuerdo con (1I1.33) y (I1.15),

a\Pv = Ao, (111.69)
dq

Por otra parte, la primera integral en (II1.68) se puede descomponer asi:
e d - .
Ipu duds = —[qu duds]- Ipu duds
S dt S S

y la segunda y tercera integrales en (1I1.68), agrupadas, de este otro modo:
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[a'G*"1,[3G &+ G"da] ds=
S
d ~T * ~T * ;\T % AT -
L[PG B ds 1+ [pT8G 6~ (pTG +p" G")dar ds
N S
o mejor aun, introduciendo el operador S que se definié en (I1.67)

(i[Jf)TG*Sa ds]+[[a"S"(p, o)~ p'G"- &'S (p. )] S ds  (IIL70)
S S

La dltima integral se puede simplificar ain mds con la ayuda de (I11.28), ya que

entonces p'G*'=p"RG*—a" G""pG”, y en virtud de (IL.32) y (IL.71) se tiene
P'G=p"G-a"[S (p,)-ST(P, )]
con lo que (II1.70) se reduce finalmente a:
d T g F T
f[Jp G oa ds]—J‘p G oo ds
dt S
En definitiva, la variacion de la lagrangiana queda asi:

5z = i[jpwsudmi[jﬁ G"dads |-
s s (IL.71)
~[pu'duds— [p'G S0 ds— [GIA" 8q" ds— W
S S S

La ultima integral corresponde a la variacion de la energia eldstica interna y se

puede integrar por partes; en efecto, siendo D, D™ y J los operadores siguientes:

d/ds 0 10

p=| 0 1 |-p=Y O s leo!| aunm
- R (I1.72)
0 d/ds 01
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se tiene 8q =D Jdq, e integrando por partes esta integral, resulta

S

[oiA"D3qds = j; [6;A"J3q"1ds - [3q'D [AG,lds  (IIL73)
S $ S

Como, por otro lado, 6,A"J 8q'=Q6u + MG da,

—8W =[F_ u+M

ext ext ext ext

Gda; + [f, Su+m, Gdods  (IL74.)
N

. I 0 — fint
y también —(II1.23)—, D Ac_ = (II1.74.b)

resulta:
d T d T
8L = dt[!pu 8uds]+dt[-s[p G 3 ds |-

- [(Qi-F,)du+ M-M,,)Gda], -

ext

) (IIL.75)
~ [ (pu'~f,,~ £, )duds—
S

—j(pT— m, —m,_ )G ds
S
Ahora bien, de acuerdo con el Principio de Hamilton, la integral (II11.63) es

minima con relacién a cualquier variacion regular de las variables cinemaéticas dq que

mantenga la configuracién de la viga en los instantes t, y t,, y por tanto:

t

~87 =[[(Q}-F,)du + (M'-M,,)Gda| dt +
(I11.76)
[at[[pu~£,~ £, )du+p"-m,, ~m_)Gda]ds=0

t, S

Al ser dq arbitrario, la condicién anterior exige que se anulen por separado los

cuatro paréntesis de las dos ultimas integrales, cumpliéndose asi las ecuaciones de
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equilibrio (III.25) en el contorno y en el dominio interior de la viga. Queda, pues,
probado que las ecuaciones dindmicas del movimiento de la viga se pueden obtener
minimizando el funcional (II1.63) en el espacio paramétrico con relacién a las
variables cinematicas (s, t), y también que estas ecuaciones dindmicas equivalen a la

siguiente relacion variacional, que debe cumplirse en todo instante:

prf&lds +JPTG dou ds + JGZAT 8q° ds—
S S S (I11.77)
[ (£, Bu+m, GB)ds [, Bu+M,, Gda]; =0

ext ext
S

Dos situaciones particulares merecen especial atencion: el estado estatico puro y

el dindmico en ausencia de cargas exteriores. En este ultimo caso, (II1.77) se reduce a

[pu"duds +[p'G Souds+ [GIA" 8q" ds=0 (IIL.78)
S S S

e introduciendo las matrices de “masa” y “amortiguamiento” siguientes:

I 0
M((x):=[p0 G G] (I11.79.2)
C(o 0 0 z I11.79.b
(0=l ) G 'L T(¢, )~ G" " p G (LLL.79.5)

y trasponiendo la ecuacion (I11.78), (II1.77) se transforma en
[3q"[Mq+Cq1+3q"" Ao, ds=0 (I11.80)
S
Por otro lado, en el caso estdtico puro se tiene simplemente:

SU +3W = [6,A" 8q" ds— [ (., 0u+m, Gdo)ds -
S S (IT1.81)
[F,, 8u+M,_ Gda], =0

ext ext
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II1. 9.—- CAMPOS CONSERVATIVOS

En una viga, el trabajo virtual 8W que realizan las cargas exteriores P al aplicar
unos desplazamientos virtuales dados da, depende de la posicién que ocupe ésta en &;
concretamente, al pasar el sistema de una posicion q a otra q+ dq, este trabajo varia

del siguiente modo:

~d3W = [ dP], 8a ds= [ dF], du+dM, 36 ds (I11.82)
y esta variacion representa la diferencial segunda de un funcional o potencial W si y
s6lo si el campo de fuerzas P es conservativo. En cualquier caso, sea 0 no
conservativo P, la integral (II1.82) siempre tiene sentido, y si las cargas son funciones
explicitas de q del tipo P = P(q), escribiendo dP = X dq, se puede expresar dOW del

siguiente modo:
dSW = — js 8q" X dq ds (I11.83)

Seguidamente vamos a determinar qué condiciones debe cumplir un campo de
cargas P(q) para ser conservativo y qué forma presenta en tal caso la matriz X.

La relacion entre los desplazamientos da:{du, d®} en el espacio fisico y los
desplazamientos dq:{du, dat} en el espacio paramétrico viene dada por (I11.36)

(da=0[q] dq); y en el caso concreto de una viga o elemento lineal toma la forma:

du I 0 du 111.84
0| |0 G(a)|[do (L8
esto es, P, da=P] O[q]ldq=F_ du+M  G(a)da (I11.85)

Diferenciando de nuevo esta relacion, se obtiene X:

~3dW =3[P’ ©[q]] dq =8q" X(P.,;q)dq (I11.86)

ext

Pues bien, la condicion necesaria y suficiente para que el campo de cargas P sea
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conservativo es que la matriz X sea simétrica:

X=X" (IIL.87)

Que esta condicién es necesaria es evidente; que es suficiente se demuestra del

siguiente modo: si se cumple (I11.87), se cumple también esta otra igualdad:
doW =0ddW (III.88)

de modo que el trabajo del campo P entre dos puntos cualesquiera no depende del

camino recorrido, y tiene sentido, por ser uniforme, la siguiente funcion:
q q
W(a)=W(0)+ [aW =w(©) - [| [ PL@lq]1ds| dg (II1.89)
0 0

Esta funcidn representa el potencial del campo P ya que V W= P O[q]; por
otra parte, se tiene X =V WV, que es la expresién de X que desedbamos encontrar.

Por comodidad, en adelante se utilizard el operador diferencial nabla “V”,
conviniendo en que sus productos a derecha e izquierda por un vector valgan [M1]:
[vV ]l jl:=0v'/0x; y [V V][i jl:=0v'/0x,, y asi, por ejemplo, se tenga,

K% ov' | _— R -

o v v dv ov

avi a\/ﬁ Jo,, do,  da,

vV, = o 5 S Vv

o o

avé a\}‘; avi  av’ 9V’

90, 20, | | dor, dog  doig |
Pues bien, como OF,, =6u'V F_+ 6a"V F_

SM! =8u" V.M, +da’V,M_

ext

y, por otra parte, 8dW =8F” du+38[ M/, G() |dat

con §[M.,G(o)] = 5M_ G(aw) + da" S(M., )

ext ext
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la variacién segunda 6dW del trabajo exterior por unidad de longitud en la viga se

puede escribir del siguiente modo:

Vll FCXt Vu MCXtG

du
8q"X dq=[8u S [ ]

Va Fexl VuMextG +§(Mext’a)

extrayéndose de aqui el valor de X. Esta matriz es simétrica si y solo si las fuerzas F_

y momentos M_ verifican simultdneamente las tres condiciones siguientes:

ext

1) V.F —F._V. =0 (I11.90)
10 V.F_ =GM,_V, (IL.91)
1II) V.M, G-G™_V, =S (M,_,0)-S(M_,, o) (I1.92)

Teniendo ahora en cuenta que do=FdO, se puede definir en & una nueva

derivada, que denotaremos V, del siguiente modo:

dM” =da"V, M, =d6"V,M_,

ext

esto es, VM, =F'V M_

Con esta derivada las dos condiciones (II1.91) y (II1.92) se pueden escribir asi:

1, ) V,F, =M_V (I11.93)

ext ext u

Ve Mexl_MextVO :FT[éT(M a)_é(Mext’a)]F

ext ?
y teniendo en cuenta que, por aplicacion directa de (I1.71.b), el segundo miembro de

esta ultima relacion es igual a M

ext?
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- M, oM,
M) VM =M V=M o oo =g My (IT194)

i i

Esta dltima condicién se ha establecido suponiendo que los momentos exteriores

estdn referidos a la base fija del espacio n. Si vinieran referidos a las bases locales e y

* *

fueran éstos M, tendriamos M, , = RM__, con lo cual
IL, ) V,F.,=RM_ V, (II1.95)
Por otra parte, dM_, =dORM_, +RdM,

y como dORM =—RM d0=-RM R"d0, y ademis V,0=G" y V,0=1, la

ext ext

derivada material u objetiva de los momentos exteriores vendria dada por:

V.M,.=G'RMR"+V MR (111.96)

o bien, por V.M, =RM; R"+V,M_ R" (I11.97)

Llevando esta tltima a (I11.94) y considerando que M, = R M_, R", se obtiene

la siguiente condicion para las derivadas convectivas de los momentos exteriores:

V,M R—RM’,V,=—RM R’

ext

que equivale a esta otra:

111, ) R'V, M -M V,R=M_, (I11.98)
Conviene notar que tanto la condicién III, como la III, son condiciones que
afectan directamente a los momentos exteriores M_, que actian sobre la viga. En un
plano mads abstracto, suponiendo que I\A/[ext son los momentos generalizados
conjugados de las variaciones paramétricas do. —los momentos M_ , son conjugados
de los giros dB—, las condiciones II y IIIse reducen en el espacio paramétrico a dos

condiciones de irrotacionalidad En efecto, por definicion, los momentos generalizados
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cumplen: M’ do=M",de, y valen:

ext ext

A

M, =G (WM, (I11.99)

con lo que las condiciones para que este campo sea conservativo se reducen a [S2]:

1, ) V,F =M_V, (II1.100)
N M, oM.

1L, ) V.M, -M_V, =0 it R (IIL101)
‘ Jdo;  do,

Estos resultados se resumen en el siguiente cuadro.

I) VUFBXt_ FeXqu :0

Voc Mext _Mext Voc =0
IT)  En el espacio paramétrico: ~
VOC Fext = MeXtVU

SIStema de ref Ve MCXt - Mext Ve = - Mext

absoluto: V,F, . =M_V

ext

III)  En el espacio fisico: ] .
R’ Ve Meit -M i Ve R= Meil

ext

Sistema de ref.

L locaL VGF = RM:xtVu

ext

Cuadro II1.1.

Condiciones para que un campo de cargas sea conservativo.
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En conclusién, el campo de cargas P, es conservativo si y solo si se cumplen
simultdneamente las condiciones (I11.90), (II1.100) y (III.101) —o bien (1I11.90), (I11.93)
y (II1.94), o también (II1.90), (II1.95) y (II1.98)—. La primera impone al campo de

fuerzas exteriores F_, la condicion de irrotacionalidad. Esta condicién se cumple con

ext
frecuencia; por ejemplo, todos los campos de fuerzas constantes o centrales son
irrotacionales. La segunda condicion relaciona las derivadas de las fuerzas y

momentos. Si el campo de cargas no contienen momentos, esta condicion se reduce a:

V. F =0 (1I1.102.a)

ol ext

y entonces las fuerzas deben ser independientes de los giros para que el campo sea

conservativo. Por el contrario, si las cargas consisten sélo en momentos, se tiene
M.V, =0 (I11.102.b)

y éstos deben ser independientes de los desplazamientos u del campo. Sin embargo, si
actdan simultdneamente fuerzas y momentos, entonces la condicién no es tan simple y
viene dada por (II1.93). Un ejemplo sencillo de campo conservativo que incluye
fuerzas y momentos es el siguiente: supongamos que a una viga soldamos un conjunto
de barras rigidas que llevan incorporadas anillos deslizantes; unamos éstos mediante
alambres muy finos a tensores, obligando a los alambres a pasar antes por una serie de
poleas situadas en puntos fijos del espacio. Si los anillos no presentan rozamiento y se
tensan, por ejemplo, con una carga constante, €sta se trasmitird perpendicularmente de
los anillos a la barras, y a través de ellas a los puntos de encuentro con la viga, donde
actuardn simultineamente los esfuerzos de los alambres y los momentos que éstos
producen. Pues bien, al deformarse la viga, los anillos deslizardn por las barras y los
momentos y fuerzas actuantes en los puntos de unién entre la viga y las barras creardn
en €sta un campo de cargas conservativo, que necesariamente cumple las condiciones
(II1.93) y (II1.94).

La tercera condicién (II1.101) —(II1.94) y (II1.98)—, que afecta s6lo a los momentos
exteriores, es mas compleja y dificil de satisfacer que la primera; de hecho no la
cumplen ni el campo de momentos constantes, M= M,, ni el corrotacional, M =M,

salvo en los problemas planos —vigas 2D-.
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(6] FO

Figura I11.4.

Momentos: a) semitangenciales; b) cuasitangenciales; c) pseudotangenciales

Entre los ejemplos sencillos de momentos que si cumplen esta condicion, Ziegler
encontro tres tipos a los que denominé momentos semitangenciales, cuasitangenciales
y pseudotangenciales [Z1]. En una viga recta sometida a torsion en uno de sus
extremos, los dos primeros se generan tirando de una o dos parejas de hilos enrollados
a un disco horizontal con fuerzas opuestas de valor constante en las direcciones de los
ejes coordenados Y, Z —figuras IIl.4.a y b—. Los momentos semitangenciales se
producen de forma andloga, tirando esta vez de los extremos de una cruceta de lados
iguales. Los tres momentos son conservativos porque lo son también los campos de
fuerzas que los generan. Comprobemos no obstante que verifican (I11.94) y (III.101).

Para los momentos cuasitangenciales M. y semitangenciales Mg se tiene [Z1]:

0] M.=m|1 % % (111.103)
5 Mg 5 .
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siendo M un valor constante y [6,,8,,6, ] las componentes del giro 6, que se supone
muy pequeio. En el instante en que se comienza a tirar de los alambres, el giro 0 se
anula y en ambos casos el momento inicial vale M = Mi.

Llevando ahora (II1.103) a (II1.94), se comprueba inmediatamente que:

00 0
V.M .—M_.V,=M[0 0 —1|=Mi=M, (I11.104)
01 0

(téngase en cuenta que para @ = 0, V,=V). Al mismo resultado se llega con M,
quedando asi probado que M. y My son conservativos cuando los giros son pequefios.
Por otra parte, el valor en cada instante del momento pseudotangencial depende
del giro que haya experimentado la cruceta. Si ésta inicialmente se encuentra situada
en el plano ZY, como muestra la figura III.4.c, el momento pseudotangencial M,

valdrd —trabajando por comodidad en el sistema paramétrico de Rodrigues—:
1
MP=[2[I+R(9)]—2MO®0]MO (II1.105)

siendo M, el momento inicial aplicado antes de girar la cruceta y | la funcién escalar:

3 1
T1+0°

M =M,i 1)

(¢]

(111.106)

Para demostrar que M, es conservativo basta comprobar que se cumple (II1.101),
esto es, que la contribucion X,, del momento a la matriz X es simétrica. En este caso

la demostracion es muy sencilla ya que
1 .
M} GO =MI| L [GO+C @] 417090 |=M][2u1- 41" 000]

y por tanto, d[M} G(0)]=d6" X , (I11.107)

siendo X, una matriz simétrica de componentes:
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Xy, = =40’ [8,M;+8,M,-M,8,(8,,+46,0)] (I11.108)

Por tanto, también los momentos pseudotangenciales son conservativos.

A diferencia de (II1.103), la expresion de los momentos pseudotangenciales
(ITI1.105) es vélida para cualquier giro © de la cruceta, y por tanto el caracter
conservativo de estos momentos no se limita a un pequefio entorno de la posicién
inicial u original de la viga como ocurria con los semitangenciales y cuasitangenciales,
condicionados por las propias limitaciones del artificio mecdnico que los genera, sino

que se extiende a todo el espacio de configuracion.

III. 10.— PROCESOS CUASIESTATICOS CONSERVATIVOS

Como se indic6 en el apartado IIL.5, la condicién necesaria y suficiente para que
un sistema conservativo se encuentre en equilibrio en una posicién dada es que su
potencial @ sea estacionario en ella. En consecuencia, si el proceso de carga es
cuasiestdtico y las cargas y desplazamientos de la viga vienen dados por dos
funciones: P(A) y q(A), supuesto A un pardmetro de control, en las posiciones de
equilibrio se cumple: d®(L) =0, con independencia del valor A; y diferenciando esta

ecuacion con relacién al pardmetro, se tiene también:
d,d®=d,6U+d,6W =0 (II1.109)

Si denotamos P(q) al campo de cargas exteriores aplicadas y U(q") a la energia
eldstica interna del sistema, las variaciones segundas del trabajo exterior W producido

por las cargas P y de la energia eldstica interna U se podrdn expresar asi:
ddU=[dq"" K" 8q" ds . ddW = —jséqu X dq ds (IL.110)
N

°¥Y oP
siendo: KVY=— — — . X:

- Sl (IL111)
dq'aq" Jq
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dos matrices cuadradas, de las cuales la primera K" siempre es simétrica en el espacio
paramétrico —como se indica al final del apartado III.7—, y la segunda X si y sélo si el
campo de cargas P es conservativo.

Llevando (II1.110) a (IIT.109) se llega finalmente a la ecuacion:

[dq" K" 8q" - 3q" X dq ds=0 (IIL.112)
S

Esta ecuacion es la base de la formulacién Tangente que exponemos en el
proximo capitulo. Si el sistema es triparamétrico, de ella se obtiene directamente la
relacion diferencial entre los incrementos de la carga y los desplazamientos dP = Kdgq,
esto es, la matriz de rigidez tangente que requiere el método iterativo de Newton—
Raphson; ahora bien, si es hiperparamétrico, entonces la obtencion de K no es directa

y debe procederse de forma distinta, como se indica en el proximo apartado.

IIL. 11.- LOS SISTEMAS HIPERPARAMETRICOS

Los sistemas de parametrizacion de rotaciones con un nimero de pardmetros
superior a tres, como el de Euler—Rodrigues, presentan un problema adicional
derivado de las relaciones de interdependencia paramétrica que se dan en ellos (al ser
sOlo tres los parametros independientes de una rotacidn, en estos sistemas se dan
necesariamente una serie de relaciones de dependencia entre los pardametros
rotacionales). estas relaciones deben ser tenidas en cuenta al minimizar la energia
potencial total @ del sistema. No obstante, a pesar de su aparente complejidad, resulta
sencillo adaptarles a estos sistemas los métodos variacionales expuestos en anteriores
apartados [G1]. A continuacion se indica el modo en que estas relaciones condicionan
la variacion del funcional @ y afectan al procedimiento general de minimizacion y a
la estructura de la matriz de rigidez.

Supongamos que o;(s) (0< s< L) son los pardmetros que definen las rotaciones
de las secciones de la viga y

gi(ocj(s))=0 il il o s+ 3, (III.113)
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son las relaciones de dependencia entre los pardmetros rotacionales.

El problema de minimizar el potencial total ® de una viga imponiendo a las
variables o (s) las condiciones de ligadura (III.113), es un simple problema de
minimos condicionados que puede resolverse aplicandole el clasico método de los
multiplicadores de Lagrange. Este presenta la ventaja de no destruir la simetria de la
matriz de rigidez tangente cuando el sistema de ecuaciones se resuelve por el método
de Newton-Raphson; como contrapartida, incrementa el nimero total de variables del
problema, que pasa del valor normal 6N a valer (6 +s)N, supuesto N el nimero total de
nodos de la viga discretizada y s el nimero relaciones de interdependencia
paramétrica. De acuerdo con este método, minimizar el Potencial Total ®(q) de la

viga con las condiciones (III1.113 ) equivale a hallar el minimo del funcional ampliado
o= —JS A (s)g; (o ;(s))ds sin ningtn tipo de restriccién. Los multiplicadores A(s)
entran a formar parte asi del conjunto de variables independientes del nuevo funcional

@, teniéndose,

dd®"=ddU(q"(q)) +ddW(q) -

(I11.114)
- [ 1d2.; 8¢, (a()— 8%, dg, (a() X, ddg ,(q(s))] ds

para (i:1, ... s) —se ha escrito g,(q(s)) envezde g, (o j(s)) para dar un sentido més
general a la relacion de dependencia; téngase en cuenta que q(s) = {u(s), o(s)}—.
Agrupando ahora las s relaciones de dependencia paramétrica en un vector g, y

escribiendo:

dg(q)=Ddq .. ddg.(q)=dq"E, dq (I11.115)

la condicién dd® =0 conduce a la siguiente ecuaciéon —ténganse en cuenta (I11.110)—:

0= qu”KN Sq° ds—jSSqTqu ds —
(IL.116)
—js [dA" D 8q + A" D dq+ A, dq" E, 8q] ds

que debe cumplirse para cualquier variacion regular dq(s) y OA(s) de q(s) y A(s).
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Observando (III.116), se aprecia que la matriz de rigidez global del sistema
cambia ligeramente su estructura, aumentando su dimensién pero conservando la
simetria. La forma concreta que presentan las matrices E; y D en un sistema
hiperparamétrico como el de Euler—Rodrigues y los problemas especificos que genera

la estructura particular de la matriz de rigidez se dejan para el proximo capitulo.

II1. 12.—- RECAPITULACION

Hemos presentado en este capitulo la teoria de vigas Cosserat de material
Hookiano, geométricamente no lineales, con capacidad para deformarse por flexién y
cortante. Trabajando en paralelo sobre el espacio paramétrico y sobre el espacio fisico,
hemos calculado los esfuerzos y deformaciones conjugados de una viga, las
ecuaciones de equilibrio y constitutivas; y a partir de éstas se ha determinado la
funcién de densidad de energia eldstica ¥ y la funcién potencial total @ del sistema,
claves para desarrollar las formulaciones Secante y Tangente en proximos capitulos.
Se han establecido ademds las condiciones para que un campo de momentos sea
conservativo y hemos puesto de manifiesto las dificultades especiales que presentan
los sistemas hiperparamétricos.

Nos encontramos asi en condiciones de abordar el problema bésico del analisis
estructural, que consiste en hallar las posiciones de equilibrio de una estructura
cargada —en nuestro caso concreto, de un sistema formado por vigas 3D- y determinar
las condiciones en que este equilibrio es estable. Ambos cuestiones se abordan en los

dos capitulos siguientes.
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CAPITULO 1V

LA FORMULACION TANGENTE DE VIGAS COSSERAT

IV. 1.—- INTRODUCCION

En general, la relacion entre las cargas y los desplazamientos de un sistema
estructural es un funcional no lineal del tipo AP =f(Aq), que se reduce a un conjunto
discreto de funciones AP, =f(Aq, ) cuando las cargas se concentran en un nimero
finito de nodos o se discretiza el sistema de algin modo —por ejemplo, empleando
elementos finitos—. Si los incrementos de carga son pequefios, estas funciones se
puede sustituir por las aproximaciones de primer orden AP, =f "Aq «» que agrupadas
conducen a la ecuaciéon matricial AP =KAq, y el cdlculo de los desplazamientos Aq,
se reduce a resolver un simple sistema lineal de ecuaciones; sin embargo, si los
incrementos de carga son importantes, esta aproximacién no es suficiente y los
desplazamientos tienen que hallarse utilizando técnicas iterativas basadas en sucesivas
aproximaciones lineales —por lo general, variaciones del método de Newton-Raphson.

La formulacién Tangente que desarrollamos en este capitulo tiene como principal
objetivo el cédlculo de la matriz de rigidez K que define la relacion lineal AP =K Aq.
Este calculo, que ocupa buena parte del capitulo, se lleva a cabo desde supuestos muy
generales, independizdndolo de cualquier sistema concreto de parametrizacion y
partiendo de un sistema referencial Lagrangiano Generalizado. Al final del capitulo,
los resultados obtenidos se particularizan para el sistema referencial actualizado y una
serie muy concreta de sistemas de parametrizacion.

Reviste especial interés el estudio de las dos vias alternativas que pueden seguirse
para establecer la relacion incremental AP =K Aq, probando que una de ellas es una
generalizacion del método de Sim6—Géradin, con matriz de rigidez asimétrica, y la
otra un procedimiento enteramente distinto con matriz de rigidez simétrica. Se prueba
en el primer caso que la relacion AP =K Aq puede formularse de dos formas distinta,

pero equivalentes, cuando el tamafio de los elementos tiende a cero, y que la asimetria



118 Capitulo IV : Formulacién Tangente de Vigas Cosserat

se debe a la presencia de fuerzas residuales en el sistema no equilibrado. Se completa
el capitulo con una serie de comentarios adicionales relacionados con la matriz de

rigidez tangente.

IV. 2.— DISCRETIZACION POR MEDIO DE ELEMENTOS FINITOS

Cuando se discretiza un viga con elementos finitos, ésta se divide en un conjunto
de parcelas o segmentos de tamafio finito en cuyo interior los desplazamientos se
aproximan partiendo de los valores que €stos toman en un pequefio grupo de puntos
nodales. En principio, admitiremos que el desplazamiento q de un punto genérico s de
un elemento—viga se puede expresar como combinacion lineal de los desplazamientos

q, de sus nodos:

q(s)=2,(s)q, (IV.l.a)

bi o O AR | e (IV.1.b)
o bien, o D= 8, o | 1.

donde k es un indice mudo que se extiende a todos los nodos del elemento y A,, B, un
conjunto de matrices de interpolacion, diagonales y regulares, definidas sobre cada
elemento. Conocido el campo de desplazamientos q en el interior del elemento, el

vector ampliado de derivadas (" se obtiene directamente de (IV.1):

u,

, u
a |[(s)=2X, (s)[ :| (IV.2.a)

o k
a,,

o bien, simbdlicamente, q'(s) = Z'k (s)q, (IV.2.b)

A (5) 0
con, ()= 0 B (s) (IV.3)

0 B’ ()
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donde A’(s) y B’(s) son las derivadas de A(s) y B(s).

Interpolando los giros de los puntos nodales, el resultado que se obtiene en el
interior de cada elemento depende del sistema de parametrizacién que se elija;
ademads, no es lo mismo interpolar los giros fisicos d@ que interpolar las variaciones
paramétricas dot de una rotacion [I1]; denotando, en el primer caso, da y da’ a los

vectores de desplazamientos y derivadas, y recordando (IIL.6), se tiene;

du,
da® dl(; S da = | d du (IV 4.2)
= . a= . a = 4.4
a de v lae |,
de, .
du, | |
dq° =|de | - dq=|"] - aq =™ (IV.4b)
1= 4 B P IR Ll P ) o
(X,S

Es importante no confundir los vectores d@,  y d(0, ). El primero representa la
derivada espacial de un giro diferencial d@, y su producto por ds equivale a la
diferencial segunda d.d@; mientras que el segundo vector es la diferencial de la
derivada espacial 0, , y su producto por ds equivale a dd 0, que no coincide con
d,dO por no conmutar las diferenciales d y dg, como se probé en el apartado II.11.
Esto no ocurre, claro estd, en el espacio paramétrico en el que las variaciones
paramétricas do sustituyen a los giros diferenciales d0.

Interpolando ahora los cuatro vectores que figuran en (IV.4) se obtiene:
da* =%/ da, .. da=X, da, (IV.5.a)
dq' =% dq, .. dg=X,dq, (IV.5.b)

Ahora bien, los vectores da y dq estan relacionados entre si por medio de (II1.84),

e igualmente lo estan los vectores da’ y dq", pudiendo escribirse, en general:
da=0©dq . dq=©0'da (IV.6)

da'=Edq’ .. dq'=Z"'da’ (Iv.7)
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I 0 0 I 0 0
con ==|0 G(o) 0 ='=(0 F(o) 0 (IV.8)
0 G, (a;a,,) G(a 0 F, (a;0,,) F(o)

. . R — ;e -1 ——]
En un sistema triparamétrico, ® y ZE son operadores tnicos, y @~ y E sus

inversos (nétese que ® y @' coinciden con las submatrices de orden 2 que se
obtienen eliminando la dltima fila y columna en (IV.8)). Por el contrario, en un
sistema hiperparamétrico ©® y Z no son Unicos por no serlo G, como se indic6 en el
Apéndice III; ademads, estos operadores son matrices rectangulares y, por tanto, no

-1

. . s . -1 —
invertibles. En este caso, lo tinico que puede afirmarse de ©~ y Z es que cumplen

las relaciones: @@7'=1,,, y EE"'=1,,,, atin cuando ©7'@=1y E'E=1 (nétese
que al ser GF =1 se cumple necesariamente G, F+ GF, =0y, por tanto, siempre se
tiene: ZE =1y @07'=1).

A los desplazamientos y gradientes da, dq, da’ y dq’ les corresponde un
conjunto de fuerzas conjugadas P, P, P’y qu. En un sistema triparamétrico, las
relaciones entre estas fuerzas, duales de (IV.6) y (IV.7), se deducen directamente de la

expresion del trabajo interno de deformacion y del trabajo exterior:

dW=dq'P, = da'P

(Iv.9)
d¥ =dq"" P(f =da"" P’
En efecto, introduciendo en ellas (IV.6) y (IV.7) y eliminando dq, resulta:
P = e'P . PZ =="P’
(Iv.10)
P=0" P P'=Z" PZ

Sin embargo, este razonamiento no es valido en un sistema hiperparamétrico, ya
que en €l las componentes del vector dq no son todas independientes y no se pueden
eliminar sin mas de las ecuaciones (IV.9). No obstante, como P(f siempre viene dado
por (II1.69) —estando A definida en (II1.9) y 6, por (III.12)—, se tiene:
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I 0 0 1' Q
P =|0 G() 0 -r,..Q,
0 RoT(a;a,,) G(o) M,

Mas adelante, se demostrard que el vector columna que figura al final de esta
expresion es precisamente PV, Partiendo de este resultado, la relacién anterior prueba

con cardcter general, para cualquier sistema de parametrizacion, la siguiente relacion:

I 0 0
Z=|0 G(o) 0 Iv.11)
0 RoT(a;a,,) G(o)

(nétese que asi como (IV.11) siempre es vilida, la igualdad G, =RT sdélo se da en
los sistemas triparamétricos, como se demostré en el apartado II.11). Otro tanto podria

afirmarse del operador © en los sistemas hiperparamétricos.

IV. 3.—- ENERGIA ELASTICA DEL SISTEMA DISCRETIZADO

Como se vio en el capitulo III, la densidad de energia elastica de deformacion ¥
de un sistema hipereldstico lineal viene dada por (II1.44), y el vector de deformacién
de una vigas Cosserat €, por (IIL.5). Este vector se puede expresar ficilmente en

funcién de las variables q° "= {u, .3 05 o, };en concreto, Y se puede escribir asi:
Y=R)[R'u, +(R'-Dr, ]
e introduciendo el siguiente operador D
(R'™-Dv:=D(o;v) (IV.12)
de este otro modo: Y=R)[R'u, +D(a;r , )a]

(nétese que D es regular en el origen, yaquesiot — 0, R-I - & yD — v)
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En definitiva, el vector deformacién de una viga 3D queda asi:

[y]:[RO OT:H:RT(a) D@:r,,) 0 ]qv av.13)
K 0 R, 0 0 G (o)

o bien, escrito en forma condensada:
g,(s) =T (s)B'(q";5)q" (5) (IV.14)
De aqui se extraen los esfuerzos internos o(s) de la viga en el punto s:
6(s)=Ceg,(s)=CI (s)B'(q"; $)q(s) (IV.15)

Conocido €,(s), la energia elastica total U de la viga se calcula de inmediato
integrando (I11.44). El resultado final es:

1 VT T v
U—ELq [B C,B"]q" ds (IV.16)
siendo C.,=II,C IT; (IV.17)

En (IV.16) hemos supuesto, implicitamente, que los esfuerzos internos G, en la
configuracion de referencia C,; son nulos; si no fueran nulos, éstos deben tenerse en

cuenta en el calculo de U, cuya expresion corregida queda entonces asi:

_1 VT T v T TpT .V
U—Ejsq [BC,B'lq" ds + o/ TB'q" ds (IV.18)

Como es l6gico, los esfuerzos iniciales o, vienen referidos a las bases locales
moviles e de las secciones transversales. Si se refirieran a la base global n del espacio,

se tendria:

o,=IIo (IVv.19)
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_1 VT T v T T .V
y U_Ejsq [B C,B"]1q" ds +LcmB q° ds (IV.20)

Sustituyendo ahora (IV.5.b) en (IV.13), se obtiene el vector de deformacion €, en

funcién de los desplazamientos nodales q , .
g, () =I"()B"(q; )T\ (5) q av.21)
y la energia eldstica de deformacion U del sistema discretizado:
U:lq;“ "B C,B'Y, ds] qk+“ 6T B'Y, ds]q, (V.22)
2 Sk o Sk ro

(el indice k se extiende a todos los nodos del sistema; y S, engloba a todos los

elementos que tienen en comuin un mismo nodo k).

IV. 4.—- FUERZAS NODALES
La variacion primera de la energia eldstica es:
dU=[o"de,ds=[c"TIIA"dq"ds= o A" dq"ds (IV.23)
S S S
y sustituyendo dq" por (IV.5),
dU=[ [o]A"%ds ]dq, (IV.24)
S
con 6,=C,B"X q, +0,, IV.25)
De (IV.23) y (IV.16) se extrae la siguiente relacion entre los operadores A y B:

d[BT(qV)qV]:dBT(qV)qV+BT(qV)qu::AquV (IV.26)
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Por otra parte, el trabajo de las fuerzas exteriores en el sistema discretizado al
producirse los desplazamientos dq, vale — (I11.89)—:

[Pr@dqds=[[P"OX, ds]dq, (IV.27)
S S

En consecuencia, las fuerzas nodales reactivas —internas— y activas —exteriores—,
conjugadas de dq,, son:

. aU ’ o
P;k;:_:_J szA[Q :|ds (IV.28)
aq, s, M,
oW [F ]
P’ =——= pNCH ds (Iv.29)
ak aqk Sk ‘ Mexl

La resultante de las fuerzas activas y reactivas nodales son las fuerzas residuales;
denotando esta resultante R, cuando las fuerzas son conjugadas de dq, el sistema

discretizado alcanza el equilibrio si y sélo si se cumple en cada nodo:

R, =P/ +P: =0 (IV.30)

(R, y P son vectores de 3+s componentes por nodo).

Los vectores de fuerzas nodales activas y reactivas del espacio fisico, P{ y P},
son conjugados de los desplazamientos da, y por tanto distintos de los esfuerzos
conjugados de las variables dq en el espacio paramétrico: P/, y P; . (aunque esta
diferencia solo afecta a los momentos nodales). Dado que en este caso la interpolacion

se efectua sobre las componentes del vector da y no del vector dq, resulta:

: aU ’ — 0
P/ ::—:—J X 'E TA[Q :|ds (Iv.31)
oa, s, M,
aw Fex
PSi=— = z;[ ‘ :|ds (IV.32)
aak Sk Mexl
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En este ultimo caso, denotando R a las fuerzas residuales, el sistema se encontrara

en equilibrio cuando se cumpla en todos los nodos:

R, =P, +P{ =0 (IV.33)

IV. 5.- LA FORMULACION TANGENTE

La busqueda de las posiciones de equilibrio es uno de los principales objetivos del
andlisis estructural. Si el sistema estd formado por vigas 3D, hemos probado que las
condiciones de equilibrio se reducen a satisfacer las ecuaciones (IV.30) y (IV.33).
Como éstas no son lineales en q, sélo se pueden resolver recurriendo a técnicas
incrementales de aproximacion. En general, estas técnicas se pueden clasificar en dos
grupos: aquéllas que minimizan la energia potencial total @, si el sistema es
conservativo, y las que tratan simplemente de eliminar o anular las fuerzas residuales
R resultantes del desequilibrio.

Ambos métodos se basan en el conocimiento de la matriz de rigidez tangente K
del sistema, esto es, de las relaciones incrementales de primer orden entre las fuerzas
externas e internas y los desplazamientos en una posicién q. Ahora bien, la matriz
tangente K depende del método de aproximacion elegido, resultando simétrica si se
minimiza @, y asimétrica cuando se intenta anular las fuerzas residuales R. Esta
diferencia se debe, como veremos, a que las variables independientes en ambos casos
son distintas: en el primero coinciden con los incrementos Aq del espacio paramétrico,
y en el segundo con los incrementos Aa del espacio fisico. Es ésta una de las
principales novedades que introducen las rotaciones finitas en el cdlculo de
estructuras; en el cdlculo clasico de vigas, con pequefias rotaciones, esta diferencia no
se da, siendo equivalentes los métodos de minimizacion y equilibrio; sin embargo, con
rotaciones finitas, la simetria o asimetria de K depende de la técnica de aproximacion
que se siga, esto es, del espacio —paramétrico o fisico— en el que se trabaje.

Seguidamente, se desarrollan por separado ambos métodos de aproximacion,
suponiendo para comenzar que el sistema de parametrizacion de las rotaciones es

triparamétrico. Los sistemas hiperparamétricos se tratan aparte mas adelante.
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I — Minimizacion de la energia potencial del sistema

Si el campo exterior de cargas aplicadas a una viga es conservativo, el sistema
admite funcién potencial @ y ésta es estacionaria en las posiciones de equilibrio.
Partiendo de este hecho, sea q un punto préximo a una posicién de equilibrio del
sistema y R, el vector de fuerzas residuales —de desequilibrio— conjugadas de 6q en q.
Aplicando el Principio de los Trabajos Virtuales (PTV) a R, tendremos:

Sd :J (5q"" a‘I; B
s d

oq" P )ds= —fs 8qTqus Y dq (IV.34)
o bien, estando la viga discretizada,

Sal [ (21 O -ZiP)as=-dalR,  Viq, (V39
s q

Supongamos que q+dq es el punto de equilibrio (R = 0) pr6ximo a q. Aplicando

el PTV a esta posicion, por idéntica razon se tendra:

2
8<I>+6d<I>=J quTaa:i +8qVTajV§:1V dq" ds —

S (IV.36)
fqu(Pq+qu)ds =0
S

Y considerando (IV.34) y (IV.36), los desplazamientos diferenciales dq que habra

que aplicarle al sistema para recuperar el equilibrio, seran:

v 0°Y
dq" dq" ds - STde:fﬁTRd
qu dq'oq” L qu @™ sq ™

0, si se prefiere, utilizando la notacién matricial (I1I.110),

jsaq“KquVds—quTqu ds:jsaqTqus Voq (IV.37)
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Por definicién, el ndcleo de rigidez K™ es una matriz simétrica. También lo es X
si el campo de fuerzas exteriores P es conservativo, como se demostrd en el apartado
II1.9. En cualquier caso, sea o no conservativo el campo de cargas P, si se supone la

viga discretizada y las cargas exteriores repartidas, siempre se tiene:

[ 3q’dp, ds = 3q || Z{dOPds+ | Z{©"dP ds =
= 8q, —LZZ(‘T(P) + OT[PVq])Zmds]dqm: (IV.38)
= 3q}[[ 2] X %, ds|dq, =34} X, da,,
con dO'P:=7(P)dq (IV.39)
T[P(F,M)]= 0 0 (IV.40)
Y 0 STM '

Teniendo todo esto en cuenta, la condicién (IV.37) en forma discretizada queda:
3qTR,, =8q] [jsz;TKNz;ds—ka]dqm v 8q,, (IV.41)

y como en los sistemas triparamétricos las tres componentes de 8q son independientes,

esta condicion se cumple si y solo si dq verifica el siguiente sistema de ecuaciones:
R, =|[ZK T, ds-X,, |dq, (IV.42)

que es la relacidn diferencial que buscdbamos, védlida tanto para sistemas de carga
conservativos como no conservativos —un tratamiento distinto de €stos se recoge en
[A6, A7]. Conviene advertir que la matriz simétrica K~ es independiente del sistema
de interpolacion y de los grados de libertad o puntos nodales adoptados en la viga. En
la formulacién GCCF (General Core—Congruential) de Felippa [F1, F2, C7] se

denomina a esta matriz niicleo de rigidez tangente.
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Un caso particular de carga que merece especial atencion es aquél en el que los
momentos exteriores son nulos. Concretamente, si el campo exterior de cargas P se
reduce a un conjunto de fuerzas constantes, se tiene: 7 (P)=0y VP =0 —o lo que es

lo mismo: X = 0-y la ecuacién (IV.42), escrita en forma incremental, se reduce a:

R, = [LZ;TKN 3 ds] Aq., (IV.43.2)
con R, =P +P}, =£z; P ds—i T "A o, ds (IV.43.b)

(nétese que al ser P'={F ; 0}, se tiene O'P =P)
Por otra parte, si en cada punto de la viga el campo exterior de cargas se redujera
a un conjunto de fuerzas variables —-momentos nulos—, las matrices de carga X,

pasarian entonces a valer:

X,,= [Z/0'[PV ], ds= [Z/O'[PV]OZ, ds (IV.44)
S S

(los operadores gradiente en el espacio paramétrico y en el espacio fisico se distinguen
denotdndolos V y V, respectivamente)

En conclusion, el sistema s6lo admite funcién potencial @ si el campo exterior de
cargas es conservativo, en cuyo caso ® es estacionaria y minima en las posiciones de
equilibrio estable, y el procedimiento de busqueda de estas posiciones, o puntos con
R, =0, equivale a minimizar el funcional ®. Esta equivalencia entre minimizar @ y
eliminar las fuerzas residuales R, conjugadas de dq no se da fuera del espacio
paramétrico. Por ejemplo, en el espacio fisico este procedimiento de eliminacién, en
vez de anular las fuerzas residuales R, conjugadas de dq:{du, dat}, anula las fuerzas
residuales R conjugadas de da:{du, dO@ }; la consecuencia inmediata de este cambio,
como veremos en seguida, es que la matriz de rigidez deja de ser simétrica y no puede
por tanto ser el resultado de un proceso de minimizacion. Notese, ademads, que asi
como tiene sentido escribir ®(q) y minimizar este funcional con relacion a q, no tiene
sentido una expresion andloga del tipo ®(a) debido a que da no es la diferencial

absoluta de ningtin vector de variables a.
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Il — Método del equilibrio

Este método, a diferencia del anterior, no trata de minimizar el potencial @ sino
simplemente de anular las fuerzas residuales del sistema discretizado, calculando para
ello la variacion de las cargas nodales —fuerzas y momentos entendidos en el sentido
convencional- al introducir en los nodos pequefios movimientos da,:{du,, d@ }, esto
es, desplazamientos du, y giros en las tres direcciones del espacio d® .. Veamos cémo.

Las cargas nodales activas P y reactivas P}, conjugadas de los movimientos
nodales da,, vienen dadas por (IV.31) y (IV.32); como ademas P qv =Z" P, en virtud

de IV.10),y P/ =Ao_, por (II1.69), estas cargas cumplen:
q o

P{=[Z[Pds o PI=-]Z TP ds (IV.45.a)
S S
dP¢:=[Z7dPds .~  dP/=-] % "dP"ds (IV.45.b)
S S

La variacién quV se calcula inmediatamente ya que, por definicion, se tiene:

*¥
dPV — \% N A%
q aanqV

(IV.46)
sin embargo, no resulta tan sencillo calcular la variacién de P"; ahora bien, como
dPZ =d=E"P'+E"dP" av.47)
introduciendo un nuevo tensor U del siguiente modo,
dE" v:=U(v)dq" (IV.48)

se tiene, dP'=EZ7"dP, —-E"U(P")dq"

y expresando dq' en funcién de da® por medio de (IV.7), se deduce la siguiente

relacion entre los vectores conjugados da” y dP":
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dP’=E " [K"-UP")]E 'da’ (IV.49)

Llevando este resultado a (IV.45) y sustituyendo alli da* por (IV.5.a), se obtiene
la variacién de las fuerzas nodales reactivas P ' en funcién de los desplazamientos

nodales da,:
dp; =Hsz’; ETKYN-UPHIE'Y ds | da, (IV.50)
La variacion de las fuerzas exteriores nodales se extrae inmediatamente de 6dW:
~8dW = [8a"dP ds = 8a [X[[PV]Z, ds da,,
S S

con lo cual, Py = [2[PV]Z  ds da, =X, (P)da, (IV.51)
S

A diferencia de las X, las nuevas matrices de cargas X, no tienen por qué
ser simétricas cuando P sea conservativo. Podran serlo, eso si, en casos excepcionales
—por ejemplo, cuando los momentos exteriores sean nulos—, pero no necesariamente.

Suponiendo ahora que las fuerzas residuales R, son pequefias, la condicién de
equilibrio (IV.33) se alcanzard cuando los desplazamientos nodales Aa, cumplan:

R, = Hsz’; ETIKN-UMPHIETE ds- X, (P)|Aa (IV.52)

m

siendo R, =P +P/=[Z(Pds—[Z\"P"ds (IV.53)
S S

En este caso, al ser U asimétrica, también lo es la matriz compuesta encerrada
entre corchetes en (IV.52). Ademds, esta asimetria es inevitable al no depender del
cardcter conservativo de las cargas exteriores aplicadas a la viga. No obstante, si entre
estas cargas exteriores no hay momentos, la matriz de rigidez global K del sistema
recupera la simetria cuando se alcanza una posicién de equilibrio, ya que entonces la
resultante de los momentos internos nodales se anula, y al ensamblar las matrices de
rigidez de todos los elementos que concurren en un mismo nodo sus términos

antimétricos se cancelan mituamente, desapareciendo [S2, S3, T1].
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Il — Una variante del método de equilibrio

A diferencia del procedimiento de minimizacién, el método del equilibrio admite
variantes; una de ellas es la técnica mixta que exponemos a continuacion.

Consiste €sta en tratar de anular las cargas residuales nodales R, del sistema,
partiendo de la relacion entre las variaciones los desplazamientos nodales dq,, y las

fuerzas residuales R, en el espacio paramétrico:
—dqu:[jsz;TKNz; ds— X, |dq, (IV.54)

Esta expresion se obtiene restando (I1V.34) de (IV.36) y es idéntica a la (IV.42) si
se sustituye R, por —dR,, . La diferencia en este primer término se debe al diferente
sentido que tienen ambas relaciones: la (IV.54) indica dnicamente como varian las
fuerzas residuales con los desplazamientos nodales, mientras que (IV.42) indica qué
desplazamientos concretos hay que aplicarle al sistema, cuando las fuerzas residuales
son diferenciales, para restablecer el equilibrio. En definitiva, (IV.54) expresa una
relacion general, y (IV.42) una condicion particular.

Pues bien, teniendo en cuenta que de acuerdo con (I1V.39),

qudeTP+®TdP=‘T(P)dq+9TdP (IV.55)

y también que dq = ©'da, la ecuacién (IV.54) se transforma en:
~7(R,)dq,-©"dR, = “SZ;T K'Y ds-X, |©.'da_, (IV.56)

y la relacién entre las fuerzas residuales y los desplazamientos nodales se puede
escribir asi (conviniendo en que &, sea la delta de Kronecker: 6, =1,sik=m,y

[13 2

d,,, =0,sik#m; “k” sea un indice fijo y “m” un indice mudo):

~aR, =0;"[ [ "K' X, ds - X,, +T(R,)3,, |0 da, (V57
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Por tanto, si se desea eliminar las fuerzas residuales y restaurar el equilibrio del

sistema deben introducirse los siguientes desplazamientos nodales Aa,:

R, = @;T[jsz;TKN ¥ ds—X, +7T (RS, |©@ A2 (AV.58)

Siendo consecuentes con este método, las fuerzas residuales nodales R, deben
valer @ 'R, y no la suma P!+ P de (IV.31) y (IV.32); esto es,

R,=6R,, =0, [ [Zi@"Pds—| 2" 6, ds (IV.59)

Como antes, la matriz de rigidez del sistema es asimétrica por serlo también 7 ;
ésta solo es simétrica si se anulan los momentos residuales de R, , esto es, en la
posicién de equilibrio. Por otra parte, a diferencia del caso anterior, la interpolacion se
efectda sobre los pardmetros rotaciones dq y no sobre las rotaciones elementales d©.

Noétese que en (IV.52) y (IV.58), aparte del niicleo K", intervienen otras dos
matrices: la matriz de cargas X y las matrices U o 7, dependientes de los esfuerzos
internos PV y las fuerzas reactivas nodales R, de la viga, respectivamente.

A los mismos resultados (IV.52) y (IV.58) se llega aplicando las reglas de la
derivacion compuesta a las derivadas direccionales [DU-a;, a;] de la energia —la
demostracion se recoge en el Apéndice IV—-. Aunque las dos formas de proceder sean
en esencia equivalentes, esta segunda tiene interés en si misma porque conecta con el
concepto de derivada objetiva de Sim6 —apartado II.10— y sirve de puente entre el
razonamiento fisico, ligado al concepto clasico de fuerza y equilibrio, y el matemético
puro, mds abstracto.

En definitiva, se pueden seguir dos caminos distintos para establecer una relacion
incremental entre las fuerzas y los desplazamientos de la viga, fundamento de la
formulacion Tangente —Cuadros IV.1 y IV.2—. El primero y mas simple consiste en
trabajar con fuerzas y desplazamientos generalizados en el espacio paramétrico,
resultando entonces simétrica la matriz de rigidez. El segundo, sin embargo, consiste
en trabajar en el espacio fisico con fuerzas y desplazamientos convencionales; en este

caso la matriz de rigidez es asimétrica y admite variantes.
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Minimizando la energia potencial total ®

Variables independientes: q ; Se interpolan los pardmetros do

dq' =%, dq, .. dq=%,dq,

quz[jsz;TKN z’mds—ka]Aqm (1)

R, =[2,0"Pds -[Z\"Ac,ds
S S
X,,= 21X, ds ~» X=PV,=7(P)+0'[PV]O

0 0
T[P(FWMMH{O S (M -oo]

ext

—en los sistemas hiperparamétricos (I) adopta la forma (IV.89)—

Eliminando las fuerzas residuales nodales R

Variaciones independientes: da ; Se interpolan los giros d©

da" =%’ da, .. da=X da,

sz[ [z [KN_(LI(PV)]E—lz'mds—ka(P)]Aam (ILa)

R =P +P/ =[X/Pds—[Z]"P"ds

S S

Q.
P'=|-%,. Q, X, (P)=[ET[PVIE, ds
M S

t

Cuadro IV.1.

Ecuaciones incrementales en los métodos de minimizacion I y equilibrio Il.a
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Procedimientos Il.a y II.b: métodos de equilibrio Espacio fisico

K asimétricas

dP’ —_[21(5) —> o dP<—>da ¢ «—— 2(s) da'(s)
J s ‘ K A J
|
—T T -1 . —_—1
= fuerzas ® ® desplazamientos =
|
. K
dpP, _JZL(S)_> ° quk<—> dq, @ <—— X (5) =—— dq'(s)
S
K simétrica
Procedimiento I: mimizacién de la energia Espacio paramétrico

Procedimiento I1.a:
1L.b:
nodo: e

Esquema IV.1.

Esquema de las tres técnicas incrementales

La relacion entre los tres procedimientos descritos se muestra en el esquema IV.1.
En €l se indica el espacio de trabajo, cémo se establecen las relaciones incrementales
entre las cargas y los desplazamientos, y qué variables relaciona en cada caso la matriz
de rigidez K. Como en el método del equilibrio el paso del espacio paramétrico al
espacio fisico se puede realizar a distintos niveles, este método admite variantes, cada
una con su propia matriz de rigidez tangente; dos de ellas, que hemos denominado
procedimientos Il.a y II.b. se muestran en el mismo esquema IV.1.

En las ecuaciones incrementales de los Cuadros IV.1 y IV.2 figuran dos matrices
que atin no han sido determinadas: el nicleo de rigidez tangente K" y el producto
ET[KN-UMPY)IE, que depende ademds del vector PV. En los siguientes
apartados calcularemos ambas matrices y el vector PV, suponiendo primero que el

sistema es triparamétrico y méas adelante que es hiperparamétrico.
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Minimizando las fuerzas residuales nodales R,

dq" =%, dq, .. dq=X,dq,

R =0 [ jsz’kTKN ¥ ds—- X, +7‘(Rk)]®;}Aam (ILb)

R=0,[[Z;0"Pds—[3"Ac,ds]

X,,=|ZIXZ, d - X=PV, =7(P)+0'[PV]O

0 0
T[Rk(FR’ MR)]=|:0 éT(M OC):|
R
Cuadro IV.2.

Ecuaciones incrementales en el método de equilibrio 11.b.

IV. 6.— CALCULO DEL VECTOR DE ESFUERZOS P"

Por definicién, el vector generalizado de esfuerzos P" es el vector conjugado del

. . v
vector ampliado de derivadas da’, esto es,

R 4
da’

P":= (Iv.60)

y vale de acuerdo con (II1.69) y (IV.10),

P'=E7P! =E"Ac, (IV.61)
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Ahora bien, teniendo en cuenta que T(a,,; ®)F(a)+G ()F, (o;a, )=0,
por (IL.80.b), y que F' G " = R —(I1.32)—, el producto = "A resulta,

R 0 R 0
E'A=|-f, R F'T'+F", G'"|=| -t,. R 0 | @v.&2
0 F'G"" 0 R
I 0
y se puede escribir ETA=|-r,, 0|1 (IV.63)
I

I 0 I 0 Q,
P'=|-f,,. 0 |Mlo,=|-f,., 0o, =|-1..Q, (IV.64)
I I M

Este resultado se recoge también en el Cuadro IV.1.

IV. 7.- NUCLEO DE RIGIDEZ TANGENTE

El nicleo de rigidez tangente es, por definicidn, el Hessiano de la funcién de

densidad de energia eldstica ¥(q"):

KN . PR 4

O IV.65
99°9q" ( )

Tratdndose de un material lineal, ¥ vienen dada por (II1.45), y escribiendo:

dy:=X, dq" s dk:=X,dq" (IV.66.a)
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Q" (ddy+8dy) :=2dq" "X ,(Q) 8q" (IV.66.b)
M" (ddk +8dx):=2dq" " X, (M) 8q" (IV.66.c)

y separando los términos que dependen directamente de los esfuerzos internos Q y M
del resto, la matriz de rigidez K~ queda descompuesta en dos: una matriz geométrica

y otra material, que adoptan la forma caracteristica:

K" = K + K" (IV.67.2)
Nl

K'Y :=[RTX!]C < (IV.67.b)
2

K :=X,(Q)+X,(M) (IV.67.¢)

En un sistema de parametrizacion de rotaciones triparamétrico, los operadores
X,y X, representan los gradientes dx/dq" y dy/9dq" del vector deformacién, y los
operadores X, y X, los Hessianos 9*(M'k)/dq" dq" y 9>(Q"y)/dq" dq". En los
sistemas hiperparamétricos esto, en general, no es cierto, si bien este hecho carece de
consecuencias practicas, como probaremos en el siguiente apartado.

El cdlculo de estos los operadores X,, X,, X,y X, exige conocer previamente
Ok, 0v, doy y ddy. De estas cuatro variaciones, las dos primeras se obtuvieron en
(II1.7) y (II1.8), resultando:

N
[ 1 ]: A" (IV.68)
N 2
y, por tanto, K,=A C,A" (IV.69)
R 0 R" R'r,, G(o) 0
. r,, Gu
K\ =[-G"(w)r,, R T'(a, ;) |C, v .
‘1 0 T(o, ;000 G (o)
0 G (o)

Iv.70)

con Cc = CII, Iv.71)
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Diferenciando ahora dx —(II1.7.b)—, se obtiene dox en forma paramétrica:
ddx =R [d8G (a)ar, +dG (a)dar ,  +8G (o )dot, , ] (IV.72)

con lo cual, el producto escalar M"dok queda como sigue —los tensores S y T se

definieron en (I1.67) y el operador A en el apartado I1.12—:

M'dok =M [dOG (), ,+dG () da,  +0G () dat,  ]=
=doa'AM;a, ;a)da+do'S(M_; o) da.,  + (IV.73)
da'SM,; a)da, |

Por otra parte, diferenciando ahora (III.7.a) y considerando que dR = d0 R, se

obtiene:

ddy=R’[- G(oydo (8u, + T, , G(a)dax ) +
(IV.74)
du, G(a)da +r,,  dG(o) S

y teniendo en cuenta la definicion (I1.67) del operador é, el producto escalar Q*ddy

resulta:

Q' ddy=da'G"(@)Q, (du, +1,, . G(a)do)—
i} . (IV.75)
—du’, QG(a)da —da’ S(r,, Q,; a)da

Ahora bien, como

do'[G"(Q, T, . Go)-S(F,,.Q,; a)]do=
(IV.76)

=d0'[Q,F,, ~F (o) S(F,,.Q,; a)F(c)]50

separando las partes simétrica y antimétrica del operador é y aplicando la propiedad

(I.71) a la parte antimétrica, se obtiene:
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2F"S(t,, . Q,; o) F=F'[S(F,, . Q,; )+S"(F,,.Q,; ®)]F- 1., Q,
(IV.77)

con lo cual, aplicando la propiedad (AI.8) al ultimo operador antimétrico de esta

expresion, se deduce el siguiente resultado:

do' [G"(@)Q, F,, G- S(F,,.Q,; &) da =

=;daT[GT(a)[(~)tf't, +T,,.Q,1G()] da — (IV.78)

;doﬂ[é(f“ Q. 0)+S8(F,.Q,; )b

y llevando éste a (IV.75), se obtiene,

Q'doy= docTGTQt du, + SaTGTQ[du, +

;SaTGT [Q,F,, +F,,.Q,1Gda- (IV.79)

1 ~oL ~
- 5 S(X.T[S(l‘t, SQlaa)—'_ST(rta SQ[’a)]da
En definitiva, de las expresiones finales (IV.73) y (IV.79) de los productos

M'ddx y Q'ddy se extraen las matrices simétricas X, y X, que buscdbamos,

resultando:

0 -Q,G(m) 0
X,(Q=| G'(@Q, H,Q,;:r, ;0-H,Q,:r,, ;o) 0
0 0 0
(IV.80)
0 0 0
X,(M)=| 0 AM,;a, ;00 SM,;a) (IV.81)

0 S' (M, ; o) 0
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siendo: H,(Q,:r,,. ;(x)=;GT((x)[(~)lf't, +7,,.0Q,1G(@)  (IV.82)

H,(Q.;:r,,, ;(x):;[ﬁ(ft, Q. a)+S"(E,. th;a)] (IV.83)

Sumando ahora X,y X ,, se obtiene la matriz geométrica de rigidez K :

dq " K" 8q" = Q "ddy + M "ddk (IV.84)
0 ~Q,G(w) 0
K!=|G(@Q, AM,;a, ;o+[H,-H,I(Q,:r,, ;a) S(M, ;o)
0 S"(M,; ) 0
(IV.85)

Y llevando (IV.70) y (IV.85) a (IV.67.a) se obtiene la expresion completa del
niicleo de rigidez tangente K". Esta matriz se muestra en la Cuadro IV.3 y es
simétrica, como puede apreciarse. En ella intervienen los operadores G, G, T, S,
S y A que dependen del sistema de parametrizacién y se calculan en el Apéndice II.
En los sistemas paramétricos vectoriales, el cdlculo de KN resulta mas sencillo debido
a que los operadores basicos G"y S se pueden expresar directamente en funcién de G

y T, obteniéndose entonces K" como se indica en el Cuadro IV .4 .
IV. 8.— LA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE EN UN SISTEMA HIPERPARAMETRICO.

Al calcular en el apartado anterior el nicleo de rigidez tangente y al desarrollar en
el apartado IV.5 el método de minimizacién de la energia, se supuso que el sistema de
parametrizacion de las rotaciones era triparamétrico. Veamos ahora qué ocurre cuando
el sistema es hiperparamétrico.

En un sistema triparamétrico, el nicleo de rigidez tangente K" del cuadro 1V.3
coincide con el Hessiano del potencial ®. En los sistemas hiperparamétricos, sin
embargo, esta identidad no se da, ya que el resultado del cuadro se dedujo suponiendo

vélida Ia relacién dR = d@ R, que sélo se cumple cuando dR representa realmente una
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Operadores Bésicos :
do =G (o)do

d6":=RG"(ar)do
vdG (o) := da"S(v, o)

v'dG (0):=da"S(v, o)
dG* (o) v:=T(v, a)dor dG (o)) v:=T(v, o) dor

v'dSG (@)a, .= do"A(V;a, ;0000

Operadores y Vectores Auxiliares :

Q,:=R,Q
1 ~ B -
H (Qir. io)=26 @[QF ., +,., Q]G
172 - Ny
H2<Qt;r[,s;a>=3[S<r[,th;oc>+s(rt,SQt;oo]

Matriz Constitutiva :
ROCllR(T) ROCIZR(T):|

C =
’ [ROCLRZ R, C,, R,

Matriz de Rigidez Tangente : K" = K}, + K,
Parte Material :
R 0 . T~
N o~ a R Rr, G 0
K, =-G (ovr,, R T(o,, ;o |C, .
‘ . 0 T(o, ;00) G (o)
0 G (o)
Parte Geométrica :
0 -Q,G(a) 0
K)=[G'(@Q, AM,a, ;0)+[H -H,Q:r, ;o) SM,:0)
0 S'(M,; o) 0

Cuadro 1V.3.

Niicleo de rigidez tangente en un sistema triparamétrico.
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Operadores Basicos :
do :=G()do
dG'(a)v:=T(v,0)da
w'doG (o )v =do"A(w; v;o o

Operadores y Vectores Auxiliares :

Q,:=R,Q
1 ~ y -~
H (Qir, so)=2G @[Qr, +r, QIG@)
1. - .-
H2<Qt;rt,s;oc>=5[T<rt,sQl;oc>+T (r,,Q:o]

Matriz Constitutiva :
ROCIIRZ R0C12RZ
°|R,CI,R] R,C,R]

Matriz de Rigidez Tangente : K" = K; + Kg

Parte Material :
R 0 N .~
N T ~ T R R r, SG(OC) 0
K,=|-G (r,, R T(a, ;o |C, :
0 T(o,, ;o) G (o)
0 G(o)
Parte Geométrica :
0 ~Q,G (o) 0
K} =[G (@)Q, AM,;0, ;0)+[H-H,I(Q;r, ;) —T (M,;-a)
0 -T(M,_;-a) 0
Cuadro 1V 4.

Niicleo de rigidez tangente en un sistema vectorial.
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variacion dentro del propio grupo de rotaciones SO(3). Si el sistema es triparamétrico,
toda variacién paramétrica representa al mismo tiempo una variacidn interna en
SO(3), pero en un sistema hiperparamétrico esto sélo es cierto si las variaciones
verifican las condiciones (II1.113), esto es, si 0g,=0 (i:1,... s). En consecuencia, en

estos sistemas

0°P
KYz 2~ (IV.86)
dq dq
sin embargo, si es cierto que:  d*® = dq"" K" 8q" (IV.87)

para todas las variaciones y diferenciales 8q" y dq’ tales que dg =0y dg,=0. Esto
es, la expresion de K" del cuadro (IV.3), deducida para los sistemas triparamétricos,
se puede utilizar también en los hiperparamétricos para calcular d*® siempre y
cuando los pardmetros y sus diferenciales se mantengan en la restriccién g(o.,) = 0.
Conviene advertir que en los sistemas hiperparamétricos el orden de las matrices
geométrica y material Ki’d y Kg depende de la dimensiéon “s” del sistema de
parametrizacion de las rotaciones. Si este sistema es triparamétrico, las submatrices
que figuran en Ki’d y Kg son cuadradas de orden 3, incluidas las matrices nulas 0; sin
embargo, si el nimero de parametros es mayor, los ordenes de €stas varian siendo la

mayor parte de ellas rectangulares:

[R]q [0],,, R, [R'E. Gl [0]..
KII\\I/I: _[GTrt,sR]sw [TT]SX3 [Co]6><6 [0]3: [:[‘]53 5 " [Gx]z 5
(015, (G5 " " )

[01,,, ~[QGl,s  [0],;

K)=|[G'Q]l., [A+H,-H,l. [S].;

(0], [S"]5es [0] 5,

Por otra parte, al calcular en un sistema hiperparamétrico la matriz de rigidez por
el método de minimizacidn, el paso de la relacién (IV.41) a la ecuacion incremental

(IV.42) no se puede dar por no ser independientes todos los parametros. De hecho, las
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relaciones paramétricas g(o,) = O transforman el problema original en un problema de
minimos condicionados, que se resuelve aplicando el método de los multiplicadores
de Lagrange, esto es, ampliando el funcional e introduciendo un conjunto de
multiplicadores A,,. como se indic6 en el apartado III.11. Al hacerlo, los parametros o
se independizan y se verifica la condicién g( o) = 0, pero la matriz de rigidez tangente
modifica su estructura y aumenta su dimensién. Veamos cOmo en un caso concreto.
Supongamos que las rotaciones se parametrizan en el sistema de Euler—Rodrigues
y que la estructura consta de N nodos; en este supuesto, las relaciones de ligadura de
los parametros nodales son g(o,): oci2 —-1=0 (i: 1, 2...N), y el funcional ampliado:
®*'=®— X\, (a;- 1), con lo cual las matrices D y E definidas en (II1.115) valen:

q, 0 0
D=2|0 ... 0 g =10,0,0,00, 05, o, o]

0 0 4N TNXN

(IV.88)
I

}Ll 0 0 2 03 03><4

E=2] 0 ... 0 con I1:=
o 03><4 I4
0 0 Al 71

TNxTN

y la matriz de rigidez tangente del sistema (III.116) y la ecuacién incremental (IV.43)

se transforman en:

[Ryi +204, 1oy [LZ;TKNZ; ds— X, ,—E

|
[qlf _1]N _DTN></N }

<
B
>

NxN

(Iv.89)

(nétese que el término R, del nuevo vector de fuerzas residuales es el mismo que
figura en el Cuadro IV.1). El principal problema de este sistema de parametrizacion es
que incrementa el orden de la matriz de rigidez y la dimension del vector Aq tantas
veces como multiplicadores de Lagrange o relaciones de ligadura se den en el sistema.
Ademas, los ceros que figuran en la diagonal principal de (IV.89) pueden causar
problemas numéricos, si bien éstos pueden atenuarse afiadiéndole a ®” una funcién

de penalizacién del tipo: pXg’(a.,), donde p es una constante muy pequefia [B4].
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IV. 9.— LA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE EN EL METODO DEL EQUILIBRIO

Esta viene dada por el triple producto Z "[KN - U (PY)]E™" que figura en
(IV.52), y aunque pueda sorprender a simple vista, su expresion desarrollada es muy
simple. Para probarlo, descompongamos el niicleo de rigidez tangente K" como se
indica en (IV.67.a), y calculemos por separado los productos Z 'K} E7' y
ET[KY—UPY)]E™, que corresponden a las componentes material y geométrica.

Para la componente material, K}, el producto se calcula de inmediato ya que

—_— —_—1 —_ —_
ETK, E'=ETACA'E"

y considerando (IV.63), se tiene:

I 0 _
. 1 0
=K E'=|-t,. 0]|C, fors (IV.90)
0 0 I
1
con C =InCH; (IvV.91)

El célculo de la parte geométrica Z ' [K} — L(PY)]Z™" no es tan sencillo ya
que exige conocer el operador U (P"), definido en (IV.48) por medio de la relacién
dZ"v=U(v)dq" enla que v es un vector arbitrario de la misma dimensién 3+2s que
P". Descomponiendo este vector v en otros tres vectores a, b y ¢ de dimensiones 3, s
y s, respectivamente, y diferenciando (IV.8), se obtiene el siguiente resultado en un

sistema triparamétrico:

a 0 0 0 a |
d="| b |=| 0 dG"(@) d,G", (a)+G", (a:da,)|]| b |=
[c:| 0 0 dG" (o) |:C_

0 0 X X 0 a
=10 Z(c;a,;00)+S"(b;a) S'(c;a) [da
0 S™(c;a) 0 da, | |

donde Z viene definido por (I1.87). Como ademds, en virtud de (I1.92):
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ZM o, ;0)=AM,;a, ;0+T"(a, ;0R"M,G (o)

sustituyendo el vector {a, b, ¢} por P¥ —(IV.64)—, se obtiene U (P"):

0 0 0
UPa, ;0= 0 U, S Mo (IV.92)
0 STM ;) 0

N

con U,=AM ;a, ;0)-S"(F,,. Q;0)+T (o, ;)R'"M,G(a)

t2s

(IV.93)

Este resultado vale para un sistema triparamétrico o hiperparamétrico; en efecto,

en un sistema arbitrario se tiene,

a 0 0 0 a
dE"| b [=| 0 dG"(o) dT"(o, ;)R +T (e, ;0)dR" [| b | (IV.94)
c 0 0 dG" (o)

Como ademds se tiene: T"dR"¢=—T"R" ¢ G da, por un lado; por otro,
dT(a, ;)R'e=A'(R'c; a, s pda +d, T'(a,; )R,

y d, ,STT((x, s o)Re=S(R'c; yda,  —pues, de acuerdo con la definicién (IL.67.b),
dG*(w)a, =T(o, ; a)do—, el operador U (P") que se desprende en este caso de
(IV.94) es el mismo operador (IV.92) que se habia obtenido para los sistemas
triparamétricos. Siendo esto asi, la matriz K; — U (P") queda reducida en cualquier

sistema de parametrizacion a:
0 -Q,G(w)
Ki-UP)=| G ()Q, L 0 (IV.95)

0 SM ;o0)-S"M, ;o) 0

L=[H,-H,](Q,;r,,,; oc)+éT(f't , Q. 0)-T (o, ; a)RTMtG(a) (IV.96)
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T

Multiplicando ahora (IV.96) a derecha e izquierda por "y Z 7, y aplicando
(II.71.b), se deduce:

0 -Q, 0
E KX -UPY)E'=|Q, F'LF-F', G'M, 0| @1vV.97)
0 -M, 0

cuyo término central vale,

F'LF-F",_ G'M, =
F'H,(Q;r,.)F-F'[H,Q,:r,.)-S"(F, Q)IF-
[F',.G"+F"T"R"]M,
Ahora bien, el ultimo corchete se anula aplicando (I1.80.c); por otra parte,

1

FTHl(QI;rt,s;a)F:E[i,séﬁ()tﬁ,s] (IV.98.2)

y ademds, teniendo en cuenta (IV.83), (IL.71.b) y (ALS),

A

F'[H,(Q;r., ;0)-S"(r, Q ;o)]F =

:;FT[é(f'[,th;a)—éT(f’t,th;(x)]F = (IV.98.b)

1 ~ - ~
=5 r’s_rt’s t
> [Q.r,,, Q]

con lo cual, se llega finalmente a la sencilla expresion:

0 -Q, 0
ETKI-UPHIE = Q, 1..Q, 0 (IV.99)
0 -M 0

Sumando ahora (IV.99) y (IV.90) se obtiene la expresion general de la matriz
nucleo de rigidez tangente correspondiente al método del equilibrio; esto es,
ET[KN-UPYHET.
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Esta matriz de rigidez se puede obtener también actualizando simplemente el
sistema referencial Lagrangiano, como se verd en el apartado IV.11.

Si se generaliza ahora la notacion (II1.12-13) y se escribe:

R, 0 0
m=0 R, 0 (IV.100)
0 0 R

teniendo en cuenta ademds que t:=R'r , —en virtud de (II1.3)- y, por tanto, que

t>s

t:= R'r , R, las matrices de rigidez tangente material y geométrica (IV.90) y

(IV.99) se pueden escribir en la forma todavia més simple de Sim6 [S2]:

I 0 i
ETKY E7 =00, | ~t 0 C|: Lot O]Hf (IV.101.2)
01 0 0 I
0 -Q 0
ET[K;-UMPHIET =M, | Q tQ 0 [T} (V.I0Lb)
0 -M 0

Estas expresiones del nicleo de rigidez tangente en una formulacién Lagrangiana
Actualizada son las mds sencillas de cuantas hemos obtenido. El tnico inconveniente
que presentan es su asimetria. Esta se debe al hecho de haber utilizado un método de
equilibrio para obtener K| y no un método de minimizacién —con el primer método,
las rotaciones se componen en el espacio fisico, donde no conmutan, y con el segundo,
en el paramétrico, donde si conmutan—. Esta asimetria caracteristica de las vigas 3D
no se aprecia sin embargo en otros sistemas Cosserat. Por ejemplo, en estructuras
laminares, las componentes normales de las rotaciones y los momentos se pueden
eliminar por no intervenir en las ecuaciones de equilibrio. Eliminando estas
componentes, los vectores d@, M, y 60 quedan contenidos en un mismo plano y se
anula el término asimétrico dO" 1\7[t 00 de la expresion ddd, resultando en definitiva
también simétrica la matriz de rigidez tangente laminar en el espacio fisico [B5] —en el

paramétrico lo es necesariamente—.
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IV. 10.—- RELACION ENTRE LOS PROCEDIMIENTOS ILa Y ILb

Las ecuaciones incrementales en los procedimientos II.a y II.b son:

R, = [fsszT =7 [KN-UPY)IETT ds - ka(P)] Aa_  (IV.102)

R, =0;" [ jSZ;T K¥2 ds+7 (RS, — X, ] ©.'Aa_  (IV.103)

Como ambas relacionan las mismas variables R, y Aa,, es 16gico que entre ellas
se dé algun tipo de relacion. A continuaciéon vamos a demostrar que a pesar de las
diferencias formales entre las expresiones (IV.102) y (IV.103), estas ecuaciones son
equivalentes al tender a cero el tamafio de los elementos finitos.

Para ello, probemos primero que la ecuaciéon (IV.102) se puede escribir de forma
andloga a (IV.103). Esta nueva expresion de (IV.102) resulta ademds interesante
porque revela la dependencia de las partes antimétricas de ambas ecuaciones con las
fuerzas residuales R, lo que tiene interesantes consecuencias practicas, como veremos.

En efecto, dado que d="P"= U (P")dq", en virtud de (IV.48); Ac,=Z"P", por
(IV.61); y ademds EdE'=-dEE"y dq"' = Z"'da", se tiene

dE'AG,=—-ETdE"P' =-E"UP")E'da’

y asi, [Ba" ETUPHE " da"ds=~] 8a"dE A, ds  (IV.104)

Ahora bien, la relacién (II1.73) del Capitulo III establece que en un elemento de

viga de extremos A y B, se verifica siempre:

jschT Ddqds=[8q"P, I - jsquD-[Aco] ds (IV.105)
esto s, [olA™D[© 8] ds=[8a"P]} - [ 8a'©@ "D [Ac,lds  (IV.106)

y, por tanto, sustituyendo dq por doq en (IV.105), y da por dda en (IV.106),
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jschT Dddq ds=[ddq"P, ]’ - js d8q" D [Ao,]ds (IV.107)
LPZTD[O"dSa] ds=[dda" P]; — LdSaTG’TD’ P! ds (IV.108)

y como ddq =dO '6a+©'dda, restando (IV.108) de (IV.107), también se cumple:
[0iA"D[d®8a]ds = [3a"d@ P, |, - [ 3a’d® "D A G, ds  (IV.109)
Ahora bien, 6.A"D[dO '8a]=0 A" dE '6a” (IV.110)
yalser @ '=-0"'d0'O ",y D"Ac,=0O'P' de acuerdo con (I11.74.b),

d®'D'Ac,=-0"'dO'P'=-O" 7 (P')O 'da Iv.111)

De modo que, llevando (IV.110) y (IV.111) a (IV.109), se deduce esta relacion:

[0iA"d="8a"ds = [ 3a'@ " T(P")© 'da ds -
> > (IV.112)
_ _ B
~[8a"©@ "7 (P)©'da],

El ultimo término puede eliminarse si no hay cargas concentradas en los extremos
de la viga —si las hubiere, se pueden sustituir por cargas repartidas con una funcion de
distribucién del tipo 6 de Dirac—, con lo cual de (IV.104) y (IV.112) se extrae:

jssa” = TUMPHIE "da" ds = — J6aT®’T 7 (PHO'dads (IV.113)
S
y asi, (IV.102) puede escribirse:
Rk:“Sz’kTE-TKNE-l ¥ ds +

(IV.114)
[ZloTT(®He" L, ds - X, (P)|Aa,
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o bien, teniendo en cuenta que 7 (R)= 7T (P'+P) y la definicion de X de esta

km?

otra forma:

R, = Usz’kT ETKYETX, ds+ [ 2107 T (R)O7E, ds-
(IV.115)
- [zie T @ +e'PVIOeE, ds] Aa_

Si el campo de fuerzas es conservativo, en esta expresion el tnico término no
simétrico es el segundo, que depende de las fuerzas residuales R. En teoria, por tanto,
la matriz de rigidez debiera ser simétrica en la posicién de equilibrio, por anularse en
ella R, y en un entorno de esta posicion, casi simétrica —en la préctica, la simetria se
puede perder por problemas computacionales, como veremos mds adelante—.

Escrita (IV.102) en la forma (IV.115), la equivalencia de ésta con (IV.103) se

prueba facilmente. Asi, por definicién de X, se tiene:
0.'X, . G)I‘n1 =0, [ J‘SZKT[T(P) +O'[PV]O]X  ds G);nl (IV.116)

Por otra parte, si d es el didmetro de los elementos y las funciones ©O(s) son

uniformemente continuas en el dominio S, se verifica, en general, para toda matriz ¥ :

0 .[S(F(S) ds @' = jSG)‘T(s)T(s)@"l(s) ds+¢&, con limeg =0 (IV.117)

d—0

De modo que las ultimas integrales en (IV.115) y (IV.103) convergen al mismo

limite al tender d a cero —nétese que OX, =X, 0, al ser A=g(s)ly B=g(s)IenXZ -

JSZEG’T[‘T(P)+®T[PV]®]@)"Zmds > 0.'X,,. 0. (IV.118)

Lo mismo ocurre con las segundas integrales si se consideran los siguientes

hechos: en primer lugar, que las fuerzas residuales nodales R, en el método II.a valen:

R, =[Z{Rds
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en segundo lugar, que el operador 7 (v) es lineal en v, que B=g(s)I en Xy que, por
tanto,

T(R)=7T(| Z{Rds)=] =T (R)ds (IV.119)
y, finalmente, que como X _(s)Aa_=1Vs, si Aa_=1,y el soporte de la funcién
matricial X, (s) se limita a los elementos que contienen el nodo k, en el limite, al

tender el tamafo del elemento a cero, se tiene:

T (R)Aa, > [ Z{T(R)X Aa,, ds
y asi, 0."T(R,)0,'3,,4a, > [ [T (R)O'Z, dsAa, (IV.120)

Siendo esto asi, s6lo resta comprobar que las primeras integrales en (IV.115) y

(IV.103) tienden al mismo limite cuando d — 0. La demostracién es inmediata ya que

A0 A, 0
¥ e'=| 0 B.F =72, =0 8.F (IV.121)
0 B'F 0 B.F +3F

y como al disminuir el tamafio del elemento el operador F, y las funciones de
. ., . . ’ L .
interpolacion B, se mantienen acotadas, pero no las derivadas B,, el término B, F,

llega a ser despreciable frente a B LF, y al tender d — 0, se tiene:

'Y, -3 0 (IV.122)

conlocual, [ ZETKYETZ, ds »0,"[ 'K T ds @, (IV.123)

Con esto queda demostrada la equivalencia entre las ecuaciones (IV.102) y
(IV.103) cuando el tamafio de los elementos finitos tiende a cero, y la identidad de las
ecuaciones (IV.102) y (IV.115) cuando las integrales que figuran en ellas se calculan

de forma exacta.
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IV. 11.- FORMULACION LAGRANGIANA ACTUALIZADA

Adoptando un sistema referencial Lagrangiano Actualizado para describir los
movimientos generales de la viga, los resultados de los Cuadros IV.3 y IV.4 se
simplifican mucho y las diferencias entre los tres tipos de ecuaciones incrementales se
reducen a cuestiones de detalle. En efecto, en este supuesto, los tensores
fundamentales F(0) y G(0) son constantes y sus derivadas nulas; los operadores

Z y © son también constantes y los productos Z'X" y £'© ' iguales a:

I 0
L I 0
E'=| 0 F(0) s = (IV.124)
0 G(0)
0 0
A 0
E'¥Y=¥0"'=[0 F0O)B (IV.125)
0 FO0)B

Por otra parte, en el sistema referencial actualizado, al ser o, =a=0y R(0)=1L
se tiene también: G(0) =G(0) en virtud de (I1.32), y S(V, 0)=S"(v, 0) por (IL.77);
ademds los términos T y A se pueden eliminar de (IV.70) y (IV.85) por ser
T0;00=0y AM_;0;0)=0,y el nicleo K" del Cuadro IV.3 se reduce a:

I 0

K, =|-G"(0)r,,, 0 Co[(l) r°’5(()}(0) GOO ](IV.126.a)
0 G(0) (0)
0 ~Q,G(0) 0
K, =[G'(0)Q, [H,-H,|(Q,:r,..) S(M,:0)| (IV.126.b)
0 S™(M. ; 0) 0

H,(Q,:r,, )= ;GT(O) [Q,F,. . +T,,.Q,1G(0) (IV.126.)
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Hz(Qo;ro,s)=;[S(FO,SQO;0)+ST(E~O,SQO;0)] (IV.126.d)

Ademds, denotando KV al producto = "[K"—U(P")]=", la parte geométrica

de éste en el sistema actualizado queda asi:

0 -Q,
K\, ;=2 [K\-UP)HE'=| Q. I, Q. 0] av.127
0 -M, 0
0 0
y 7 sereduce a: T(P)= (IV.128)
0 S(M;0)

Llevando todos estos resultados a (IV.43), (IV.52) y (IV.58) se obtienen las
ecuaciones incrementales actualizadas (I), (IL.a) y (I.b) de los Cuadros IV.1 y IV.2.

Los resultados dependen, por tanto, de los tensores G(0) y S(v;0), y éstos, a su
vez, del sistema de parametrizacion que se adopte para las rotaciones. A continuacién
se presentan las matrices de rigidez en los sistemas mds importantes.

Los operadores G y S en los sistemas triparamétricos de Rodrigues, natural y no
objetivos —angulos de Euler y Cardan—, asi como en el tetraparamétrico de Euler—
Rodrigues, se calculan en el Apéndice III. Para o, =0 = 0, valen:

Rodrigues G0)=2I .. S(v,0)=2vV (IV.129.a)

Natural: GWO)=1 .. S(v,0)= ;(r (IV.129.b)
0 0 O

Angulos de Euler: GO)=I ... S(v,0)=| v> 0 0 (IV.129.c)
0 —v* 0
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0O 0 O
Angulos Cardan: GO)=I .. Sv,0)=| v 0 0 (IV.129.d)
v v' 0

En el sistema tetraparamétrico de Euler—Rodrigues, G(0)=[0 ;21 ] no depende
de A. Los demads operadores son independientes de o, si se toma A =0, y vienen dados
por las expresiones (AIIL.50) y (AIIL.51) del Apéndice III.

Llevando estos resultados a (IV.126), se obtiene en el sistema de Rodrigues:

I 0

~ I 2F
RKY =|2F,. 0 |C, [ Loy 0 } (IV.130.a)
‘ 0 0 2I
0 21
0 -Q, 0
RKY, =2| Q, Q.f,. +L,..Q, M, (IV.130.b)
0 ~-M, 0
Y en el sistema natural:
ro I . 0
NKY =|-t,. 0|c, | T (IV.131.a)
‘ 0 0 I
I
0 -Q, 0
YK, Q, ;[Qoi‘o, +1,, Q.1 ;MO (IV.131.b)
0 VY 0
2

En los sistemas triparamétricos, cuando la parte lineal en o del tensor G(o) es
antimétrica pura, la matriz de rigidez presenta una forma sencilla del tipo (IV.130)—
(IV.131), ya que en este supuesto, de acuerdo con (II.71), el tensor S(v, 0) vale:
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S(v,0)= ; G'(0)v G(0) (Iv.132)

y al ser S antimétrico, se tiene H, = 0, quedando finalmente.

KY =G" ["K}, +"K), 16 (IV.133)
I 0 0

con G:=E7(0)=| 0 G(O) 0 (IV.134)
0 0 G(0)

Esto es, en los sistemas triparamétricos en los que la parte lineal del tensor G(ot)
es antimétrica pura, los nicleos de todas las matrices de rigidez tangente actualizadas
Klg son congruentes con el nicleo del sistema de parametrizacion natural, y por tanto
congruentes entre si.

Por otra parte, comparando (IV.127) y (IV.131), se observa que la matriz de
rigidez actualizada del método I en el sistema natural coincide con la parte simétrica

de esta misma matriz en el método Il.a,

A

K = Sim [ K | (IV.135)

(Sim[A]:= ;[ A+A"]). Y en general, en cualquier sistema triparamétrico:
K} =6"Sim|K} |6 (IV.136)

En los sistemas no objetivos —angulos de Euler y Cardan— la matriz de rigidez
presenta una forma similar a las anteriores, coincidiendo exactamente con (IV.131.a)
la parte material, si bien la parte geométrica difiere de (IV.131.b).

Por ultimo, en el sistema tetraparamétrico de Euler—Rodrigues y para el caso mas
sencillo, que corresponde al valor A = 0, se tiene para la parte material del nicleo de

rigidez tangente:
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[ IB><3 03><3 ]
01><3 01><3 -
K}, =[2%,.. , -2L, CO[IM 0,, 2r,., . O, om}
0, 0, O35 O3 2L, 0y, 2@,
01><3 2I3><3
(IV.137.a)

0 0
0 0 0
Kgo :2 Qo 3%3 03><1 [Qof'o 4 s+f‘o’ s Qo]3><3 _Mo 3x1 Mo 3x3
0 0
0 M

33 dnx

(IV.137.b)

Como era de esperar, entre las matrices (IV.130) y (IV.137) existen importantes
semejanzas. La diferencia fundamental es el orden de la matriz KI(\)I que en el primer
caso es 9y en este ultimo 11.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, juntamente con (I1V.124-125), las
ecuaciones incrementales en los tres casos I, Il.a y IL.b. se pueden plantear de
inmediato. En concreto, en el sistema paramétrico natural y en los no objetivos de
Euler y Cardan, al ser G(0) = I y por tanto E=G =1,y ©®=1,, estas ecuaciones se

reducen a:

quz[jsz;TKﬁzjn ds — ka]Aqm

Método 1 (IV.138.a)
R, =[Z/Pds—[2\'A o ds

S S

R, = “52’; K'Y ds-Z,. (P)] Aa
Método ILa (IV.138.b)
R, =[Z/Pds—|2"A 0,ds

N N
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Rk:[jsz;TK’;zjn ds— X, +T(R)5, |Aa_
Método ILb (IV.138.c)
R=0,R,=[Z/Pds— | Z\'A o,ds

con
I 0
A =|-F,. 0 |m, (IV.139.a)
|
TR =| " 0 (IV.139.b)
L0 Ss(M,;0) S
X\, = | 2L 7T, ds +X,, (IV.139,¢)
Xon=|ZIVPE ds (IV.139.d)
S

Obsérvese que las fuerzas residuales valen lo mismo en los tres casos, aun cuando
sus significados sean distintos, y que el operador A, depende de la posicién que ocupa
el sistema después de aplicarle el incremento de carga y, en consecuencia, no puede
obtenerse anulando sin mas los giros y desplazamientos de las expresiones generales,
como ocurria con la matriz de rigidez.

El conjunto de ecuaciones incrementales (IV.138) es muy simple si se lo compara
con el que se obtiene utilizando un sistema referencial Lagrangiano generalizado y un
sistema de parametrizacion arbitrario. Esto explica la sencillez del modelo de Sim6
[S1, S2], que parte de un sistema referencial actualizado y adopta el mas sencillo de
los sistemas triparamétricos que cumplen la condiciéon G(0)=1, el natural.

Comparando las ecuaciones (IV.138.a), (IV.138.b) y (IV.138.c), se observa que la
diferencia entre las matrices de rigidez tangente en los tres casos se reduce a su parte
geométrica KJ, y a los términos adicionales que se suman al ndcleo. En concreto, en
el sistema natural, con cargas constantes y en ausencia de momentos exteriores
aplicados a la viga (X, =X, ,=0), la matriz de rigidez correspondiente a la pareja
de nodos (k, m) en los tres casos, es:
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K\, = [ Z"Sim [K}]1 %, ds (IV.140.2)
K, = ISZ'J K'Y ds (IV.140.b)
K1 =[ =" sim [K}1Z), ds + T (R,)3,, (IV.140.c)

Una vez mds se comprueba que en el espacio paramétrico la matriz de rigidez K'
coincide con la parte simétrica de la matriz de rigidez en el espacio fisico K"; como,
ademads, los vectores de fuerzas residuales se calculan con la misma expresion en
ambos casos, la mera sustitucion de la matriz de rigidez asimétrica K" por su parte
simétrica K" es suficiente para trasladar el problema del espacio fisico al paramétrico.
La diferencia entre utilizar una u otra matriz en un proceso iterativo de aproximacién a
la posicién de equilibrio q, como es el método de Newton, estriba en la forma en que
se converge a esta solucién, ya que si se utiliza K' la aproximacién se lleva a cabo
reduciendo las fuerzas residuales generalizadas, y si se utiliza K" reduciendo las
fuerzas residuales convencionales. Por tanto, aunque las posiciones de partida y la
solucidn final sean las mismas, los caminos recorridos para pasar de una a otra son

distintos en ambos casos —ver figura IV.1—; no obstante, al estar el sistema actualizado

Espacio paramétrico

, q Espacio fisico

Figura IV.1

Recorridos seguidos en el proceso incremental de Newton—Raphson

aplicando las técnicas de minimizacion y equilibrio (métodos I y Il.a)
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estos caminos se aproximan mucho entre si y las diferencias numéricas entre las
matrices de rigidez K' y K" son pequefias; dicho de otra forma, K" es “casi” simétrica.

Esta similitud entre K' y K" fue aprovechada por Simé y Vu—Quoc [S1, S2] para
simetrizar directamente K", al comprobar que el cambio apenas afectaba al proceso de
convergencia —la semejanza no se da si el sistema no estd actualizado, como veremos
en el siguiente apartado—. El artificio de sustituir la verdadera matriz de rigidez por
otra aproximada se utiliza con frecuencia en el método de Newton—Raphson para
evitar la inversion repetida de la matriz de rigidez, ahorrando asi tiempo de célculo.
Ademds, para garantizar que K'y K" convergian cuadriticamente a la misma
solucién, Sim6 probé la identidad de ambas matrices en la posicion de equilibrio, y
aunque no parece que advirtiera la diferencia esencial de planteamiento que supone
optar por una u otra de las matrices K' y K" —ver Cuadro IV.1 y figura IV.1-, sin
embargo mostrd que tal diferencia desaparece cuando los momentos residuales se
anulan, y que, por tanto, K"— K" a medida que el proceso converge.

Analizando el problema desde otro punto de vista, se ha probado a lo largo de este
capitulo que este artificio de simetrizar K" es algo més que una mera técnica
computacional; supone, de hecho, un cambio de espacio de trabajo y de variables
independientes, de modo que la convergencia a la posicién de equilibrio queda
garantizada no por razones numeéricas dependientes en ultima instancia del valor de la
norma |[K'= K" ||, sino por razones estrictamente mecdnicas. Por otra parte, la relacion
de la matriz de rigidez con las fuerzas residuales es explicita en la version II.b del
método del equilibrio y se refleja claramente en la estructura de la propia matriz de
rigidez, como se aprecia en (IV.58) y (IV.140.c). Para la version Il.a del método del
equilibrio se puede probar lo mismo desde supuestos completamente generales, como
se indico en el apartado IV.10.

Para finalizar, vamos a mostrar la relacion que existe entre las matrices de rigidez
tangente en las formulaciones Lagrangianas Total (FLT) y Actualizada (FLA).
Aunque esta relacion ya ha sido probada para otros modelos y desde otros supuestos,
es interesante comprobar para la viga Cosserat que los resultados coinciden en lineas
generales con los obtenidos en los modelos clasicos [B1, S1, S2]. Nos limitaremos a

comparar las matrices de rigidez obtenidas por el método del equilibrio.
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Centrdndonos en el procedimiento Il.a, de acuerdo con (IV.101), las matrices de

rigidez geométrica y material en los sistemas actualizado y total son respectivamente:

I ; 0 -Q 0

KY =1, |-t, C[I L 0]+ Q tQ 0[O (V.14la)
0 I 001 0 -M 0
10 ; 0 -Q 0

K =T0,| |-t 0 C[I ¢ 0}+ Q tQ 0 |[|m av.4lb
0 I 00 0 -M 0

Ahora bien, como en el sistema actualizado la rotacién inicial R, es igual a R, y se
tiene IT, = I, la diferencia entre los dos niicleos de rigidez K y K" se limita a los

respectivos vectores tangentes en el sistema local: ty t , que son, por definicion:

dr dr
t:=R/ — t,:=R] —,
ds ds,

con lo cual, t=t —° (IvV.142)

En cuanto a las matrices elementales de rigidez tangente correspondientes a la

pareja de nodos (k, m), se tiene:
K= 2K} X, ds, -~ K, =[Z'KIZ,ds  (V.143)

Aqui, de nuevo, la diferencia radica tnicamente en el cambio de ds por ds_; esto
es, en la sustitucidon de la longitud medida en el sistema inicial, s, por la longitud
medida en el sistema deformado s. Como una de las hipétesis de partida es que las
deformaciones de la viga son muy pequefias, ds /ds = 1, la diferencia entre las dos
matrices de rigidez (IV.143) es despreciable. En definitiva, bajo este supuesto, las

formulaciones Actualizada y Total son equivalentes.



162 Capitulo IV : Formulacion Tangente de Vigas Cosserat

IV. 12.—- RELACION ENTRE K* Y K"

En los apartados IV.7 y IV.8 se hallaron las expresiones generales de las matrices
de rigidez tangente KNy K¥= Z " [K = /(P")]Z". Partiendo de estos resultados es
sencillo probar para los sistemas triparamétricos la siguiente relacion entre las
componentes geométrica y material de K™y K~ (el simbolo Sim[ ] representa la parte

simétrica de una matriz):

K\ =2"K! = K =="Sim[K} ]+ A, (IV.144)
0 ~2Q, 0
siendo, Sim[lig]=; 2Q, [Q.f,. +1..Q,1 M, (IV.145)
0 M, 0
0 0 0
y A= 0 AM;a, ;0)-H,(Q;r,;o0)+X Y (IV.146)
0 Y 0
con X = - Sim [G" ()M, T(t, ; o]

Y =Sim [ S(M, ; o0)]

e e , .. >N .
En definitiva, los nicleos de rigidez tangente Ky K" que se obtienen
equilibrando el sistema o minimizando su energia interna, estan relacionados entre si

del siguiente modo:
KY =="Sim[ K" E+ A, (IV.147)

En los sistemas triparamétricos esta relacion es exacta; en los hiperparamétricos,

como el de Euler—Rodrigues, lo que realmente se cumple es:

do’ K" o= do' [E"Sim[ K* | E+ A, ] St (IV.148)
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para todas las variaciones paramétricas dot y o0 compatibles con las relaciones de
ligadura g(o,,) = 0. Al no ser independientes, por tanto, las componentes de los
vectores do. y oa, las igualdades (IV.148) y (IV.147) no son equivalentes. No
obstante, como al calcular la posicién de equilibrio, el minimo de la energia total ® se
busca s6lo en la restriccion g(o,) = 0, la sustitucion en las ecuaciones incrementales de
K" por (IV.147) afecta a los pasos intermedios del proceso iterativo pero no al
resultado final, como se indic6 en el apartado IV.8, y es vdlida desde un punto de vista
operativo.

Una conclusién inmediata que se desprende de (IV.147) es que en una
formulacion Lagrangiana Generalizada no es cierta la relacion K~ = Sim[ K" ]; para
serlo, la matriz residual A debe anularse y Z coincidir con la matriz identidad. Estas
condiciones se cumplen si se elige un sistema de parametrizacion en el que G(0) =1y
se adopta una formulacién Lagrangiana Actualizada, en cuyo caso se anulan todos los
términos de A;: A y X, por las razones apuntadas en el apartado anterior, y H, e Y por

ser S antimétrico.

IV. 13.- FORMULACIONES LAGRANGIANAS TOTAL Y GENERALIZADA

En el apartado III.2 se describieron las dos formulaciones Total y Generalizada, y
en este capitulo se ha deducido el ndcleo de rigidez tangente en el supuesto mds
general, que corresponde a la formulacion Lagrangiana Generalizada. Queda, no
obstante, una tarea pendiente: relacionar ambas formulaciones e intentar extraer
algunas conclusiones de tipo practico. En primer lugar, importa notar que la forma
general de las matrices de rigidez de los cuadros IV.3 y IV.4 no cambia al pasar de
una formulacion a otra. Lo que varia realmente son los valores de los desplazamientos
y pardmetros que definen la geometria de la viga durante el proceso de deformacion,
ya que la configuracion de referencia es distinta en las dos formulaciones; esto es, lo
que cambian son los valores de las variables cinemdticas q, sus gradientes q" y
también las rotaciones R, de las bases locales nodales en la configuracion de
referencia, como se indica en la figura IV.2. Por tanto, desde el punto de vista formal
no hay diferencias entre ambas formulaciones. Ahora bien, desde un punto de vista

operativo, al correr los programas de cédlculo y medir su eficacia en tiempos de
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ejecucion y estabilidad en la convergencia del método de Newton—Raphson, entonces
si se aprecian diferencias entre las formulaciones Actualizada, Total y Generalizada, y
aun cuando éstas no sean muy acusadas, la tendencia es clara: cuanto mas general es
una formulacion, tanto mas lentos e inestables se vuelven en ella los calculos.

La raz6n de este comportamiento es simple: cuanto mds pequefios son los giros
que se manejan, mds alejados nos encontramos de las singularidades propias de los
sistemas de parametrizacion. Por ello, cuanto mds actualizado se encuentre el sistema
referencial, tanto mejor; de ahi la ventaja que se aprecia con frecuencia en la
formulacién Actualizada frente a la Total y a la Generalizada. Excepcionalmente, en
algunas ocasiones, las singularidades del espacio paramétrico no se encuentran
alejadas del origen, sino muy cerca de éste, pudiendo incluso llegar a coincidir con é€l.
Esto ocurre, por ejemplo, en el sistema de parametrizacion de Euler—Rodrigues. En tal
caso, no queda mas remedio que girar o deformar previamente la viga con el fin de
alejarnos de esta zona singular. Naturalmente, la formulacién Actualizada en estos
casos es impracticable y no queda més remedio que recurrir a las formulaciones Total
o Generalizada, si bien los inconvenientes que entrafia esta operacién no son pocos,

como se comprobard en el apartado IV.16.

\ R =R,

_ Configuracién de referencia en
Ry =R(@)R¢ la formulacién Actualizada : R

Configuracion de referencia q.
en la formulacién Total : R

A+Aq,

Configuracion de referencia en
la formulacién Generalizada : Rg

Figura IV.2: Formulaciones Actualizada, Total y Generalizada
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IV. 14— INTERPOLACIONES PARAMETRICAS NO LINEALES. ESTADOS DE
DEFORMACION CONSTANTE

Cuando se aplica el método de los elementos finitos a un sistema lineal como una
barra o una viga, se admite que los movimientos de una seccion cualquiera A(s) del
sistema dependen directamente de los desplazamientos y giros de un conjunto de
secciones nodales A,. Como la formulacién matemdtica del método resulta tanto mds
sencilla cuanto mds simple es la relacion entre las variables cinematicas q"(s) de esta
seccion y los movimientos nodales q,, generalmente se acepta que €sta sea lineal en
q, y polinémica en s, con un grado bajo en el orden de los polinomios. De hecho, las
matrices de rigidez de los cuadros IV.1 y IV.2 se han obtenido desde este supuesto
basico, cuya formulacién expresa se encuentra en (IV.1) y (IV.2). Sin embargo, ain
siendo este tipo de relacion el mas sencillo, no es necesariamente el que mejor
reproduce los estados elementales de deformacion de una viga, como puede ser el
estado de flexion con curvatura constante. Para reproducir estos estados basicos de
deformacion constante, es preciso sustituir la clasica interpolacion lineal, implicita en
(IV.1)—(IV.3), por otra no lineal del tipo:

q'(s) = 7, (q,; ) (IV.149)

Este cambio no sélo afecta a la expresion concreta de las matrices de
interpolacién (IV.2) y (IV.3), sino también a la estructura general de la matriz de
rigidez, ya que al suponer ahora no lineal la relacion q" (q, ; s), a la derivada segunda
de la funcién de densidad de energia eldstica ¥ hay que afiadirle un nuevo término

que incluya la diferencial segunda del vector ampliado de derivadas q":

2

9 o
od¥ = qu W dqV + quv aqv

Este término no se ha considerado hasta ahora por ser nula la diferencial segunda
ddq” en una relacién lineal. No obstante, en la prictica puede eliminarse, como
veremos enseguida, dejando inalterada la estructura bésica de la matriz de rigidez.

Diferenciando (IV.149), se tienen ademas,
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dq*(s) = T’ (q,; s)dq, (IV.150)

donde T'”, (q, ; s) son las nuevas matrices de interpolacién (nétese que, a diferencia
de (IV.2) y (IV.5), estas matrices I'” dependen no sélo de la coordenada curvilinea s
sino también de las variables nodales q, ).

Y por tanto,

2

oV
I’ dq, + &dq""

8d¥ = 8¢’ T’7 P~

k aqvaqv

(IV.151)

Ahora bien, el dltimo término en esta igualdad puede despreciarse y no es preciso
calcularlo, como ya hemos comentado. Al eliminarlo, la matriz de rigidez que se
obtiene no es ya la matriz tangente sino otra distinta, lo que no impide que se alcance
la convergencia en un proceso iterativo de Newton—Raphson como comprobaremos
mads adelante. Esta forma de proceder representa en realidad una variante del método
de Newton-Raphson modificado. Eliminando, pues, este término, las matrices (IV.140)

de la formulacién Actualizada, por ejemplo, se transforman en éstas otras:
K\, =[] Sim [K}1T", ds (IV.152.a)
K, =[T"/K) T, ds (IV.152.b)
K1 = [ T77sim [KY1T7, ds +7(R,)3,,, (IV.152.¢)

Aunque a simple vista pueda parecer una tarea fécil, no es sencillo calcular las
funciones de interpolacién I'” en los casos elementales que nos interesan, y que son
fundamentalmente: 1) el estado de deformacién con curvatura constante [C6, J1],
tipico de barras o vigas sometidas a flexion pura; y 2) el estado de deformacion
helicoidal, que se da en los resortes [B2, B3]. En el primer caso, el cambio de
interpolacion sélo afecta a los giros de las secciones transversales —las traslaciones

siguen interpolandose linealmente como en el apartado IV.2—, mientras que en el
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segundo la interpolacién afecta tanto a los giros como a las traslaciones de las
secciones. De cualquier forma, como la curvatura se supone constante en ambos casos,
la energia de flexion se integra de forma exacta con un sélo punto de Gauss y es
suficiente calcular las matrices I'” en un sélo punto del elemento, por ejemplo, el
punto central. El cdlculo de estas matrices se desarrolla en el Apéndice IV,
obteniéndose los siguientes resultados para un elemento de dos nodos —evidentemente,
no tiene sentido usar elementos de mds nodos si la curvatura y la deformacién

transversal son constantes—:

ou ou
5q"(L/2) =T [ 1]+r" [ 2] (IV.153)
' da, | o,

Estado de deformacion con curvatura constante:

R 0
=——1|0 ~F@)E" e,
0 F'(a)|R(Lt,/2R|F(L)+T(a.,: 0)F @E']
(IV.154)
N 0
',=—| 0 F)E e,
0 F'(a)|R(Lt,/2R]F(LT)-T(et.,: 0)F @)E
Estado de deformacion helicoidal:
| C D[F(Lt)+L7T]
My=- |0 “F(@)E" e,
0 F'(o)[R(Lt,/2)R]F(LT) +T(et,,: 0)F @E"|
(IV.155)
e DF (L1)
F’Z = f 0 F((X)E 9 2
0 F'(o)[R(Lt,/2RFLT)-T(et. ;0)F @E |
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‘ | 0 ‘ | I 0
siendo 0,= 0 Ga,) S 0,= 0 Ga,) (IV.156)

A=1/21+p()e

=)
Il

r [07'p(¢)e’~u(p)e el
C=I+q(¢)e’ (IV.157)

D= 0"'[v(0)[r®e—(e'r)e®e]+
q(®)[e®r—-2r®e+(e'r)I] ]

- L
E:=E[I+tag(¢/4)é]

cos(dp/2)—1 o

con p(9)= Dsen(0/2) a@)=1- 2 sen(0/2)

(IV.158)
p(9)

0
u(¢)=m V(¢):2_Zsen(¢/2) [1+2tag(¢/2):|

Estas interpolaciones no son mads efectivas que las lineales, pues aunque
aproximan mejor la deformacién real de la viga, el cdlculo de las funciones I'
complica bastante el proceso de obtencion de las matrices de rigidez y aumenta de
forma apreciable el tiempo de ejecucion de los programas. En general, si se busca
mayor precision, resulta mds practico afinar la malla con un nimero mayor de
elementos o bien utilizar elementos de orden superior, como probaremos con ejemplos
mas adelante. Ademds la velocidad de convergencia del método de Newton—Raphson
decrece cuando se utilizan directamente los resultados (IV.152), que, repetimos, son
sOlo expresiones aproximadas de las verdaderas matrices de rigidez tangente.

Si se desea incluir en la matriz de rigidez el término eliminado de (IV.151)

v =

T a\P T
8dq” ] =3dq" " P! (IV.159)



Capitulo IV : Formulacion Tangente de Vigas Cosserat 169

deberd calcularse previamente la siguiente diferencial:
P} "8I, (q)dq, (IV.160)

donde el indice mudo “’k” se extiende a todos los nodos del elemento.

Dada la extraordinaria complejidad de las matrices de interpolacion I, el calculo
de estas diferenciales resulta inabordable por via analitica, por lo que es preciso
realizarlo numéricamente a partir de las expresiones (IV.154) y (IV.155). Efectuada

dicha derivacién, (IV.160) se puede escribir asi

dq," K. (P,) dq; (IV.161)

y la expresion general de la matriz de rigidez tangente cuando se minimiza el

potencial de la viga y se utiliza una interpolacion no lineal queda del siguiente modo:

K, =[ [T/ K+ KT, + K, ]ds (IV.162)

T

En esta dltima expresién, K}, y Kj son las componentes material y geométrica
del nicleo de rigidez tangente que se dedujeron en apartados anteriores para distintas
formulaciones Lagrangianas, I'’, son las matrices de interpolacién (IV.154-155) y
K, la componente adicional que tiene en cuenta el efecto de una interpolacién no
lineal. Puesto que la matriz K . coincide con el Hessiano de la funcién escalar q" " P,
—se supone constante el vector qu—, necesariamente es simétrica. Mas adelante, se
probard con ejemplos que esta componente K puede eliminarse de (IV.162) y
simplificarse con ello el calculo de K.

Para mejorar la eficacia del procedimiento algunos investigadores han ensayado el
célculo directo de las variaciones de la curvatura y de la deformacidn transversal del
elemento, y a partir de ellas de las variaciones dU y 0dU, evitando asi tener que
interpolar el vector cinemético 0q. Esto comporta un célculo de la matriz de rigidez
algo mas simple del mostrado en este apartado, si bien los resultados obtenidos hasta
la fecha [B2, B3] no mejoran los procedimientos expuestos en este capitulo y no se

pueden extender facilmente a otros tipos de estructuras flexibles como las ldminas.
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IV. 15.— NO LINEALIDAD MATERIAL

Hasta ahora sélo se ha considerado la no linealidad geométrica de la viga,
suponiendo el material hipereldstico y lineal. Ahora bien, esta simplificacion resulta
excesiva y poco realista cuando las deformaciones rebasan ciertos limites. Un andlisis
rigurosos de la no linealidad del sistema exige en estos casos contemplar, al menos,
cierto grado de no linealidad en el material. Manteniendo el caracter hipereldstico de
éste y suponiendo que las relaciones C(g,) son derivables, vamos a desarrollar
seguidamente las bases que permiten incorporar la no linealidad material en el
esquema general trazado en apartados anteriores.

El hecho de suponer que las nuevas relaciones constitutivas no son constantes,
sino dependientes del vector deformacion: C(g,), no altera el esquema general de las
ecuaciones incrementales de equilibrio en una formulacién Tangente (consultar los
métodos de minimizacién y equilibrio de los cuadros IV.1 y IV.2). Unicamente afecta
al nacleo de rigidez tangente del apartado IV.7, que en este caso debe incorporar la
variacion de la matriz constitutiva C. Concretamente, suponiendo d¥ = s;C(e Jde,y
o,=C(g,)e,, la diferencial segunda de la funcién de energia eldstica Gnicamente

contendrd los tres términos siguientes::
2w 2
d*¥ = de,C(e,)de,+€,C(e,)d e +&,dC(g, )de, (IV.163)

De los dos primeros se extraen las componentes material y geométrica, K}, y K¢,
de la matriz de rigidez. Las expresiones finales de estas componentes coinciden con
las mostradas en los cuadros IV.3 y IV 4 si se tiene la precaucion de sustituir la matriz

constitutiva constante C por la matriz variable C(sg) al calcular KI;,I; esto es,
Ky =A"TI] Ce )L A (IV.164)

Por otra parte, el tercer término se puede expresar de forma andloga. En efecto,

escribiendo:

e!dC(e,) = de! C(g,) (IV.165)
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y teniendo en cuenta que de, =I1 A dq" —en virtud de (II1.8)—; y que, por definicién
de niicleo de rigidez tangente, d*¥ = dq" ' KNdq", se llega a la siguiente expresion
general de K™:

KY=K) +K" (IV.166)

siendo ahora, Ky =A"II' [C(e,) + C(e,)] T, A (IV.167)

En definitiva, basta sustituir en el cdlculo de la matriz de rigidez material la
matriz constitutiva C(€,) por la suma C*(eg) =C(g,) + C(g,) para introducir el
efecto no lineal del material. Las componentes C; ; de esta nueva matriz se calculan

de inmediato:

C'ij=C,;+£.9,C, (IV.168)

Noétese que las matrices 6(8 DY Ci(e .) son también simétricas al igual que
C(e,). En efecto, por ser 6,= C(g, )€,, el producto SZC(S o) deriva de un potencial y

es integrable; y por derivar éste de un potencial, necesariamente verifica la relacion:
T _ T
d,[e,C(g,)] ;= d;[g, C(e,)];

(13424
1

(para simplificar la notacidn, las derivadas parciales con relacién a la componente

del vector de deformacién, d/de€,, las denotamos simplemente 0, )
T _ T

esto es, C,;+¢€,0,[C(g,)] ;= C, +g,9,[C(g,)],

y puesto que C es simétrica, se cumple también la condicion:

C,,=¢€19,[C,)], =€l d,[Ce,)],=C,,

que es, precisamente, lo que desedbamos demostrar.
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IV. 16.—- RESULTADOS Y CONVERGENCIA

Para describir el comportamiento no lineal de una estructura sometida a cargas
cuasiestaticas se utilizan normalmente técnicas iterativas de aproximacién basadas en
el método de Newton-Raphson. Este método reduce un problema general no lineal del
tipo AP = f(Aq) a una sucesion de problemas lineales valiéndose de las relaciones
diferenciales entre la carga y los desplazamientos, dP = f’dq, que son el fundamento
de la formulacién Tangente. En los sistemas formados por vigas, la mayor dificultad
que presenta el método de Newton-Raphson es precisamente la obtencion de estas
relaciones diferenciales. Un procedimiento general para obtenerlas se ha descrito en
detalle a lo largo de este capitulo. Sin embargo, la velocidad de convergencia hacia la
solucién final y el esfuerzo computacional requerido para alcanzarla dependen del
sistema de parametrizacion adoptado para las rotaciones, del tipo de carga que se
aplica, que puede ser de direccion fija o variable, y del grado y tipo de discretizacion
de los elementos que componen la estructura.

Seguidamente vamos a mostrar con una serie de ejemplos coémo influyen estas
variables en el grado de convergencia, en los tiempos de proceso y en la exactitud de
los resultados. En estos ejemplos utilizaremos varias estructuras planas y espaciales, y
dos clases fundamentales de carga: una de direccion fija en el espacio y otra normal a
la propia estructura, esto es, de direccion constante en el sistema convectivo local de
la viga. Concretamente, los sistemas estructurales que se van a ensayar son los

siguientes.

Sistemas planos

El primero consiste en una viga recta, en voladizo, de longitud L = 1 y seccién
transversal constante, con un drea A = 1 y una rigidez a flexién EI = 2 (las unidades
no se especifican) La viga se carga en su extremo volado con un momento flector M,
normal al plano X-Y y se discretiza s6lo con 5 elementos finitos lineales, como se
indica en la figura IV.5.

El segundo sistema consiste en un arco circular con un dngulo de abertura de 215° y
un radio R = 100, articulado en un extremo y empotrado en el otro —figura IV.13.a—.

La seccion transversal del arco se supone constante, con un drea A = 12 e inercia [ = 1.
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El médulo de Young vale E = 10° y el coeficiente de Poisson se supone nulo. La carga
es puntual y se aplica en la clave del arco, que se discretiza con 40 elementos lineales.
Debido al sistema desigual de apoyos, el comportamiento del arco es asimétrico.

El tercer sistema es el semipdrtico plano de la figura IV.7.a [AS5, A6]. Las
secciones transversales del soporte y del dintel son idénticas, con un drea A = 6 y un
momento de inercia [ = 2. El mddulo de elasticidad y el coeficiente de Poisson del
material valen E = 7.2 10° y v = 0.3. El pértico estd articulado en sus dos apoyos y la
carga se aplica sobre el dintel en el punto situado a L/5 del extremo izquierdo. Tanto

el dintel como el soporte se discretizan con 5 elementos cuadraticos.

Sistemas espaciales

El cuarto sistema consiste en una viga de directriz circular, con un radio R = 100
y un dngulo central de abertura ¢ = 45°. La seccidn transversal es cuadrada de lado
unidad —ver figura IV.3—. La viga descansa en el plano horizontal y tiene un extremo
empotrado y el otro libre. Los médulos de elasticidad longitudinal y transversal del
material valen: E = 107 y G = 5 10°. La viga se discretiza con 8 elementos lineales y la
carga se aplica en el extremo libre, en direccién normal al plano del arco.

El quinto sistema consiste en un angular recto y simétrico de brazos iguales, de
longitud L = 240 y seccidn transversal rectangular de dimensiones 30 x 0.6; el médulo
de Young y el coeficiente de Poisson valen E = 71240 y v = 0.31. El angular esta
situado en el plano X-Y y se encuentra sometido en los extremos a dos momentos
flectores iguales y de signo opuesto orientados segun el eje Z, como se indica en la
figura IV.15. Los extremos del angular pueden desplazarse sobre el eje X y girar en el
plano X-Y, manteniéndose constantemente el vértice del angular en el plano Y-Z.
Dada la simetria de la estructura, s6lo es preciso estudiar la mitad de ella, esto es, uno
de los brazos, que se discretiza con 20 elementos lineales. Debido a la esbeltez de la
seccion transversal, el angular presenta una fuerte tendencia al pandeo lateral. Para
inducirlo y poder estudiar el comportamiento postcritico del sistema, se introduce una
pequefia perturbacion en las proximidades de los puntos de divergencia. Estas
perturbaciones suavizan ligeramente las curvas carga-desplazamiento en el entorno de

los puntos criticos sin llegar a alterar la forma general de éstas.
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El sexto sistema consiste en una pletina semicircular de radio R = 100 con una
seccion transversal idéntica a la del ejemplo anterior, E = 71240 y v = 0.31. El
extremo superior de la pletina se encuentra empotrado y en el inferior se aplica un par
torsor en la direccion del eje X como se muestra en la figura IV.16. La direccion de
este momento se supone en primer lugar constante, y después variable, normal a la
seccion. La pletina se discretiza con 20 elementos lineales.

El dltimo de los sistemas es una estructura reticular en forma de casquete esférico,
compuesta por 156 vigas interconectadas en 61 nodos, que se apoya eldsticamente en
su anillo perimetral. Se trata de una de las tipicas mallas geodésicas desarrolladas por
B. Fuller cuyo comportamiento estructural analiz6 y ensayé Makowski [M1, Z2] Las
vigas forman una reticula de elementos triangulares con simetria hexagonal respecto al
eje central —fig. IV.25—. El radio de la esfera circunscrita al casquete es R = 502 y el
del anillo perimetral r = 50. Las vigas son tubulares; las de la reticula interior con un
area A = 0.008, un momento de inercia I = 2.5 10* y un médulo de torsién J =5 104
y las del anillo perimetral, mucho mas rigidas, con A =0.1,1=2.510"yJ =5 10". El
médulo de Young y el coeficiente de Poisson se suponen: E = 2 107, v = 0.3. En este
tipo de cubiertas, los esfuerzos de la cubierta se transmiten al cimiento a través de
soportes tubulares inclinados de gran rigidez. Para simular la rigidez de estos soportes
en el plano horizontal e impedir que la estructura sea 14bil, se introducen en los nodos
del anillo perimetral apoyos elasticos en las direcciones x e y de rigidez k, = k = 10%,
Al sistema se le aplican dos tipos de carga: una vertical en el nodo cenital, y otra
radial uniformemente repartida en la cubierta, pudiendo ser éstas de direccion fija o
variable, normal a la superficie de cubierta.

En cuanto a las pruebas que se van a realizar, la primera consiste en comparar los
resultados y el grado de convergencia alcanzados al resolver las siete estructuras
descritas utilizando los tres métodos de equilibrio y minimizacién que se mostraron en
los cuadros IV.1-IV.2 y los cinco sistemas de parametrizacion de las rotaciones mas
importantes: los objetivos de Rodrigues y natural, el hiperparamétrico de Euler—
Rodrigues, y los dngulos Cardan y de Euler. Como los resultados de esta prueba son
similares para las tres estructuras planas, por un lado, y las cuatro espaciales, por otro,
s6lo mostramos los resultados obtenidos con las mas simples de estos dos grupos, que

son la viga recta del primer ejemplo y la viga curva del cuarto ejemplo —la primera



Capitulo IV : Formulacién Tangente de Vigas Cosserat 175

plana y la segunda espacial— cargadas ademas del siguiente modo: la viga recta con un
momento flector puro aplicado en el extremo libre de valor M,= 8w, que provoca una
flexion plana de curvatura constante Kk = 4 7; y la viga curva con una carga vertical, P
= 600, que induce una importante deformacion por flexotorsion.

En el primer caso, la flexion que produce el momento M, obliga a la viga a dar
dos vueltas completas sobre si misma en el plano X-Y —figuras IV.5—. En algunos
sistemas de parametrizacion el método de Newton—Raphson no converge para un
valor tan alto del momento, sino para otro menor que se indica en las tablas IV.14 y
IV.15. Algo parecido ocurre con la viga curva del segundo ejemplo, en la que a
menudo el valor de los incrementos de carga AP es demasiado alto y debe disminuirse
para que el proceso converja, aumentando el nimero de incrementos de carga n —en
las tablas IV.2 a IV.10 se ha optimizado AP para que n sea lo mas bajo posible—.

Se han elegido estos dos sistemas como ejemplos de prueba por ser sencillos y
porque su solucién es conocida. En la viga recta cargada en el extremo con el
momento M, por ejemplo, se conoce la solucion exacta por tratarse de un caso de
flexién pura; y en la viga curva se dispone de una extensa lista de resultados obtenidos
con otros modelos, que van desde el tridimensional de Bathe [B1], con elementos
cubicos de 16 nodos, o el modelo de s6lido degenerado de Crivelli-Felippa [C6, C7],
hasta los lineales de Sim¢6 y Cardona—Géradin [S1, S2, C1] y el corrotacional de
Crisfield. Los resultados con estos modelos para una carga vertical P = 600 k se
muestran en la tabla I'V.1, juntamente con el nimero y el valor de los incrementos de
carga que se aplicaron en cada caso. En el ejemplo corrotacional, la secuencia de
incrementos se obtuvo para el modelo de viga de Timoshenko [C3] y los
desplazamientos para el modelo de viga de Kirchhoff [C4]. En relacion con el nimero
de incrementos en que se divide la carga P, se observa en esta tabla una diferencia
muy grande entre los modelos lineales de Sim6 y Géradin, o el degenerado de Crivelli
—que lleva implicita la linealizacién—, y el modelo espacial de Bathe. En general, los
modelos espaciales, que trabajan con mds grados de libertad, no s6lo requieren més
memoria y tiempo de computacion que los lineales, sino también una segmentacion de
la carga mucho mayor para que el proceso converja. Por otra parte, si la direcciéon de P
es variable, se puede integrar directamente la ecuacion diferencial de la eléstica,

obteniendo entonces el resultado que se indica al final de la tabla IV.20.
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Seccién transversal de la viga

T
1
1
1
5 y
4 :
X
R =100
Fig.IV.3.a: Fig.IV.3.b:
Perspectiva de la viga curva. Discretizacion de la viga curva en 8
Orientacion y dimensiones elementos lineales de igual longitud.
Referencias AP Iteraciones r
Bathe—Bolourchi 60 x 10 — (15.90, 47.20, 53.40)
Simé — Vu-Quoc 300 +2x 150 13-8-6 (15.79, 47.23, 53.37)
Cardona—Géradin 6 % 100 7.8 (media) (15.55, 47.04, 53.50)
Crivelli— Felippa 6 % 100 — (15.75, 47.25, 53.37)
Crisfield — Cole 300 + 2 x 150 12-8-6 (15.61, 46.84, 53.71)
Tabla IV.1:

Coordenadas finales del extremo de la viga curva bajo una carga vertical P = 600,

valor de los incrementos sucesivos de carga y niimero de iteraciones

Los resultados de esta tabla coinciden basicamente con los obtenidos utilizando

los métodos de minimizacién y equilibrio I, II.a y II.b que se muestran en las tablas
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IV.2 a IV.10. Dado que los métodos 1 y Il.a son generalizaciones de los modelos de
Géradin y Simd, lo 16gico seria que las diferencias de resultados en las tablas IV.2 y
IV.5 fueran similares a las que se aprecian en la tabla IV.1, sin embargo son mucho
menores, como se aprecia. Esto prueba que las diferencias encontradas en la tabla IV.1
no se deben tanto a razones de método como a razones de procedimiento en el modo
concreto de realizar determinadas operaciones.

Ademas de una fuerza vertical P = 600 k, de direccidn e intensidad constantes, a
la viga curva también se le aplica —por separado— en su extremo libre una fuerza y un
momento, P= 600 e, y M = 5000 (e, -e,-e,), de intensidad constante y direccion
variable, que giran con la propia estructura y mantienen la orientacion con relacién al
sistema local de referencia {e,} de la seccién extrema. Las deformadas de esta viga
para estos tres tipos de cargas se muestran en las figuras [V.4.a, [IV.4.by IV.4.c, que
también incluyen las deformadas correspondientes a valores intermedios de la carga.
Por otra parte, las coordenadas del extremo libre de la viga curva deformada bajo estas
cargas y el giro relativo final del sistema local {e,} respecto al absoluto {n,} —ver
figura IV.3.b— se muestran en las tablas IV.2 a IV.10. De estas tablas, las tres primeras
se han obtenido utilizando el método de minimizacién I y las seis restantes con los
métodos de equilibrio Il.a. y IL.b.

Finalmente, los resultados de la viga recta del ejemplo plano se muestran en las
figuras IV.5 y se recogen en las tablas IV.11 a IV.13. En este caso, la convergencia es
muy rdpida y la exactitud en los giros nodales completa aun aplicando el momento
total M, = 8 de una sola vez, como se aprecia en la figura IV.6. Esta figura, que se ha
obtenido utilizando el método de minimizacién y el sistema de parametrizaciéon
natural, muestra cémo la deformacién de la viga coincide practicamente con la
solucién exacta tras solo cuatro iteraciones. Andlogos resultados se obtienen con los
angulos Cardan o de Euler —en los problemas planos, estos dos sistemas de dngulos
coinciden y no tiene sentido distinguirlos; por otra parte, las diferencias con el natural
son minimas como reflejan las tablas mencionadas— Sin embargo, la convergencia es
peor en los sistemas de Rodrigues y Euler—Rodrigues. Este dltimo se incluye también
en las tablas correspondientes a los métodos I y II.A, aunque en la prictica no tenga
sentido usar un sistema tetraparamétrico para resolver una estructura plana en la que

los giros son unidimensionales.
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Fig IV.4.a: Deformacion de la viga y desplazamientos del extremo libre al aplicarle
una carga de direccion constante e intensidad mdxima P = 600.
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Fig IV.4.b: Deformacion de la viga y desplazamientos del extremo libre al aplicarle
una carga de direccion variable e intensidad mdxima P = 600.
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Fig IV.4.c: Deformacion de la viga y desplazamientos del extremo libre al aplicarle
un momento de direccion variable e intensidad mdxima M = 5000 /3.
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S. Paramétrico AP Iteraciones r 0
Rodrigues 4 x 150 10-9-10-7 (15.68, 46.98, 53.50) [ (0.691, -0.982, 0.766)
Natural 4 x 150 10-13-10-7 (15.68, 46.99, 53.49) (0.692, -0.982, 0.767)
Euler—Rodrigues| 4 x 150 11-13-16-7 (15.68, 46.98, 53.50) | (0.691, -0.982, 0.766)

Angulos Euler 6 x 100 9-11-12-8-7-6 (15.67,46.98, 53.49) “

Angulos Cardan| §x75 |8-10-11-8-6-8-6-5](15.66, 46.98, 53.50) “

Tabla IV.2: Método 1. Coordenadas y giros del extremo de la viga para P constante.

S. Paramétrico AP Iteraciones r 0
Rodrigues 6 x 100 7-7-8-13-8-8 (-9.97,25.07, 59.65) |(1.137, -1.644, 0.750)
Natural 4 % 150 13-12-10-11 (-9.98, 25.08, 59.65) |(1.137, -1.644, 0.750)
Euler—Rodrigues| 8 x 150 [12-11-10-7-7-7-7-7| (-9.97, 25.08, 59.65) |(1.137, -1.643, 0.749)
Angulos Euler | 9 x200/3 11.55 (media) | (-10.05, 25.07, 59.63) | (1.137, -1.644, 0.750)

Angulos Cardan | 8 x 150 | 8-8-9-10-8-7-6-6 |(-10.05, 25.07, 59.65) «

Tabla IV.3: Método 1. Coordenadas y giros del extremo de la viga para P variable.

S. Paramétrico AM Iteraciones r 0
Rodrigues 2 x 2500 7-7 (37.717, 56.35, 25.45) | (0.220, -0.660, 0.342)
Natural 2 x 2500 10-10 “ “
Euler—Rodrigues| 8 x 625 7-71-71-T7-8-8-8-9 | (37.77, 56.36, 25.46) “
Angulos Cardan | 3 x 5000/3 9-9-8 (37.76, 56.36, 25.45) «

Tabla IV.4: Método 1. Coordenadas y giros del extremo de la viga para M variable.
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Sistema .
Paramétrico AP Iteraciones r 0
Rodrigues 6 x 100 11-11-8-7-8-6 (15.69, 46.98, 53.5) | (0.691, -0.982, 0.766)
Natural 4% 150 12-12-9-7 o “

Euler—Rodrigues| 6 x 100 10-11-8-7-6-6 | (15.63,46.93, 53.55) | (0.689, -0.985, 0.764)

Angulos Cardan | 4 x 150 12-16-11-8 (15.68, 46.99, 53.5) | (0.691, -0.983, 0.766)

Tabla IV.5: Método 1l.a. Coordenadas y giros del extremo de la viga para P constante

Sistema .
Paramétrico AP Iteraciones r 6
Rodrigues 6 x 100 10-9-8-8-8-8 | (-9.96, 25.06, 59.66) |(1.137, -1.643, 0.749)
Natural 5 %120 10-9-10-13-9 (-9.96, 25.07, 59.66) ¢

Euler—Rodrigues| 5 x 120 9-10-10-10-9 | (-10.53, 24.87, 59.59) | (1.142, -1.651, 0.756)

Angulos Cardan | 9 x200/3 | 9-9-9-8-7-7-6-6-6 | (-10.01, 25.07, 59.65) | (1.138, -1.643, 0.750)

Tabla IV.6: Método Il.a. Coordenadas y giros del extremo de la viga para P variable

Pa?ei;fér‘g?co AM Iteraciones r 0
Rodrigues 3 % 5000/3 6-6-06 (37.77, 56.35, 25.46) | (0.220, -0.660, 0.342)
Natural 2 x 2500 9-10 “ “
Euler—Rodrigues| 2 x2500 10-16 (37.78, 56.33, 25.47) “
Angulos Cardan| 2 x2500 9-9 (37.76, 56.36, 25.45) “

Tabla IV.7: Método Il.a. Coordenadas y giros del extremo de la viga para M variable
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Sistema .
Paramétrico AP Iteraciones r 0
Rodrigues 6 x 100 11-10-8-7-6-6 (15.68, 46.98, 53.5) |(0.691, -0.982, 0.766)
Natural 4 %150 10-13-9-7 « «
Ang. Cardan | 4x60 +3x120 | 8-8-8-7-13-8-7 | (15.66, 46.98, 53.5) “

Tabla 1V.8: Método I1.b. Coordenadas y giros del extremo de la viga para P constante

Sistema .
Paramétrico AP Iteraciones r 0
Rodrigues 5 %120 10-11-11-10-9 (-9.98, 25.08, 59.65) | (1.137, -1.644, 0.750)
Natural 4 x 150 10-13-12-11 (-9.98, 25.09, 59.65) «
Ang. Cardan | 4x60 + 3x120 | 7-7-7-7-13-12-8 (-10.08, 25.07, 59.65)| (1.138, -1.644, 0.751)

Tabla IV.9: Método I1.b. Coordenadas y giros del extremo de la viga para P variable

Sistema )
Paramétrico AM Iteraciones r 0
Rodrigues 3 x 5000/3 6-6-6 (37.77, 56.35, 25.46) | (0.220, -0.660, 0.342)
Natural 2 % 2500 10-10 « “
Ang. Cardan | 2 x2500 9-9 (37.76, 56.37, 25.45) “

Tabla IV.10: Método I1.b Coordenadas y giros del extremo de la viga para M variable
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FigIV5.a: FigIV.5b:

Dimensiones y deformada de la viga Discretizacion de la viga con
bajo un momento flector M = 8 T. 5 elementos finitos lineales.

Fig.IV.6.

Geometria de los elementos durante las 4 primeras iteraciones
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Pa?reilsgleéﬁ?co M, Iteraciones r 0 r 0
error en % | error en %
Rodrigues T 6 (0.6366, 0.6366)| 90.284 0.611 0.182
Natural 8T 6 ©,0) 720 0 0
Euler—Rodrigues T 7 (0.6345, 0.6419)| 90.664 0.635 0.423
Euler— Cardan 8 6— (0, 0) 720 0 0

Tabla IV.11: Método I. Coordenadas y giros del extremo de la viga recta

Paiilsr;eérg?co M, Iteraciones r 0 r 0
error en % | error en %
Rodrigues T 5 (0.6374, 0.6404)| 89.916 0.432 0.094
Natural 8T 6 (0, 0) 720 0 0
Euler—Rodrigues T 5 (0.6377, 0.6403)| 89.928 0.432 0.080
Euler— Cardan T 4 (0.639, 0.639) 90 0.412 0

Tabla IV.12: Método Il.a. Coordenadas y giros del extremo de la viga recta

Sistema

Paramétrico M, Tieraciones r 0 r 0
error en % | error en %
Rodrigues T 5 (0.6342, 0.6416)| 90.284 0.611 0.316
Natural 8T 6 0, 0) 720 0 0
Euler— Cardan T 5 (0.6392, 0.6392) 90 0.412 0

Tabla IV.13: Método I1.b. Coordenadas y giros del extremo de la viga recta
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En estas tres ultimas tablas, el momento M aplicado en cada sistema de
parametrizacion es distinto debido a que el proceso no converge por igual en todos
ellos, como se comentd anteriormente. Por ejemplo, en el sistema de Rodrigues la
singularidad se presenta tedricamente cuando el giro del extremo final de la viga
alcanza el valor 0 =T, esto es, cuando el momento vale M = 2w. En la prictica, asi
ocurre si se utiliza el método de equilibrio II.A, sin embargo con el método de
minimizaciéon el momento critico se reduce ain mds, bajando hasta un valor
aproximado M = 1.3w. En las tablas IV.14 y IV.15 se muestran los limites de

convergencia del momento M, en los cinco sistemas de parametrizacion.

Sistema Paramétrico

Valores de M, para los
que converge

Valores de M, para los
que no converge

Rodrigues <13m >14n
Natural 8m y<5m Tm, 61
Euler—Rodrigues <2n > 37
Ang. Euler y Cardan 81 y<5m 7, 6m

Tabla IV.14: Método 1. Limites de convergencia en distintos sistemas de
parametrizacion para la estructura plana de la figura IV.5

Sistema Paramétrico

Valores de M, para los
que converge

Valores de M, para los
que no converge

Rodrigues <2n >2n
Natural 81 y<5m 7w, 61

Euler—Rodrigues <6m > 67
Euler— Cardan 81 y<5m 7w, 61

Tabla IV.15: Método Il.a. Limites de convergencia en distintos sistemas de
parametrizacion para la estructura plana de la figura IV.5
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De los resultados obtenidos en los ejemplos descritos, la mayor parte de los cuales

se recogen en las tablas IV.2 a IV.13, se extraen las siguientes conclusiones generales:

1) Los resultados finales obtenidos utilizando el método de minimizacién I y los
métodos de equilibrio Il.a y II.Lb son casi idénticos en todos los sistemas de
parametrizacion, pudiendo afirmarse que el grado de exactitud en la solucién no se ve
practicamente afectado ni por el sistema de parametrizacion ni por el método elegido.

2) De los cinco sistemas paramétricos ensayados, los que presentan un
comportamiento mas estable y convergen mejor, permitiendo asi mayores incrementos
de carga, son los sistemas objetivos de Rodrigues y natural; y entre éstos, el que
muestra mayor regularidad es el natural por salvar mejor sus propias singularidades.
Como compensacion, en el sistema de Rodrigues los algoritmos son mds simples.

3) La dimensién de la matriz de rigidez es mayor y presenta un perfil mas
irregular en el sistema tetraparamétrico de Euler—Rodrigues que en los otros cuatro
sistemas triparamétricos. Esto afecta al tiempo de ejecucion de los programas y dafia
ligeramente la convergencia del proceso iterativo cuando se aproxima la solucién por
el método de Newton, resultando en general preferibles los sistemas triparamétricos a
los hiperparamétricos. No obstante, cuando los giros nodales de la estructura no son
libres y presentan restricciones, puede suceder que éstas sean mds faciles de definir en
un sistema hiperparamétrico que en uno convencional triparamétrico; en tales casos, la
adopcidn de estos sistemas no entrafia ningin problema, salvo el mencionado para el
sistema de Euler—Rodrigues, que es comun a todos los sistemas hiperparamétricos.

4) Los angulos de Euler, tantas veces utilizados en mecdnica, no son un buen
sistema de parametrizacion de las rotaciones, ya que presentan una singularidad en el
plano (0,, 0, ©,) que contiene el origen. Se evita aplicando un giro previo (0, ¢, 0) ala
estructura al comenzar la ejecucion del programa y al actualizar la configuracion de
referencia, de modo que ésta y la deformada inicial no coincidan en ningtin momento.
El valor de ¢ debe ser suficientemente alto —en los ejemplos resueltos hemos tomado
(¢ =Tm/2—, para que al deformarse la estructura la componente 0, de los giros nodales no
llegue a anularse. Aun cuando esta operacion no presente especiales dificultades,
complica lo suficiente el proceso como para hacer que este sistema de parametrizacién

sea poco recomendable.
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5) De los métodos I, Il.a. y IL.b., los dos primeros convergen por regla general
mejor que el tercero sin que haya diferencias importantes entre ellos. Sin embargo, el
método Il.a es el mds rapido en calcular la matriz de rigidez K, debido a la sencillez
de la expresion 1V.99, y el I1.b el més lento ya que incluye un término adicional en K.

6) A diferencia de los métodos de equilibrio Il.a y II.b, que conducen a matrices
de rigidez asimétricas, minimizando la energia potencial se obtiene siempre una
matriz de rigidez simétrica si el sistema de cargas es conservativo. No obstante,
usando los métodos de equilibrio Il.a y II.b las matrices de rigidez se pueden
simetrizar como se indic¢ al final del apartado IV.11.

7) La convergencia con cualquiera de los métodos y sistemas de parametrizacion,
incluido el tetraparamétrico de Euler—Rodrigues, es siempre cuadratica.

Ademas de estas conclusiones, en un sistema hiperparamétrico como el de Euler—
Rodrigues es preciso tener en cuenta que:

a) En cada iteracién deben normalizarse los pardmetros q; + Aq; que definen los
giros nodales, de modo que cumplan automdticamente las condiciones de ligadura
impuestas. Sin esta normalizacion la convergencia del proceso se deteriora mucho y
los incrementos de carga que pueden tomarse en cada fase se reducen varias veces —en
el ejemplo de la viga curva, como minimo 3 veces—. Los resultados de las tablas que
se han mostrado hasta el momento se han obtenido normalizando los pardmetros q;.

b) En los sistemas hiperparamétricos la expresion de la matriz de rigidez no es
tnica sino dependiente de 3(n—3) constantes reales A,, esto es, K = K(,) —en el
apéndice III se deducen las expresiones de los operadores G, T, etc. para el sistema de
Euler-Rodrigues (n = 4) en funcion de una sola de estas constantes A = A,—. Pues bien,
aunque en teoria los valores de las constantes puedan fijarse arbitrariamente, en la
practica el comportamiento del sistema depende de los valores que €stas tomen. Las
tablas IV.16 muestran, por ejemplo, como converge en el sistema de Euler—Rodrigues
la viga curva de la figura IV.4.a y como se fracciona la carga vertical P= 600 que la
solicita para distintos valores de la constante A, utilizando los métodos I y Il.a. El
comportamiento de la viga variando las otras dos constantes A, y A ; es andlogo.

¢) Al calcular los incrementos de los desplazamientos nodales y resolver el
sistema lineal de ecuaciones AP = KAq, se observa a menudo que este sistema no esta

bien condicionado debido al conjunto de ceros que aparecen en la cola de la diagonal
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Método 1 Método 1l.a

A AP Iteraciones A AP Iteraciones
-2 8 x50 10-9-8-8-7-7-6-6 -2 6 x 100 10-11-8-7-6-6

-1 8 x50 10-9-8-7-7-6-6-6 -1 6 x 100 9-11-8-7-6-6
-05 6 x 100 11-10-9-7-7-6 -05 6 x 100 10-11-8-7-6-6
0 4 x 150 11-13-16-7 0 6 x 100 10-11-8-7-6-6
0.5 4 x 150 12-14-15-7 0.5 6 x 100 13-11-8-7-6-6
1 5 %120 11-18-10-8-7 1 6 %100 20-12-8-7-6-6
2 5 x120 11-21-10-8-7 2 8 X75 8—8-7-6-6-6-6-5

Tablas IV.16:

Convergencia en el sistema de Euler Rodrigues al variar la constante A

principal de la matriz de rigidez (IV.89) y también a un efecto de contaminacién de la
matriz de rigidez causada por los términos dependientes de las constantes A.. En estos
casos una adecuada eleccién de estas constantes puede mejorar bastante el
condicionamiento del sistema. En el ejemplo anterior se ha podido comprobar que el
valor A = 0, que anula estos términos adicionales, es uno de los que mejor se comporta
en este sentido, facilitando la convergencia, como se aprecia en las tablas IV.16.

d) En los ejemplos resueltos, los resultados numéricos obtenidos para distintos
valores de A fueron siempre los mismos con cada uno de los tres métodos utilizados: 1,
I.a y IL.b. Es curioso que dependiendo la matriz de rigidez de una serie de constantes
A, sin embargo la solucién sea tdnica. Como es sabido, esta aparente contradiccion se
debe a que los pardmetros estdn ligados entre si por una serie de relaciones y no son
independientes. En cualquier caso, con estos ejemplos se ha probado que se pueden
tomar cualesquiera valores de A, para construir la matriz de rigidez del sistema sin
afectar para nada a los resultados finales, aunque si al grado de convergencia del

proceso, como se ha indicado antes.
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La segunda prueba que realizamos sobre la viga recta 2D y curva 3D consistié en
comparar el rendimiento de los métodos de calculo descritos cuando se sustituye la
interpolacion lineal clédsica por una interpolacién paramétrica no lineal que reproduce
un estado de deformacién constante. Puesto que en el cambio de funciones de
interpolacién no intervienen ni el método ni el sistema de parametrizacion, basté
realizar esta prueba con uno s6lo de los métodos descritos y un tnico sistema de
parametrizacion; concretamente, con el método de minimizacién y el sistema natural.
Por otra parte, puesto que el estado de deformacion helicoidal es mds restrictivo que el
de curvatura constante, limitamos las pruebas al estado de deformacidn helicoidal.

Comenzando con la viga plana de la figura IV.5, sometida a un momento flector
puro M, la tabla IV.17 recoge los errores cuadraticos medios cometidos en el célculo

de las coordenadas y giros nodales utilizando las interpolaciones lineal y helicoidal.

Interpolacién helicoidal Interpolacién lineal

Erroren las | Error en Erroren las | Error en

M, Iteraciones |coordenadas| los giros | Iteraciones |coordenadas| los giros

nodales nodales nodales nodales
8n No converge - - 6 32.1 % 0
2 X4n 7-10 0 0 6-6 32.1% 0
4r 7 0 0 6 6.9 % 0
2n 6 0 0 5 1.66 % 0

Tabla IV.17:

Método de minimizacion y sistema natural. Convergencia y errores
medios cuadrdticos en las coordenadas y giros nodales de la viga

En una interpolacion helicoidal, los resultados que se obtienen con el método de
Newton-Raphson y una matriz de rigidez tangente exacta que incluya el término 8dq"
de la expresion (IV.151), apenas difieren de los obtenidos eliminando este término y

trabajando con una matriz de rigidez aproximada. En efecto, debido al pequefio valor
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relativo de este término, el proceso global de convergencia no se ve afectado por la
inclusién de la componente K;; dentro de la matriz de rigidez tangente. Incluyéndola,
se recupera la ley de convergencia cuadratica en las fases medias del proceso, pero a
un coste computacional elevadisimo, ya que K, se obtiene por derivacion numérica,
como se indic6 en el apartado IV.14, y ésta es una operacion lenta. Por otra parte, los
errores inherentes a esta derivacion numérica se acusan principalmente en las tltimas
fases del proceso, en las que se requiere mayor exactitud y resulta mas necesaria y util
la convergencia cuadritica, reduciendo la eficacia de K. Para comprobar todo esto,
volvamos al ejemplo de la viga curva de la figura IV.3 sometida a una carga vertical
P. La tabla IV.18 muestra cdmo varia la norma euclidea de los residuos que genera el
método de Newton—Raphson al producirse el salto de carga P:450 — 600. En la
misma se comparan los resultados obtenidos con dos interpolaciones: una lineal y otra
helicoidal; y en este dltimo caso, utilizando primero la matriz de rigidez tangente
aproximada: K, =K, + K, y después la exacta: K, =K, + K; + K;. Esta secuencia

es tipica y se repite también para otros incrementos y valores de carga.

Interpolacion Lineal | Interpolacién Helicoidal | Interpolacién Helicoidal
K, exacta K aproximada. K exacta
2.20 10° 2.20 10° 2.20 10°
1604 1614 1580
6309 6566 7437
24.23 26.00 24 .81
6.22 7.33 6.98
1.7510° 2.09 10 1.87 107
5.95 107 1.3210° 3.47 107
4.68 107
Tabla IV.18:

Norma euclidea de los residuos con P: 450 — 600
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Se obtienen resultados andlogos cuando se sustituye la carga vertical del extremo
libre de la viga por otra de direccion variable, normal a su directriz. En la tabla IV.19

se indican los desplazamientos y giros finales del extremo en ambos casos.

AP Tipo de carga Iteraciones r 0
4 %150 Constante 11-13-11-7 (15.64, 46.98, 53.41) | (0.691, —-0.980, 0.768)
4 %150 Variable 14-14-12-12 (-10.33, 24.86, 59.46) | (1.140,-1.648, 0.753)
TablaIV.19 :

Coordenadas y giros del extremo de la viga curva para P constante y variable
minimizando la energia, en el sistema natural, con una interpolacion helicoidal

La conclusién final que se extrae de estos ejemplos es que la interpolacién
helicoidal, en general, converge peor que la lineal, y ademds siempre es preferible
trabajar con la matriz de rigidez aproximada: K, = K, + K, que con la matriz de
rigidez exacta. K. = K, + K, + K,..

Como contrapartida, la solucién que se obtiene con la interpolacién helicoidal es
siempre mds precisa que la obtenida con la interpolacién lineal. En el ejemplo de la
viga sometida a flexion pura llega a proporcionar los giros y desplazamientos nodales
exactos, como se aprecia en la tabla IV.17. Con la interpolacion lineal, sin embargo, se
cometen errores importantes en el cdlculo de las coordenadas nodales cuando la viga
deformada estd muy curvada, debido a que la longitud del elemento se mide sobre la
secante y no, como debiera hacerse, sobre el circulo que une los nodos de la viga. En
casos como éste, la precision que se gana con el uso de la interpolacién helicoidal
compensa el trabajo extra que supone su utilizacidon, aunque no siempre sucede asi.
Por ejemplo, con la viga curva cargada en el extremo libre, la influencia del tipo de
interpolacién es mucho menor que en el ejemplo anterior, por ser mds pequeia la
deformacion de los elementos, y resulta mds efectivo utilizar una interpolacién lineal
que una no lineal. En efecto, si se comparan los resultados correspondientes a los
estados de carga de las figuras IV.4.a y IV.4.b, para un valor de carga P= 600 y una
interpolacién helicoidal —tabla IV.19—, con los resultados de las tablas IV.2 y IV.3 en



Capitulo IV : Formulacién Tangente de Vigas Cosserat 191

el sistema natural, las diferencias que se aprecian entre ellos son minimas, tanto en la
precision como en el nimero de incrementos de carga o iteraciones necesarios para
alcanzar la convergencia. Sin embargo, el tiempo de cédlculo empleado en ambos casos
es bastante mayor con la interpolacién helicoidal que con la interpolacién lineal. La
tabla IV.20 muestra el grado de exactitud que se alcanza en el ultimo ejemplo, al
sustituir la interpolacion lineal por una helicoidal cuando la carga es variable. Con este
tipo de carga, la ecuacion de la elastica se puede integrar facilmente. Los resultados
obtenidos por esta via se pueden considerar “exactos” y sirven de referencia para

medir la precision de los demas.

AP Método r 0

4 x 150 Interpol. Lineal (8 elem. 1-1) (-9.98,25.08,59.65) | (1.137,-1.644,0.750)

4 x 150 |[Interpol. Helicoidal (8 elem. 1-1) [ (~10.33, 24.86, 59.46) | (1.140, -1.648, 0.753)

4 % 150 Integracion Numérica (-10.98, 24.45, 59.44 ) (1.1,-1.6,0.7)

Tabla IV.20 :

Coordenadas y giros del extremo de la viga con P variable, utilizando a) 8 elementos
lineales con una interpolacion lineal; b) 8 elementos lineales con una interpolacion
helicoidal; y c) integrando numéricamente la ecuacion de la eldstica (cuasi-exacta).

Por otra parte, comparando los resultados obtenidos con distintas discretizaciones
de la viga curva, variando el nimero y el tipo de los elementos finitos —tabla IV.21—,
se observa que el cambio de los elementos lineales por cuadriticos con una
interpolacién lineal produce mejores resultados que la duplicacién del nimero de
elementos con una interpolacion helicoidal; esto es, para el mismo nimero de grados
de libertad, son mds eficaces las discretizaciones con elementos de orden superior que
las interpolaciones no lineales. Por tanto, en la viga curva el comportamiento de las
interpolaciones helicoidales es muy diferente del que se observa en el ejemplo de la
viga recta sometida a flexién pura, no pudiendo afirmarse de forma rotunda que las
interpolaciones no lineales, que reproducen estados de deformacidn constante, sean

mads exactas o convenientes que las simples interpolaciones lineales, sino mas bien lo
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contrario: salvo casos excepcionales de sistemas con grandes deformaciones de los
elementos, las interpolaciones lineales aventajan a las no lineales en sencillez de
programacion y rapidez de cdlculo, ademas de mejorar la convergencia y estabilidad

del método de Newton-Raphson.

Discretizacion Interpolacién r 0
8 elementos lineales lineal (=9.98, 25.08, 59.65) | (1.137, —1.644, 0.750)
8 elementos lineales helicoidal (-10.33, 24.86, 59.46) | (1.140, —1.648, 0.753)
16 elementos lineales lineal (-10.70, 24.67, 59.47) | (1.157, -1.634, 0.739)
16 elementos lineales helicoidal (-10.79, 24.61, 59.43) | (1.157, -1.635, 0.739)
24 elementos lineales lineal (-10.83, 24.59, 59.44) | (1.163, -1.630, 0.735)
8 elementos cuadraticos lineal (-10.93, 24.53, 59.41) | (1.175, -1.620, 0.725)
Integraci(’)n numérica | = ------- (-10.98, 24.45, 59.44) | (1.176, -1.620, 0.725)
Tabla IV.21 :

Coordenadas y giros finales del extremo de la viga curva para una carga
variable P= 600 e, con distintos tipos de discretizacion e interpolacion

Los ejemplos de la viga recta 2D y curva 3D se han resuelto utilizando cinco
sistemas de parametrizacion, tres técnicas de cdlculo basadas en los principios de
minimizacién y equilibrio, y dos formas de interpolacion, la lineal y la helicoidal. Los
resultados obtenidos han puesto de manifiesto: a) las ventajas que ofrecen los sistemas
objetivos de parametrizacion, particularmente el sistema natural, frente al resto; b) el
mayor rendimiento que se extrae de las interpolaciones lineales cuando la estructura
estd finamente discretizada; c) la igualdad y equilibrio que guardan los tres métodos
de cdlculo I, Il.a y IL.b en velocidad de convergencia y grado de estabilidad, si bien
s6lo el primero de estos tres métodos —minimizacién I- proporciona una matriz de
rigidez simétrica con un desarrollo en serie “consistente”, como veremos en el

préximo capitulo.
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En todas las pruebas realizadas hasta ahora, cada incremento de carga ha ido
precedido de una actualizacion de la configuracion de referencia, que se ha mantenido
en toda la serie de iteraciones derivadas de la aplicacién del método de Newton-
Raphson. Por ejemplo, en el caso de la viga curva, la carga P = 600 se repartio en
incrementos mas pequefios de valor AP = 150 y el problema se resolvi6 en cuatro
fases, sirviendo la deformacién alcanzada en cada una de ellas como sistema
referencial para la siguiente. En suma, la viga experimento cuatro actualizaciones.

Bathe mostré la analogia que existe entre las formulaciones Actualizada y Total
en su modelo de viga, y probd la identidad de las mismas con una adecuada eleccion
de la matriz constitutiva [B1]. En nuestro caso, dada la complejidad del modelo, esta
identidad no es tan sencilla de establecer y toda actualizacion durante el proceso de
deformacidén supone una pequeiia desviacion de los resultados como consecuencia del
cambio de sistema referencial. En estas condiciones, es importante saber como afecta
a la exactitud de los cdlculos y a la estabilidad del proceso el nimero y tipo de
actualizaciones. La respuesta, en términos generales, es simple: dado que los errores
que introduce cada actualizacion son pequefios y tienen sentidos distintos, que tienden
a compensarse entre si, la desviacion final de los resultados entre las formulaciones
Actualizada, Total y Pseudototal —una formulacidn intermedia entre las dos primeras
con un ndmero de actualizaciones inferior al de fases de carga—, es en la practica
irrelevante, siendo tanto mas exacta la solucién cuanto menor es el nimero de
actualizaciones. Como contrapartida, al aumentar el nimero de actualizaciones del
sistema referencial, mejora la estabilidad numérica del método de Newton-Raphson y
se precisan menos incrementos de carga. Para comprobarlo, estudiaremos las
deformaciones del semipdrtico plano descrito al comienzo de este apartado cuando se
somete a dos cargas puntuales de intensidad variable: una de direccidn fija vertical y
otra de direccién normal al punto de aplicacion. Las figuras IV.7 — IV.11 muestran las
deformaciones globales del pértico y las diferencias que se obtienen al cambiar el tipo
de formulacion. Estas diferencias varian con la carga y no responden a una ley
determinada, si bien se mantienen siempre muy pequefias. Ademds s6lo son
significativas cuando las cargas son variables y giran con la estructura. Cuando la
direccion de la carga es fija, estas diferencias son despreciables y entonces puede
afirmarse que el tipo de formulacion no afecta a los resultados del problema.
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Fig.IV.7.a:

Geometria y deformadas del semiportico al variar la carga vertical P
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FigIV.7.b:

Desplazamientos horizontal u y vertical v del punto de aplicacion de la carga
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Desplazamiento vertical del punto C al aplicar una carga vertical P
dependiendo de que la formulacion sea total, actualizada o mixta.
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Fig.IV.9.a:

Deformadas sucesivas del semipdrtico al variar la carga normal P

40000

N
s

/4 A
/ §

b bofo

I
0 20 40 60 80 100

N

FigIV.9.b :

Desplazamientos horizontal u 'y vertical v del punto de aplicacion de la carga
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Fig IV.10.a:

Desplazamiento horizontal del punto C al aplicar una carga normal P
dependiendo de que la formulacion sea total, actualizada o mixta.
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Fig IV.10.b:

Desplazamiento vertical del punto C al aplicar una carga normal P
dependiendo de que la formulacion sea total, actualizada o mixta.
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Lo mismo sucede en los problemas espaciales. Los resultados que se obtienen, por
ejemplo, para la viga curva de la figura IV.3 bajo una carga vertical, fija, o una carga
normal, mévil, se muestran en las figuras IV.11 y IV.12, que son una extension de las
curvas IV.4.a y b calculadas s6lo para cargas moderadas. Al igual que antes, el tipo de
formulacion resulta irrelevante cuando la direccion de la carga es fija, y apenas
modifica los resultados cuando la carga es mévil —figura IV.12.b—.

En estos ejemplos y en los siguientes, para trazar los diagramas de respuesta q(A)
del sistema al deformarse, se han utilizado las técnicas habituales del analisis no
lineal, combinando un método de control con un procedimiento de optimacioén de los
incrementos de la carga y los desplazamientos. Como método de control se ha usado
el clasico arc-length de Riks y Wempner [R1, W2], y la version spherical arc-length
de Crisfield, Watson y Holzer [C2, C5, W1]. La presencia de puntos criticos en las
trayectorias, con fuertes saltos del tipo snap-through y snap-back, obligaron a usar
estos métodos, al tiempo que mejoraron el rendimiento general del programa sin
deteriorar la exactitud de los resultados. Dos ejemplos notables, uno plano y otro
espacial, que confirman lo dicho y constituyen dos magnificos indicadores de la
eficacia y potencia del modelo de viga se muestran en las figuras IV.13.ay IV.15.a.

El primero consiste en un arco empotrado-articulado cargado en clave, y el
segundo es un angular de gran esbeltez sometido a dos momentos iguales y contrarios
en los extremos de los brazos. Ambos forman parte de los siete ejemplos descritos al
comienzo de este apartado. Del primero se conoce la solucién analitica cuando la
carga es vertical [D1] y los resultados que se obtuvieron con los modelos de Simd,
Wood y Franchi [S2, W4, Z1, F3]. De acuerdo con la solucién analitica, la carga
critica se alcanza para un valor P = 897. Con los modelos de Simé y Wood, se
obtuvieron P = 905 y P = 930; Franchi con un modelo mixto, obtuvo para un nimero
equivalente de variables P = 916.4; y con nuestra version del modelo de Géradin, se
registré P = 903. En cuanto a las trayectorias, se han rebajado los 155 incrementos de
carga que precis6 Simé para obtener la curva IV.13.b, a tan s6lo 28, con un niimero
medio de 8.6 iteraciones por incremento. Para la carga mdvil, normal al arco, el valor
critico que se ha encontrado es P = 889 y la trayectoria se ha obtenido con tan sélo 31
incrementos de carga. En ambos casos se ha utilizado una formulacién Lagrangiana
Total.
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Fig IV.11.b:

Desplazamientos x—y—z del extremo de la viga al aplicarle una carga vertical P
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FigIV.11.b:

Desplazamientos x—y—z del extremo de la viga al aplicarle una carga normal P
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Fig IV.12.a:

Alzado, perfil y planta de la deformacion de la viga curva bajo una carga
normal 0 < P < 3000 utilizando sélo 8 elementos finitos lineales
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Fig IV.12.b:

Desplazamientos del extremo libre de la viga bajo una carga normal P
dependiendo de que la formulacion sea total, actualizada o mixta.
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Fig.IV.13.a:

Geometria y deformadas sucesivas del arco al variar la carga vertical P
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Fig.IV.13.b:

Desplazamientos horizontal u y vertical v del punto de aplicacion de la carga
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Fig.IV.14.a:

Deformadas sucesivas del arco al variar la carga normal aplicada en la clave.
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FigIV.14.b:

Desplazamientos horizontal u 'y vertical v del punto de aplicacion de la carga
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En los ejemplos del semiportico y el arco hay un momento en que la deformaciéon
de la estructura se mantiene en equilibrio sin necesidad de aplicar carga alguna. Esta
situacion es inestable, como se aprecia en las figuras IV.7.b, IV.9.b, IV.13.b y IV.14.b,
y para reconducirla a la zona de estabilidad debe invertirse el sentido de la carga en un
pequeiio tramo intermedio. Como es 16gico, en esta zona inestable la convergencia
resulta més dificil y los incrementos de carga se reducen mucho.

El ejemplo del angular —figura IV.15— es mas complejo, pues presenta dos puntos
de bifurcaciéon y una fuerte deformacioén por flexotorsion. La complejidad de los
movimientos que experimenta el vértice del angular se refleja en las figuras IV.17 a
IV.20. En ellas se observa como el angular apenas se deforma por debajo del
momento critico de pandeo lateral M, y como al llegar a este valor experimenta un
movimiento brusco fuera del plano que le obliga a dar un giro completo de 360° y lo
devuelve a la situacion de partida. Una secuencia de imagenes de esta primera
revolucién se muestra en la figura IV.19 —para no entorpecer la vista general de la
deformacién con las imdgenes superpuestas de los dos brazos, se ha optado por
mostrar la deformacion global de uno de ellos y sélo la directriz del otro—. Al término
de esta primera revolucion, el momento toma el mismo valor critico que al inicio del
pandeo, pero con signo cambiado, y la situacion se repite en sentido inverso con otro
giro completo de 360°. Esta segunda revoluciéon se muestra en la secuencia de
imagenes de la figura IV.20. Completadas estas dos revoluciones, el sistema retorna a
la situacion inicial, previa al pandeo, y se repite de nuevo el ciclo. La asimetria de
estos dos giros se refleja claramente en la curva IV.17, que muestra el desplazamiento
normal al plano x-y del vértice del angular, y también en la superposicion de las dos
curvas correspondientes al desplazamiento sobre el eje x de la figura IV.18.

En este ejemplo, se discretizé un brazo del angular con 20 elementos lineales y se
necesitaron 112 incrementos de carga y 5 actualizaciones del sistema referencial para
trazar la trayectoria completa de las dos revoluciones. El momento critico que se
obtuvo fue M, = 627.4. El mismo ejemplo, resuelto por Argyris con 10 elementos e
interpolacion cubica [A3], present6 algunos problemas y no logré que la curva IV.17
fuera simétrica; y resuelto por Simé con 10 elementos cuadraticos y una formulacion
Lagrangiana Actualizada [S2], requiri6 320 incrementos de carga para completar el

trazado de la trayectoria.
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Una estructura que presenta también importantes deformaciones de flexotorsion
es la pletina semicircular de la figura IV.16 —sexto de los sistemas descritos al inicio
del apartado. En principio, desde un punto de vista computacional, este ejemplo es
mads simple que el anterior al no presentar ningin punto critico; sin embargo, permite
calibrar bien la capacidad del modelo para reproducir con un nimero pequefio de
elementos finitos situaciones extremas de estructuras que sufren importantes alabeos y
distorsiones al deformarse, y constituye una excelente prueba para valorar el
comportamiento de un modelo de viga al introducir momentos no conservativos.

En este caso, se alternan también dos tipos de momentos. En primer lugar se
aplica un momento torsor fijo en la direccion x, y después, un momento torsor de
direccién variable, normal a la seccion extrema. La intensidad de los momentos se
incrementa de forma gradual hasta que la deformacion del sistema es tan importante
que exige una discretizacion més fina del sistema. Los desplazamientos del extremo
libre y la secuencia de deformacién de la pletina con el momento torsor orientado en
la direccion x se recogen en las figuras IV.21 y IV.23; y con el momento normal a la
seccidn, en las figuras IV.22 y IV.24. En ambos casos el momento no es conservativo.

Finalmente, en la figura IV.25 se presenta el ultimo de los siete sistemas de
prueba seleccionados: un sistema reticular tubular cuyas dimensiones y caracteristicas
se indicaron al inicio de este apartado. Con este ejemplo pretendimos comprobar la
capacidad del modelo para determinar las formas de pandeo y reproducir los estados
de deformacién que hipotéticamente se producirian en estructuras complejas como los
entramados espaciales utilizados en construccidn civil para cubrir grandes vanos, en el
supuesto de que los materiales mantuvieran su elasticidad lineal.

Esta estructura se sometio a dos tipos de carga: una fuerza puntual y vertical
aplicada en el nodo cenital C, y una carga radial repartida uniformemente entre todos
los nodos —figuras IV.26 a IV.38-. Las curvas que relacionan el factor de intensidad
de carga Q con el desplazamiento vertical del nudo cenital C se muestran en las
graficas IV.26 y IV.27 para una carga radial repartida de direccion fija; en la figura
IV.35 para una carga repartida normal (direccion variable) y en las graficas IV.31 y
IV.32 para una carga puntual de direccién fija y otra de direccidn variable. Por otra
parte, las figuras IV.29, IV.34 y IV.38 muestran una secuencia de imagenes de la

deformacion de la malla a medida que varia el factor de carga Q en estos casos.
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Fig.IV.15.a: FigIV.15.b:

Vista general del angular Deformadas sucesivas del angular

FigIV.16.a: FigIV.16.b:

Vista general de la pletina. Deformadas de la pletina para M, = 1500,
con un par de direccion fija y otro normal
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Fig.IV.17 :

Desplazamiento Az del vértice del angular al variar el par M
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FigIV.18:

Desplazamientos Az de los extremos del angular al variar el par M,
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Fig IV.19 :

Deformacion del angular al dar la primera vuelta, variando el par M entre 627 y —627
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Fig IV.20 :

Deformacion del angular al dar la segunda vuelta, variando el par M entre — 627 y 627
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Fig.IV.21:

Desplazamientos x—y del extremo de la pletina al aplicarle un par torsor en la direccion x
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Fig.IV.22:

Desplazamientos x—y del extremo de la pletina al aplicarle un par torsor normal
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Fig IV.23 : Deformadas de la pletina sometida a un momento torsor en la direccion x
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Fig IV.24 : Deformadas de la pletina sometida a un momento torsor normal



212 Capitulo IV : Formulacién Tangente de Vigas Cosserat

100 C

Fig. IV.25:

Planta y alzado de la ciipula:

geometria y condiciones de apoyo de la malla reticular
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Fig. IV.26 :

Desplazamiento vertical del nudo cenital C bajo carga radial uniforme

(direccion fija) siguiendo la trayectoria principal de equilibrio.
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Fig. IV.27 :
Situacion de los puntos criticos sobre la trayectoria principal

de equilibrio con carga radial uniforme (direccion fija).
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Fig. IV.28 :

Alzado de la cipula: geometria inicial y deformada final de la malla

Fig. IV.29 :

Deformaciones sucesivas de la malla reticular al variar el factor de carga.
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Fig. TV.30 :

Vista en planta de las formas de pandeo correspondientes a los cinco

primeros puntos criticos bajo carga radial uniforme de direccion fija.
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Fig. IV.32:

Desplazamiento vertical del nudo cenital C al aplicarle una carga

puntual normal (dir. variable). Situacion de los puntos criticos.
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Alzado de la ciipula: geometria inicial y deformada final de la malla

reticular al aplicar una carga puntual vertical en el nodo cenital.

Fig.IV.34:
Deformaciones sucesivas de la malla reticular al variar la carga puntual Q.
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Fig. IV.35:

Desplazamiento vertical & del nudo cenital C al aplicar una carga uniforme y
normal (dir. variable). Situacion de los puntos criticos en la rama principal.

Q

1500 I I I I I
\ \ \ \

1000 \ carga radial (dir. fija)
\
/ é \ — — carga normal (dir. variable) /

500

\\\ \\\\ / /‘\ee’\.,\\‘etw\ /

-500

-1000 R -

\ 4 ”

\ P

\ _
-1500 S —

\\ Prs
\@\ //Q/
-2000 ~—mo-
3,(O)
0 10 20 30 40 v
Fig. IV.36 :

Curvas de desplazamiento vertical del nudo C correspondientes a una

carga uniforme radial (dir. fija) y otra uniforme normal (dir. variable).
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Fig. IV.37 :

Alzado de la ciipula: geometria inicial y deformada final

de la malla reticular al aplicarle una carga normal.

Fig. V.38 :

Deformaciones sucesivas de la malla reticular al variar la carga normal.
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Fig. IV.39 :

Formas simétricas de pandeo en un punto de bifurcacion.
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Fig. IV.40:

Variacién de las funciones |K|, |K|/|K+I| y A, al cruzar tres puntos criticos
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Al variar el factor de carga e irse deformando la malla, van apareciendo una serie
de puntos criticos a lo largo de la curva carga—deformacion. La mayoria son puntos de
bifurcacién o ramificaciéon en los que la curva se desdobla en dos o tres ramas
secundarias, y el resto puntos limite, —ver tabla IV.22—. Ldgicamente, el nimero y
posicidn de estos puntos dependen del tipo de carga y de la trayectoria seguida por la
estructura al deformarse. Entre las posibles trayectorias s6lo una, la rama principal,
mantiene la simetria hexagonal de la malla original; esta rama se muestra en las
figuras IV.26 a IV.36 para cuatro casos de carga distintos: carga repartida de direccién
radial (fija) o normal (mdvil), y carga puntual de direccién vertical (fija) o normal
(movil). Como la rama principal es inestable a partir del primer punto critico, s6lo
representa una de las muchas curvas tedricas de equilibrio que pueden darse en un

proceso de deformacion continuo controlado por el factor de intensidad de carga.

Carga repartida | Carga repartida Carga puntual Carga puntual
radial normal vertical normal
1 921.58 (2 ramas) 914.59 (2 ramas) 2675.3 (p. limite) 2675.3 (p. limite)
2 930.20 (1 rama) 921.56 (1 rama) 1481.7 (p. limite) 1588.5 (2 ramas)
3 935. 10 (1 rama) 930. 75 (1 rama) 2605.7 (p. limite) 1496.8 (2 ramas)
4 980.08 (2 ramas) 983.84 (2 ramas) 2494.0 (p. limite) 1481.7 (p. limite)
5 991.56 (2 ramas) 1000.03 (2 ramas) 10250.5 (2 ramas) 2605.7 (p. limite)
6 1000.32 (2 ramas) 1029.50 (2 ramas) 10318.7 (p. limite) | 2494.0 (p. limite)
7 | 1001.86 (p. limite) | 1033.72 (p. limite) 10122.9 (2 ramas)
8 712.59 (2 ramas) 755.25 (2 ramas) 10318.7 (p. limite)
9 700.27 (1 rama) 740.90 (1 rama)
10 675.03 (2 ramas) 719.16 (2 ramas)

TablaIV.22:

Factores de intensidad de carga en los diez primeros puntos criticos

de la rama principal bajo distintas condiciones de carga.
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En los puntos de bifurcacion y ramificacion la estructura es inestable y presenta
una o dos formas independientes de pandeo. Por ejemplo, la figura IV.30 muestra la
proyeccion horizontal de los ocho modos de pandeo independientes que se producen
en los cinco primeros puntos criticos de la rama principal con una carga repartida
radial —practicamente los mismos modos y factores de carga se obtienen con una carga
normal si los desplazamientos y rotaciones de la malla son pequefios—. Como es
l6gico, estos modos de pandeo poseen un conjunto de simetrias acorde con la
organizacion hexagonal de la reticula. Asi, los autovectores criticos en los puntos
limite presentan simetria completa con relacion a las seis diagonales del hexdgono, y
en los puntos de divergencia presentan, o bien simetria con relacion a tres diagonales
alternas del hexdgono y asimetria con relacion a las tres restantes —puntos criticos 2 y
3 de la figura IV.30—, o bien simetria con relacion a una sola de las tres diagonales del
hexdgono —puntos criticos 1, 4 y 5 de la misma figura—. En el primer caso el nicleo de
rigidez tangente tiene dimensién 1 y sélo contiene un autovalor independiente; en el
segundo, la dimensién del nucleo es 2, dindose una relacion de dependencia entre los
tres autovectores relacionados con las tres diagonales del hexdgono. El conjunto
completo de formas simétricas de pandeo correspondientes a los dos primeros puntos
criticos de la figura IV.30, juntamente con las relaciones de dependencia que las ligan,
se muestra en la figura IV.39.

Son conocidos los problemas que entrafia la localizacion precisa de los puntos
criticos y las dificultades que surgen al intentar cambiar de trayectoria de equilibrio en
los puntos de ramificacion, debido a la singularidad que presenta en ellos la matriz de
rigidez. Para evitar estos problemas se requiere un criterio inequivoco de deteccion de
estos puntos singulares, un método fiable de resolucion de los sistemas lineales mal o
pobremente condicionados y una técnica eficaz que permita el cambio de trayectoria.
En los ejemplos precedentes, los dos ultimos problemas se han resuelto de una forma
simple y convencional; asi, para resolver los sistemas lineales de ecuaciones, se utilizd
una rutina comuin basada en el método del gradiente conjugado [P1, P3], y para
cambiar de trayectoria, el cldsico método de perturbacion. Unicamente el primero de
estos tres problemas, relativo a la localizacion de los puntos criticos, se ha resuelto de

una forma distinta a la usual, que se expone a continuacion.
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Normalmente, para detectar la presencia de los puntos criticos se recurre a un
andlisis de los autovalores de la matriz de rigidez K, o bien, si se desea un
procedimiento menos costoso, al calculo de las raices de una funcién escalar f(K) que
tenga la propiedad de anularse cuando K es singular. Son varias las funciones que
cumplen esta propiedad. Desde un punto de vista computacional, las dos mas simples
son el determinante de la propia matriz K y, si K es simétrica, la funcion que le asigna
el término diagonal de menor valor absoluto que en la descomposicién LDL" aparece
en la matriz diagonal D. Un serio inconveniente de la funcién determinante es que no
se puede aplicar cuando el grado de multiplicidad del autovalor nulo es par, ya que
entonces el determinante no cambia de signo y como el valor absoluto de éste no varia
apreciablemente a lo largo del proceso de deformacion, salvo en un pequefio entorno
de los puntos criticos en los que registra una caida brusca y llega a anularse, no es
facil ni probable detectar la presencia de estos puntos con incrementos de carga
moderados. Por otra parte, con la segunda de las funciones s6lo se puede localizar el
primer punto critico pero no los sucesivos, por razones de tipo numérico que no se
detallan. Con el fin de evitar estos problemas, se ha ensayado una nueva funcién de
localizacién de los puntos criticos que puede aplicarse de forma répida y segura a todo
problema cuya matriz de rigidez tangente sea simétrica, esto es, a cualquier problema
conservativo.

Esta funcion consiste en calcular directamente el nimero de autovalores negativos
o nulos v(K) de la matriz simétrica K. Como a lo largo del proceso de carga, el paso
por un punto critico de grado de multiplicidad m queda registrado automaticamente
como un salto de valor +m en v, este indicador es completamente fiable. Ademas, de
acuerdo con la Ley de Inercia de Sylvester [G1], el valor v(K) coincide con el de
cualquier otra matriz congruente de K: v(K) = v(C K C"); de modo que v(K) = v(D)
en la descomposicién LDL" de K. Dado que esta descomposicion es un paso obligado
al resolver el sistema de ecuaciones lineales AQ = KAd, el calculo de v(K) se reduce a
un simple computo del nimero de términos negativos o nulos que figuran en la
diagonal principal de D y no implica ningtin esfuerzo computacional adicional.

Por su similitud con el método de Cholesky, la descomposicién LDL" conserva
todas las ventajas de éste en lo referente a velocidad de cédlculo y a requisitos de

memoria; ademads, se puede aplicar a cualquier tipo de matriz simétrica, sea ésta 0 no
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definida positiva. El mayor inconveniente del método es su falta de estabilidad cuando
la matriz K estd mal condicionada —situacion que se da siempre que nos aproximamos
a un punto critico—, ya que la simetria del procedimiento impide aplicar técnicas de
pivotaje. Una forma de devolver estabilidad al procedimiento, sin restarle velocidad,
consiste en sustituir la cldsica descomposicién LDL" por una descomposicién LTL',
donde L sigue siendo una matriz triangular pero T es ahora una matriz tridiagonal
simétrica. El método mds sencillo y estable de lograr esta descomposicion ha sido
desarrollado por Aasen [A1, G1]. Este método permite pivotar las filas y columnas de
la matriz K, confiriendo al sistema una estabilidad comparable a la alcanzada con el
método de eliminacién de Gauss, a un coste computacional minimo. En efecto,
suponiendo n la dimensién de K, la descomposicién LTL" requiere O(n’/3) bucles de
cdlculo, esto es, el mismo numero de operaciones aritméticas que en una
descomposicién de Cholesky. Ademds, si se desea utilizar la descomposicién LTL"
para resolver el sistema de ecuaciones de equilibrio AQ = KAd, el tnico cdlculo
adicional que hay que realizar es resolver aparte un sistema lineal del tipo: q = T d,
cuyo coste es minimo —O(n) bucles— al ser T tridiagonal. Esta descomposicion,
ademads de ser numéricamente estable, permite un célculo rapido del indicador v(K),
como veremos a continuacion.

En efecto, aplicando la ley de Sylvester a la nueva descomposicion, el calculo del
nimero de autovalores negativos o nulos de K se reduce al cdlculo de v(T), y éste al
célculo del nimero de concordancias de signo entre los términos consecutivos de la
serie de Sturm: A, A, A, ... A, formada por los determinantes de los menores

principales de orden k X k de la matriz K [W3]:
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Tomando A, = 1, los determinantes A , se calculan de forma secuencial aplicando

la sencilla relacidn de recurrencia:

A=t A -t A, (k1,2 ..0) (IV.159)

en la que t;; es el término que ocupa la posicion [i, j] en la matriz tridiagonal T.
Se puede comprobar que los cambios de signo de la serie de Sturm coinciden con

los términos negativos de la serie conexa: §, 8,, 0,, ... 8, enlaque §,=t, |,y
8, =t — ti /8, (IV.160)

Al derivar estas series de una descomposicion LTL", de por si estable, no
producen problemas numéricos en las proximidades de los puntos criticos. No
obstante, como la segunda se calcula con mds precisiéon que la primera [P2], es
preferible partir de ella para hallar v(T).

Examinando el valor de v(T) al finalizar cada incremento de carga, se puede saber
si se ha sobrepasado algun punto critico. De darse esta circunstancia, para localizarlo
de forma precisa se realiza una serie de particiones sucesivas del ultimo incremento de
carga; éstas pueden ser simples bisecciones o subdivisiones obtenidas aplicando un
método secante a una funciéon de referencia f(K). La funcién de referencia mas
sencilla es el determinante de K, que coincide con el valor A, de la serie de Sturm;
otra funcién es el cociente |K|/|K+HuI|, que tiende a (UA,)" con A,—> 0, si m es el grado
de multiplicidad del autovalor critico A_. El comportamiento de estas funciones cerca
de los puntos criticos se muestra en las gréficas IV.40. En ellas se aprecia como varian
el valor absoluto del determinante |[K]|, el cociente |[K|/|K+ulI| (con pu=1) y el autovalor
critico A, al atravesar los tres primeros puntos criticos de la curva IV.27, que
corresponde a una carga repartida y radial.

Naturalmente, el método secante puede sustituirse por una interpolacién directa
de la serie de valores f(K,) que se van obteniendo al acercamos al punto critico. En
este caso, conviene notar la dificultad que supone interpolar la funcién determinante
|K|, sobre todo si se compara con la relativa sencillez con que se interpola la serie de
autovalores {A_}. Las curvas de la grafica IV.40. muestran claramente la irregularidad

del determinante |K| y la variacién suave, casi lineal, de la serie {A_} en un entorno de



226 Capitulo IV : Formulacién Tangente de Vigas Cosserat

los puntos criticos. Por esta razon, aunque supone un esfuerzo considerable el calculo
del espectro total de autovalores de la matriz K, o de una pequeiia parte de €l, una vez
que se ha detectado la presencia de un punto critico con un procedimiento rapido y
seguro como el descrito anteriormente, resulta en ocasiones mdas practico basar el
método de localizacién exacta de este punto en el menor autovalor que en el
determinante, ya que al ser mds precisa y ajustada la interpolacién, es menor el
nimero de iteraciones necesarias para alcanzar el punto critico y se compensa asi el

trabajo extra empleado en calcular este autovalor.

IV. 17.— ESTABILIZADORES

Si lo que se pretende no es conocer en detalle las curvas carga—desplazamiento de
la estructura, sino unicamente hallar la deformacién final que alcanza ésta para un
determinado valor P, de la carga, convendra elegir incrementos AP que sean lo mas
amplios posibles, a fin de reducir a un minimo el nimero de iteraciones necesarias
para calcularla. La amplitud de estos incrementos, como se ha visto, depende del
método y sistema de parametrizacion elegidos y viene limitada por diversos motivos,
el m4s importante de los cuales es el siguiente: al ensayar una posicion de equilibrio,
los desplazamientos de los nodos de la viga en las primeras fases del proceso iterativo
se distancian bastante de los valores correctos, generando asi un conjunto de fuerzas
residuales que se incorporan como fuerzas exteriores en la siguiente iteracion. Si la
norma de estas fuerzas residuales es muy elevada, el método iterativo de Newton—
Raphson puede facilmente divergir y no alcanzar la solucion buscada. En estos casos
la dnica forma de mejorar la convergencia del proceso es introducir algin tipo de
estabilizador que atenude o controle el efecto de estas fuerzas.

En el modelo de viga estudiado en apartados anteriores, un error de situaciéon u
orientacion de las secciones nodales produce variaciones de curvatura del mismo
orden de magnitud que el error y genera momentos residuales equiparables a los
momentos internos de equilibrio del elemento, y, por tanto, controlables. Sin embargo,
produce al mismo tiempo deformaciones transversales y longitudinales de un orden de
magnitud mucho mayor, y éstas, a su vez, esfuerzos axiles, cortantes y flectores

residuales muy superiores a los esfuerzos internos de equilibrio, con fuerzas residuales
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muy elevadas. De modo que un pequefio error de cdlculo de las deformaciones
transversal y longitudinal puede producir fuertes desequilibrios internos que impidan
la convergencia del proceso.

Una forma sencilla de evitar este problema, mejorando al mismo tiempo la
estabilidad del proceso, consiste en utilizar una matriz constitutiva con coeficientes de
rigidez variables, que puedan irse ajustando a medida que el proceso converge.
Inicialmente, los coeficientes de rigidez axial y transversal pueden ser varios 6rdenes
de magnitud inferiores a los reales, a fin de que la norma del vector de fuerzas
residuales no exceda de un determinado valor. A medida que el proceso converge y
los desequilibrios internos se reducen, los coeficientes de rigidez se pueden ir
aproximando a sus valores reales.

En las figuras IV.41 y IV.42 se muestran los resultados obtenidos con el
semiportico plano —figura IV.9.a— y con la viga espacial —figura IV.3— al aplicar esta
técnica de correccidon de los coeficientes de rigidez longitudinal y transversal AE,
AG, y A/G,. En ambos casos se parti6 de unos coeficientes con un valor 1000 veces
inferior al real y se efectuaron tres correcciones sucesivas, multiplicindolos por un
factor de 10 en cada una de ellas. Comparando los resultados obtenidos en el
semiportico plano utilizando esta técnica y siguiendo el procedimiento normal —
grificas IV.41 y IV.7.b—, se observa como aumentan los incrementos de carga y la
amplitud de los segmentos de avance al flexibilizar la estructura. El mismo efecto se
aprecia con la viga curva en voladizo. Por ejemplo, la figura IV.42 muestra como para
aplicar una carga vertical, Q = 3000, en el extremo libre se precisan al menos cinco
incrementos de carga con la rutina normal, pero tan s6lo dos si se relajan los
coeficientes. Por desgracia, no se produce un ahorro equivalente en tiempo de célculo,
ya que el nimero de iteraciones necesarias aumenta casi en la misma proporcion.

En estructuras complejas como la malla reticular, pueden encontrarse trayectorias
distintas de la principal y sus ramificaciones, compatibles sin embargo con el mismo
estado de carga. Estas nuevas trayectorias no pasan por el origen y no cortan la
trayectoria principal en ninguin punto. En consecuencia, no se puede acceder a ellas
desde la trayectoria principal si no es dando un salto, y permanecen ocultas en un
proceso normal de deformacién si los segmentos de avance no tienen la suficiente

amplitud para realizarlo. Para localizarlas se requiere una técnica como la descrita que
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Fig. IV41:

Semiportico plano con carga vertical: incrementos de carga necesarios para

alcanzar el valor P=50000 utilizando una técnica de flexibilizacion.
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Viga espacial con carga vertical: incrementos de carga necesarios para alcanzar

el valor Q=3000 con una técnica de flexibilizacion (rectas) y sin ella (curvas).
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permita aumentar los incrementos de carga y efectuar saltos de gran amplitud.

Un ejemplo ilustrativo se presenta en la grafica IV.43. En ella se muestran dos
trayectorias de equilibrio de la malla reticular con carga uniforme y radial; una de
ellas es la rama principal de la gréafica IV.26. Estas trayectorias son independientes
entre si y no tienen ningtin punto en comun. El cruce que se observa en la grafica entre
las dos curvas es s6lo aparente y se debe a que éstas Unicamente registran un grado de
libertad de la estructura. En la misma gréfica, se marca con un trazo recto y un
pequefio circulo el salto realizado para pasar del estado inicial, que corresponde a la
estructura descargada, a la nueva trayectoria —compdrese la amplitud del salto con la
longitud de los segmentos de avance de la figura IV.26—. Variando la amplitud del
salto, se obtienen otros puntos de la misma trayectoria que completan su trazado.

El mayor inconveniente que presenta este método de flexibilizacion es que exige
conocer de antemano los factores de relajacion que deben aplicarse a los coeficientes
de rigidez, ya que una estimacion equivocada de los mismos no sélo no mejora la
convergencia del proceso, como se pretende, sino que incluso puede empeorarla. Otro

inconveniente es que incrementa mucho el nidmero de iteraciones del proceso. Ademds
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Fig. IV.43 :

Malla reticular con carga radial uniforme: salto a una nueva trayectoria,

independiente de la principal, usando una técnica de flexibilizacion.
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la implementacién del método, ain siendo sencilla, afecta a la estructura general del
programa y no a una parte localizada del mismo como hubiera sido mas deseable.

Otra técnica de estabilizacion que resuelve algunos de los problemas mencionados
consiste en relajar la estructura bloqueando transitoriamente parte de sus grados de
libertad. Concretamente, el proceso de relajacion se lleva a cabo en dos fases. En la
primera, se anulan o bloquean todos los giros de la estructura —en los sistemas
triparamétricos, estos grados de libertad ocupan las posiciones i+3, i+4 e i+5 en la
matriz de rigidez global, estando i comprendido entre 1 y el niimero total de nodos—.
Con este conjunto de restricciones, a las que se afiaden los desplazamientos impuestos
por el sistema de apoyos de la propia estructura, se resuelve el sistema lineal de
ecuaciones K, Ad = R, donde K, es la restriccion de la matriz de rigidez a los grados
de libertad traslacionales, R es el vector de fuerzas residuales y Ad el vector de
desplazamientos puros nodales —los giros no forman parte de Ad por estar bloqueados.
Dado que la dependencia entre el vector de cargas y la unica variable activa del
sistema en el supuesto anterior, u, , es lineal, el resultado es un desplazamiento nodal
Ad que anula por completo la norma de las fuerzas residuales activas -cortantes—.
Concluida esta fase, se procede de forma andloga bloqueando los grados de libertad
traslacionales de la estructura y activando los giros —que ocupan las posiciones i, i+1 e
i+2 en la matriz de rigidez global en un sistema triparamétrico—. El sistema de
ecuaciones de equilibrio que se resuelve ahora es: K; AB =R, siendo K, la restriccion
de la matriz de rigidez a las nuevas variables activas y R el conjunto de reacciones y
momentos reactivos hallados en la fase anterior. El resultado final de esta doble
operacion de bloqueo alternativo de las variables traslaciones y rotacionales es un
estado de deformacidn con un sistema de fuerzas residuales mas relajado de lo que se
hubiera obtenido de haberse seguido el procedimiento normal de Newton—Raphson.

Esta técnica. a diferencia de la anterior, no requiere prefijar ningun factor o
constante, y no afecta a todas las fases o iteraciones del método de Newton-Raphson,
sino unicamente a aquéllas en las que se considere oportuno aplicarla; por ejemplo,
cuando la norma de las fuerzas residuales —o bien la norma de los esfuerzos— no
decrece convenientemente. De este modo se reduce a un minimo el nimero de
iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia. Ademas, puesto que al bloquear
los grados de libertad traslacionales o rotacionales el ancho de banda y el nimero de
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filas de la matriz de rigidez se reducen a la mitad, y el coste computacional en invertir
una matriz varia con el cubo de su dimensidn, el hecho de dividir una iteracion normal
en dos mas simples reduce la tarea de célculo.

Otra forma de estabilizar el proceso iterativo de Newton-Raphson consiste en
utilizar los métodos clédsicos de relajacion de sistemas no lineales de ecuaciones [P3].
Una feliz adaptacion de estos métodos, debida a Kroplin, introduce un elemento
amortiguador en las ecuaciones de equilibrio del sistema y convierte el proceso
iterativo en un proceso reoldgico viscoso [K1, K2, K3, K4]. Con este artificio la
ecuacion de equilibrio KAd = R se transforma en: DAd + KAd = R, donde D es una
matriz diagonal amortiguadora que multiplica al vector velocidad Ad, K la matriz de
rigidez normal y R el vector de fuerzas residuales. Suponiendo que el tiempo aumenta
una unidad con cada iteracion, la ecuacidn anterior se puede escribir simplemente
[D+K] Ad = R. La clave del método consiste en elegir adecuadamente la matriz de
amortiguamiento D. Una condicién que debe cumplir esta matriz es que su norma
tienda a cero a medida que decrece la norma del vector R, a fin de que en las ultimas
fases del proceso se mantenga la convergencia cuadratica caracteristica del método de
Newton. Otra condicidn es que sea estable numéricamente y garantice la convergencia
del proceso, sobre todo en las primeras fases de éste, que son las mds problemadticas.
Ambas condiciones se satisfacen de forma razonable tomando en cada iteracidn:
D,, =7 IR, /Ad,|, con |Ad, |> €y Y> 0, donde yy € son constantes que deben ser
ensayadas, y Ad es el desplazamiento que se obtuvo en la ultima iteracion.

Aunque los tres métodos mejoran sustancialmente la estabilidad del proceso,
ninguno de ellos es completamente seguro, fallando los tres cuando los incrementos de
carga son importantes. En la tabla IV.23 se comparan los resultados obtenidos
aplicando los tres métodos al ejemplo de la viga espacial de las figuras 1V.3, al
semiportico plano de la figura IV.9 y a un arco plano rebajado que se describe en el
capitulo V. Las constantes que se utilizaron en el método de relajacion fueron y = 0.5
y € = 1; y los factores de flexibilizacion para la viga espacial: (0.001, 0.01, 0.1, 1),
para el semipdrtico: (0.04, 0.2, 1) y para el arco rebajado: (0.2, 1). En el ejemplo de la
viga espacial, los tres métodos fallaron cuando se intentd aplicar un incremento de
carga inicial AP > 825; sin embargo, el segundo incremento, entre 800 y 3000, no

presentd ningin problema con los tres métodos e incluso pudo ampliarse. Los otros
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dos ejemplos pretenden reflejar una situacion de salto casi horizontal semejante a la de
la figura IV.43, si bien, en este caso, el salto se produce entre dos posiciones estables
de una misma trayectoria de equilibrio, entre las que media un punto limite y todo un

tramo inestable.

Ejemplo

Flexibilizacion

Bloqueo

Relajacion

Viga curva 3D

0-825 (19)
800 —3000 (16)

0-825 (18)
800 -3000 (11)

0-825 (65)
800 -3000 (35)

Semipdrtico plano

0- 18000 (24)
0-20000 (No)

0-18000 (19)
0-20000 (No)

0- 18000  (43)
0-20000 (149)

0-300 )
350400  (19)

0-350 )
350450  (25)

0-350 (11)

Arco rebajado 350-400 (36)

Tabla IV.23:

Incrementos de carga y niimero de iteraciones necesarias para alcanzar
la convergencia en funcion del tipo de estabilizador utilizado.

En general, comparando los tres métodos de estabilizacion, puede concluirse que
el método de relajacion es el més sencillo de programar y el mas robusto de los tres,
mientras el método de bloqueo alternativo de variables, cuando converge, es el mas
rdpido y econdmico desde un punto de vista computacional. Un defecto importante de
este ultimo método y del método de flexibilizacién es que han sido disefados ex
profeso para el modelo de viga 3D descrito en este capitulo y no son extensibles a
estructuras formadas por otro tipo de elementos.

En el siguiente capitulo, se mostrard un método general y seguro de estabilizar del

proceso iterativo de Newton-Raphson, aplicable a cualquier sistema conservativo.
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IV. 18.— RECAPITULACION

Por regla general, la matriz de rigidez de un sistema estructural se calcula
determinando las reacciones nodales que produce un pequefio desplazamiento nodal.
Este método “ingenieril”, que exige trabajar con fuerzas y giros convencionales en el
espacio fisico, se ve afectado en elasticidad no lineal-3D por un conjunto de
problemas derivados de la no conmutatividad de las rotaciones finitas, entre los que se
encuentra la asimetria de la matriz de rigidez [A2, A3, A4, C1, S2, S3].

No es éste un problema menor, ya que buena parte de las rutinas numéricas de los
programas de cdlculo de estructuras aprovechan la simetria de la matriz de rigidez
para simplificar al maximo los procedimientos y reducir espacio en la memoria del
ordenador. Ademas esta curiosa propiedad tiene un elevado interés tedérico y plantea
algunos cuestiones de calado en el campo analitico, ya que aparentemente contradice
el teorema de reciprocidad de Betti-Maxwell. Existen estudios monograficos sobre el
tema que explican el fendmeno de la asimetria basdndose en un comportamiento sui
generis de los momentos internos nodales [T1] y lo corrigen a posteriori con
herramientas matematicas como la derivada covariante [S3], o mas técnicas como la
composicion semitangencial de rotaciones de Argyris [A2, A3, A4]. Aunque todos
precisan la causa que produce la asimetria, la mayoria de ellos resultan bastante
confusos y no logran dar con una solucion clara y sencilla.

En este capitulo se ha probado que la asimetria de la matriz de rigidez no es
esencial, y que se puede evitar trabajando en el espacio paramétrico. En este espacio
los coeficientes de la matriz de rigidez son las derivadas segundas de una funcién de
energia y la matriz de rigidez tangente resulta necesariamente simétrica. Como
contrapartida, los momentos se definen con arreglo a criterios energéticos y no
coinciden con los convencionales, quedando asi alterados los sentidos de la relacion
incremental AP =K Aq y de la propia matriz de rigidez tangente K.

Aunque parezca extrafio, esta sencilla solucién no se formula con claridad en los
estudios mencionados. Los conceptos de fuerza, giro y equilibrio, en el sentido
convencional, tienen un fundamento geométrico tan simple e intuitivo que resulta
dificil sustituirlos por otros mds abstractos. Esto explica por qué se ha tardado tanto

tiempo en introducir una formulacién coherente en las vigas 3D, capaz de superar las
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limitaciones del método cldsico mediante un tratamiento adecuado de las rotaciones
finitas. Si en varias ocasiones se ha estado cerca de ella, la inercia de los conceptos
tradicionales de rotacién y momento han impedido plantear el equilibrio de forma
conveniente; en unos casos porque no se ha sabido aprovechar la necesaria
parametrizacion de las rotaciones finitas para redefinir estos conceptos; y en otros
porque al concebir el método de Newton como una técnica de eliminacion de fuerzas
y momentos residuales, éstos se han entendido siempre en el sentido tradicional, no
generalizado. En definitiva, la asimetria de la matriz de rigidez en las vigas 3D se debe
a una formulacién incoherente del problema estructural y a un tratamiento inadecuado
de las rotaciones finitas.

En este capitulo se han desarrollado dos métodos generales para tratar los
problemas no lineales de equilibrio estatico por el método de los elementos finitos: el
método de minimizacién de la energia y el método de equilibrio. Estos métodos se
pueden aplicar no s6lo a estructuras formadas por vigas, sino también a otras que
incluyan membranas, placas o ldminas. El primero aprovecha las ventajas que supone
trabajar con fuerzas y momentos generalizados en el espacio paramétrico y conduce a
una matriz de rigidez simétrica. El segundo, por el contrario, se mantiene en el espacio
fisico, sujeto a los conceptos tradicionales de fuerza y momento, y conduce a una
matriz de rigidez asimétrica. En este dltimo caso, las ecuaciones incrementales son
distintas segun se interpolen los giros o los parametros rotacionales —la equivalencia
matematica de estas dos formulaciones del segundo método se ha probado en el
apartado IV10—. En definitiva, de los dos métodos se han extraido tres procedimientos
de calculo, que se resumen esquematicamente en la figura IV.1 y en los cuadros IV.1
y IV.2. Estos procedimientos se pueden aplicar también a sistemas hiperparamétricos
—apdo. IV.8— y admiten interpolaciones paramétricas no lineales —apdo. IV.14—.

Todos estos resultados se han particularizado para una formulacién Lagrangiana
Actualizada, analizando las ventajas e inconvenientes de ésta frente a las
formulaciones Lagrangianas Total y Generalizada.

La resolucion de una serie de ejemplos utilizando los métodos de minimizacion
(I) y equilibrio en sus dos versiones (Il.a y IL.b), juntamente con cinco sistemas de
parametrizacién —Rodrigues, natural, Euler-Rodrigues y dngulos de Euler y Cardan—,

y dos tipos de interpolacion paramétrica —lineal y helicoidal—, prueban lo siguiente:
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a) De los tres procedimientos I, II.a. y II.b., los dos primeros convergen mejor que
el tercero, sin que haya diferencias importantes entre ellos. El procedimiento
IL.a es el mds rdpido en calcular la matriz de rigidez, y el I1.b el més lento.

b) De los cinco sistemas paramétricos, los que presentan un comportamiento mas
estable y convergen mejor son los objetivos de Rodrigues y natural; y entre
éstos, el que muestra mayor regularidad es el natural.

¢) En un sistema hiperparamétrico como el de Euler—Rodrigues es preciso, con
cada iteracion, normalizar los pardmetros de los giros nodales. En estos
sistemas la matriz de rigidez depende al menos de n—3 constantes reales. Los
valores de estas constantes no afectan al resultado, pero si al grado de
convergencia del proceso. En este sentido, el valor A = 0 en el sistema
tetraparamétrico de Euler-Rodrigues es el que mejor se comporta.

d) Utilizando una interpolacién paramétrica lineal, la convergencia con uno
cualquiera de los tres procedimientos y sistemas de parametrizacion, incluido
el tetraparamétrico de Euler—Rodrigues, es siempre cuadratica. Esta propiedad
se pierde con una interpolacion helicoidal.

e) Con una interpolacion helicoidal los resultados son mds exactos que con una
interpolacion lineal, pero las interpolaciones lineales aventajan a las no lineales
en sencillez de programacion y rapidez de cédlculo, ademds de mejorar la
convergencia y estabilidad del sistema. Si lo que se desea es exactitud, para un
mismo numero de grados de libertad son mds eficaces las discretizaciones con

elementos de orden superior que las interpolaciones no lineales.

Para probar la versatilidad y buen comportamiento del método de minimizacién,
se han resuelto algunos ejemplos de especial dificultad, partiendo de una formulacion
Lagrangiana Total. Estos ejemplos incluyen estructuras sometidas a fuertes rotaciones
y a procesos de carga en los que aparecen puntos criticos, tanto puntos limite como
puntos de ramificacién. Para localizar estos puntos criticos se ha seguido un método
especial que exige la tridiagonalizacién de la matriz de rigidez.

Por ultimo, se han descrito y ensayado tres técnicas de estabilizacion del proceso
iterativo de Newton-Raphson que mejoran sustancialmente la convergencia del

mismo, permitiendo ampliar el valor de los incrementos de carga y reducir su nimero.
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CAPITULO V

FORMULACION SECANTE DE VIGAS COSSERAT

V.1.—- INTRODUCCION

Para predecir el comportamiento de un sistema no lineal mds alld del entorno
inmediato de un punto de equilibrio o anticipar la clase de singularidad y el tipo de
trayectorias que se producen en un punto critico, no basta conocer la aproximacion de
primer orden a las ecuaciones de equilibrio que aporta la formulacién lineal Tangente,
sino que es preciso conocer también otros t€rminos de orden superior que intervienen
en estas ecuaciones; al menos, un nimero de ellos suficiente para caracterizar el tipo
de no linealidad o singularidades que encierran las mismas. Este requisito exige una
formulacién nueva del problema estructural, méds avanzada y general que la Tangente.
Esta es la formulacién Secante, que ya ha sido ensayada con éxito en entramados,
membranas y sélidos [C1, M1, O1, O3, O7], y de cuyo desarrollo y aplicacion a las
vigas Cosserat trata este capitulo.

A diferencia, por tanto, de la formulaciéon Tangente, en la que Unicamente
interesaba conocer los términos de segundo grado de la funcién potencial, en la
formulacién Secante se retienen de un sistema conservativo todos los términos del
desarrollo en serie de Taylor de la funcién potencial de orden menor o igual que uno
dado n. Determinar en cada caso concreto el valor de n forma parte del problema. En
los sistemas simples donde el potencial responde a una funcion polindmica, como los
entramados de barras o sistemas de membranas en los que n = 4, este desarrollo es
completo y las ecuaciones de equilibrio exactas. Sin embargo, en sistemas mas
complejos como las vigas Cosserat, el desarrollo de la funcién potencial consta de
infinitos términos y es necesario truncarlo para poderlo manejar. En la préctica, son
suficientes los primeros términos del desarrollo para retener las caracteristicas
fundamentales de no linealidad del sistema, al menos localmente. Se obtiene asi un
conjunto de teorias de alto orden, o formulaciones localmente secantes, situadas en un

punto intermedio entre las formulaciones Secante —pura— y Tangente.
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Estas teorias pueden utilizarse para estabilizar el método de Newton-Raphson,
caracterizar singularidades, localizar puntos criticos o prever el nimero de trayectorias
que pasan por uno de estos puntos. Ademads, con estos desarrollos se puede abordar
otro tipo de problemas a los que se ha prestado poca atencién hasta ahora por
encontrarse fuera de alcance de la cldsica formulacion Tangente, entre ellos uno
fundamental en la teoria de Estabilidad como es la determinacion precisamente del
grado de estabilidad de un sistema estructural o, si se prefiere, de los limites dentro de
los cuales una determinada estructura es estable.

De todas estas cuestiones nos ocuparemos en este capitulo. Siguiendo un orden
16gico de exposicion, comenzaremos con la formulacion Secante pura. Mas adelante,
mostraremos como estdn relacionados y coémo pueden obtenerse de forma sistematica
los desarrollos en serie de Taylor de la energia potencial, de las ecuaciones de
equilibrio —o del vector de cargas— y de la matriz de rigidez tangente de un sistema
hipereléstico general, particularizando los resultados para el caso concreto de las vigas
Cosserat. Presentaremos después la teorias de vigas Cosserat de tercer y cuarto orden,
y finalizaremos con una serie de aplicaciones practicas orientadas al cdlculo
anticipado de la carga de pandeo, al anélisis, caracterizacion y deteccion de puntos
criticos y a la determinacion del grado de estabilidad de un sistema. Algunas de estas
aplicaciones se tratardn en detalle y otras se propondrdn como nuevas lineas de

investigacion.

V.2.— FORMULACION SECANTE

Del mismo modo que la formulacién Tangente se basa en el conocimiento de las
relaciones diferenciales entre los desplazamientos y las cargas de un sistema, la
formulacion Secante se desarrolla a partir de las relaciones incrementales finitas entre
los desplazamientos y las cargas, medidos ambos desde una posicién de equilibrio
dada (P,, q,). De ahi que el primer problema que deba afrontar la formulacién Secante
sea precisamente determinar las ecuaciones incrementales de equilibrio que gobiernan
el sistema o, lo que es equivalente, las relaciones carga-desplazamiento AP = P(Aq),
supuestos AP y Aq referidos al punto (P,, q,). En los sistemas estructurales, estas

ecuaciones no tienen por qué ser lineales pero si son analiticas en las r componentes
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del vector Aq, pudiendo por tanto desarrollarse en serie de Taylor en torno al punto
(P,, q,), y también aproximarse suficientemente con una serie limitada de términos de
estos desarrollos, esto es, por medio de un conjunto de polinomios p,(Ag;) con un
determinado grado en Aq:

AP, = p[Aq, ... Aq,]
AP, = #[Aq, ... Aq,]

Estas ecuaciones polindmicas pueden expresarse de multiples formas. En lo
sucesivo, emplearemos una ordenacién matricial del tipo:

AP = [ P,+ P (AqQ) + P,(Aq>) +...]1 Aq

en la que cada componente P, es una matriz simétrica de orden k en las variables Aq;.
Esta disposiciéon, como veremos mds adelante, no es casual ni responde a un
criterio puramente formal. Al contrario, lo que persigue es satisfacer un triple
objetivo: primero, facilitar los cdlculos algebraicos almacenando las funciones
polinémicas en un bloque de matrices simétricas, cuyas ventajas operativas son
conocidas; segundo, permitir el cdlculo directo de cualquier derivada o integral a lo
largo de una trayectoria de la funciéon P(Aq) sin necesidad de derivar o integrar
analiticamente, término a término, toda la serie polindmica; y tercero, conseguir que
los resultados sean una extension natural de los obtenidos con la formulacién
Tangente y coincidan con ellos si se supone que los desplazamientos son diferenciales.
La segunda de estas razones tiene especial interés porque permite un cdlculo
comodo del gradiente del vector de cargas AP, esto es, de la matriz de rigidez K| del
sistema, y de la variacién de energia interna que se produce entre dos puntos de
equilibrio del espacio de estado. En concreto se probard en el siguiente apartado que
las variaciones de la funcion potencial A, del vector de cargas AP y de la matriz de
rigidez K en un punto arbitrario q,+Aq estan relacionadas entre si de forma simple y
puede expresarse en funcién de un tnico grupo de matrices simétricas K, del siguiente

modo:
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1 1 1 ,
A¥Y(Aq) = Aq'| S Ko+ K A+ K, (Ag*) + . | Aq
1 1
AP(Aq) = [KO+5K1(Aq)+§K2(Aq2)+... | Aq
K.(Ag) = K,+K (AQ)+K,(Aq*)+...

Estos desarrollos, que son una generalizacién de los obtenidos por Mallet y
Marcal para un pequefio grupo de sistemas simples [M1], ponen de manifiesto que las
ecuaciones de equilibrio, debidamente organizadas, son una fuente de informacion
extraordinaria que rebasa al propio vector de cargas AP e invitan a extraer de ella el
maximo rendimiento posible, mdxime cuando algunos problemas como los aludidos
en la introduccidn a este capitulo caen fuera del campo lineal y exigen conocer el
modo preciso en que varian la carga P y la funcion de energia en un entorno del punto
de equilibrio (P, q,) en el que nos encontramos.

El método mas utilizado para resolver un sistema de ecuaciones no lineales es la
técnica iterativa de Newton—Raphson, que linealiza a cada paso el sistema completo
de ecuaciones. Esta linealizacion se consigue derivando el sistema con relacién a todas
las variables que intervienen en el mismo. Cuando la derivacion entrafia dificultades y
la obtencién del Hessiano resulta una tarea ardua, se recurre a métodos explicitos,
computacionalmente menos costosos. Estos métodos no requieren calcular el Hessiano
ni resolver ningun sistema lineal en cada iteracion. Parten del conjunto de ecuaciones

de equilibrio escritas en la forma.
g(Aq)=F(Aq)-AP =10
y mediante una ley recurrente del tipo:

Aq;, =-0,;8; + (1 T oL, )Aqi —oe, Aq
donde g, = g(Aq,), y 0, y e, son escalares que caracterizan cada método concreto.
Variando los valores de estos coeficientes en la férmula recurrente anterior, se
obtienen: la versién no lineal del método de los gradientes conjugados, el método de
segundo orden de Richardson, el semi-iterativo de Chebichev o los procedimientos de

relajaciéon dindmica [G2, P1]. Sin necesidad de llegar a calcular el Hessiano de ‘P,
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pero resolviendo un sistema lineal de ecuaciones en cada iteracion, se dispone ademas
de una serie de métodos implicitos sobradamente conocidos, entre los que destacan los
métodos cuasi-Newton (DFP, BFGS o cualquier otro de la familia Broyden) o los
modificados de Newton [F4, G2, L1, P1]. Estos métodos no calculan directamente el
Hessiano de W, sino que parten de una aproximacién al mismo H y la van corrigiendo
en cada iteracion, utilizando para ello la informacion que el propio proceso suministra.
Se evita asi el cdlculo explicito de la matriz de rigidez y su factorizacion. La mayor
desventaja de estos métodos es que con ellos la convergencia ya no es cuadrética sino
lineal o a lo sumo, en el mejor de los casos, supuesto un sistema de ecuaciones bien
condicionado o precondicionado, superlineal.

También se puede recurrir a métodos secantes directos. En la figura V.1 se

muestra cémo se comportan éStOS, comparados con los tangentes, en un caso

unidimensional.
P P

P P

3 4

P, P,
PZ

P P

1 1

Figura V.1.

Métodos de Newton—raphson (tangente) y Newton modificado (secante)
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En general, los métodos implicitos tratan de extraer el méximo rendimiento de la
escasa informacién que va suministrando el propio proceso iterativo. Todo esto es
cierto para un sistema arbitrario de ecuaciones no lineales. Sin embargo, en el caso
particular que nos ocupa, tratdndose de ecuaciones que derivan de un potencial como
ocurre con las ecuaciones de equilibrio de un sistema conservativo, la situacion es
diferente. En estos casos, las ecuaciones se pueden ordenar de la forma antes indicada,
y esto indica que, ademds del plano tangente, se conocen las derivadas de cualquier
orden de este plano. En definitiva, la situacion ahora es justamente la opuesta a la
descrita anteriormente: no nos encontramos ante un defecto sino ante un exceso de
informacion, y la dificultad consiste precisamente en saber administrar este exceso.
Dado que no es posible resolver analiticamente un sistema de ecuaciones polindmicas
como el descrito, a menos que se trate de un caso trivial, lo que vamos a intentar es
extraer el médximo partido posible de estos desarrollos en serie de la funcién de
energia, de las ecuaciones de equilibrio y de la matriz de rigidez tangente.

En el apartado IV.4 del capitulo anterior obtuvimos las ecuaciones
incrementales finitas de equilibrio de un sistema estructural discretizado con
elementos-viga 3D. En una formulacién Lagrangiana Total, dependiendo del espacio
considerado para establecerlas —el fisico o el paramétrico—, alcanzamos los siguientes

resultados:

En el espacio paramétrico: L X, 0P, ds— J.S 2 TAT, 6ds=0
k k

En el espacio fisico: JS 2. P ds— js T TETAN,0ds=0
k k
siendo P, y 0 los vectores de cargas exteriores y esfuerzos internos en la viga:
F Q
P — ext : o= ,
ext M M

ext

I1, la transformacion (II1.13) entre las bases locales de los sistemas referenciales n 'y
e’en una formulacion Lagrangiana Generalizada, y Z y A los operadores definidos en
(IT1.9) y (IV.11). Las dos ecuaciones anteriores son vélidas siempre y cuando se utilice

un sistema de interpolacién cldsico, dependiente Unicamente de la coordenada
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curvilinea s. Sustituyendo las matrices simples de interpolacién X’(s) por las mas
generales I (q, s) del apartado IV.14, se obtienen las ecuaciones de equilibrio
correspondientes a un estado de deformacién constante (curvatura constante o
deformacién helicoidal).

Si las cargas exteriores se limitan a fuerzas en los nodos —no hay momentos
aplicados— y se utiliza una integracion numérica, las ecuaciones de equilibrio en el

espacio paramétrico se reducen a:
’ T _
Pwk—Zk All,o =0

Naturalmente, estas ecuaciones de equilibrio se pueden resolver aplicando alguno
de los métodos implicitos o explicitos antes mencionados, o bien utilizando un método

directo secante.

NOTA: Las fuerzas nodales se calculan en el apartado IV .4 a partir de los esfuerzos internos G, de la
siguiente forma:

i ou ’y
qu::—iz—_[ X Ao ds
aqk Sy

de modo que la transformacidn de los esfuerzos en cargas nodales se realiz6 a través del producto X" A.
Por otra parte, el operador A se dedujo en el apartado I11.3 de la diferencial dg, —(II1.9)—:

R 0
A=| -G'(o)r,, R T'(a, ;o)
0 G (o)

Es evidente, por simples consideraciones de equilibrio, que los esfuerzos internos en los puntos de
Gauss también se pueden transformar en cargas nodales a través del producto "B, donde:

R 0
B=[-G'(@)r,, R 0 |,
0 G (o)

lo que equivale a suponer o constante en A.

Pues bien, sustituyendo A por B, se evita el calculo de la matriz T y se simplifican las ecuaciones
de equilibrio en una formulacién Lagrangiana Total o Generalizada. Esta sustitucién interesa cuando se
resuelven directamente las ecuaciones de equilibrio aplicando una técnica secante, ya que ahorra tiempo
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de célculo. Sin embargo, si se opta por una técnica tangente como el método de Newton, la sustitucién
no compensa, ya que conduce a una matriz de rigidez tangente algo mds simple pero asimétrica. Incluso
con los método iterativos implicitos, especificos para sistemas no simétricos como el método de los
gradientes bi-conjugados [G2, P2], son mayores las desventajas anejas a la sustitucion, que las ventajas.

En efecto, la nueva matriz de rigidez es semejante a la mostrada en los cuadros IV.3 y IV.4 con
dos diferencias notables: 1) la componente material simétrica K = A C, A" se transforma en el
producto asimétrico K= B C, A"; 2) en la componente geométrica de la matriz de rigidez K no
figura ningin término dependiente del momento M., a excepcién del ST(M, ; o ), que ocupa la posicién
(3, 2). En definitiva, son asimétricas las dos componentes material y geométrica.

Resolviendo con esta nueva matriz de rigidez tangente algunos ejemplos del capitulo anterior, las
diferencias apreciadas en los resultados fueron minimas; asi, en la viga espacial curva de las figuras
IV.3, con una carga P = 600, los resultados difirieron tan s6lo un 0.3%, en media, respecto a los
registrados en las tablas IV.1 y IV.2. Concretamente, se obtuvieron los siguientes desplazamientos del
extremo libre: (15.87, 46.91, 53.49), suponiendo la carga vertical —fija— y (-9.70, 25.08, 59.68),
suponiendo la carga normal a la directriz de la viga -mdvil-, manteniéndose ademds en ambos casos el
nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia.

Nétese que la nueva matriz de rigidez en una formulacién Lagrangiana Actualizada coincide con
la matriz asimétrica de Simé y puede, por tanto, considerarse una extension de ésta a una formulacién
Lagrangiana Total. Una diferencia importante entre ambas, no obstante, es que en una formulacién
Lagrangiana Total la asimetria de la matriz es esencial y no se elimina a medida que converge el
proceso, como sucede en una formulaciéon Lagrangiana Actualizada.

V.3.— DESARROLLO EN SERIE DE TAYLOR DE LA ENERGIA ELASTICA

En general, la funcién de densidad de energia elastica ¥ de un sistema

hiperelastico, libre de tensiones iniciales, viene dada por una expresién del tipo:

1
‘P=58§[q‘7(s)] Clq (9], [q" (s)] (V.1)

donde la variable q’(s) es el vector generalizado de gradientes que se defini6 en
(IT1.8) y la matriz C es constante si las relaciones constitutivas son lineales.
Suponiendo que la energia eldstica sea una funcién analitica de las componentes
del vector de gradientes ampliado q' (s), se podrd descomponer en un conjunto de
términos homogéneos W™, con 6rdenes crecientes n = 2, 3, 4..., en las variables
q’ (s) —eliminamos los términos constantes y lineales de ¥ porque los primeros no
afectan a las ecuaciones de equilibrio y los segundos s6lo se dan en estado de

precarga—.
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Y=9P 4 9¢® 4 wmg (V.2)

En sistemas estructurales simples, como los entramados de barras, y en algunos
problemas de elasticidad, la energia ¥ viene dada por funciones polinémicas y la
serie (V.2) es finita, conteniendo normalmente tan sélo tres términos. Sin embargo, en
sistemas mas complejos como las ldminas o vigas curvas 3D que analizamos en este
trabajo, las funciones que intervienen son racionales y trigonométricas, y los
desarrollos en serie de Taylor de ¥ constan generalmente de infinitos términos.

Dado que las componentes w(n) del desarrollo (V.2) se suponen funciones
homogéneas de grado n, ellas y sus derivadas parciales de primer orden wn) podran

expresarse en funcién de las derivadas segundas parciales ¥, ; j del siguiente modo:

1
Wy = \P(H),'_ v.q”
n(n—l) 1] q qJ
(V.3)
1
ymw = ™ g7
1 (1’1—1) 1] q.]

(1352 (Y3444

(en la expresion anterior, los subindices “1” , “” precedidos de una coma denotan las
derivadas parciales de ¥ con relacién a las variables q} y qz ).

Como, en un sistema discretizado por medio de elementos finitos, los gradientes
q’ (s) son funciones a su vez de los desplazamientos nodales q,, y las componentes
del vector de cargas y de la matriz de rigidez coinciden con las derivadas primeras y
segundas de la energia interna ¥ con relacion a estos desplazamientos q,, en virtud
de (V.3), tanto la energia ¥ como el vector de cargas P y la matriz de rigidez K se
podrian descomponer y expresar en funcion de un unico conjunto de matrices

homogéneas B™ del siguiente modo:
Y=q K,q (V.4.a)
P =K q (V.4.b)

dP = K, dq (V.d.0)
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K,=[%" [IB<2> T Y T ——
v 2 6 12 r(r—1)

1 1 1
K, = j Z'T[B<2> +-BY+-BY +. . +—B"+... ]2‘.’ dv  (V.5.b)
4 2 3 (r—1)

K,=[ =" [B?+B?+BY +. . +B"+..]¥ dvV (V.5.c)
v

Siendo X’ el conjunto de matrices de interpolacion propias del método de los
elementos finitos, y B™ una serie de matrices simétricas y homogéneas de grado n-2
en las componentes del vector gradiente q° —por tanto no constantes— que estan
relacionadas del siguiente modo con las componentes homogéneas de la funcién de

energia:

B™i = ¥, (V.6)

Dependiendo de los coeficientes que multipliquen a estas componentes B(M se
obtienen, al sumarlas, tres nuevas matrices: una primera K;;, que permite calcular la
energia eldstica interna del sistema pre- y postmultiplicidndola por el vector de
desplazamientos ¢; una segunda K, que proporciona el vector de cargas nodales al
postmultiplicarla por q; y finalmente la matriz tangente de rigidez K, que coincide
con la calculada en el apartado anterior pero que ahora se encuentra desarrollada en
serie. Denominaremos a las dos primeras matrices, matriz de energia y matriz de
rigidez secante, respectivamente.

En los sistemas simples, como los entramados y membranas, el vector de
deformacion €, es una funcién de segundo orden; la energia potencial ‘¥, de cuarto; y
el nimero de componentes homogéneas no nulas B(M) se reduce a tres. En estos casos,
K, Ky K; se pueden expresar como una combinacion lineal de tres matrices basicas
K, K,y K, de 6rdenes respectivos 0, 1 y 2 [M1] :

Ko :JZ/T B(Z) ¥ dv : I{1 :JZ/T B(3) ¥ dv : K2 :J Z/T B(4) Y dV
v v v
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1 1 1
KU = EKO +€K1 +EK2 (V.7.a)
1 1
Ko = K+ K+ K, (V.7.b)
K, =K, +K,+K, (V.7.0)

En principio, estos desarrollos permiten enfocar un problema no lineal desde tres
puntos de vista diferentes, simultaneando distintos métodos de cdlculo con un coste
computacional minimo. El primero consiste en minimizar la energia potencial total del
sistema, cuya parte eldstica interna ‘¥ (q) viene dada por la expresiéon (V.7.a)—; el
segundo, en resolver directamente las ecuaciones de equilibrio K(q) =P —(V.7,b)—; y
un tercero, en aproximar la solucion utilizando el método iterativo de Newton—
Raphson, para lo cual es preciso linealizar el problema y construir la matriz de rigidez
tangente K. Ante la disyuntiva de elegir uno u otro, la ventaja principal que ofrece la
descomposicion (V.7) es que obtiene simultdineamente los tres datos: ‘¥(q), P(q) y
K (q), necesarios para aplicar estas tres técnicas. El hecho de que hasta ahora no se
haya explotado suficientemente esta propiedad se debe a que el método de Newton es
la mejor técnica conocida de minimizacion de la energia y de resolucion del sistema
de ecuaciones de equilibrio cuando se posee el Hessiano del potencial W, y en las
estructuras cldsicas eldsticas éste se calcula facilmente H = K.

En sistemas estructurales mds complejos como los formados por vigas curvas 3D,
las descomposiciones (V.5) son los desarrollos en serie de Taylor de la funcion de
energia, de su gradiente y de su Hessiano, y constan de infinitos términos. En estos
casos, por razones operativas, no queda mas remedio que truncar la serie procurando
reducir al médximo el nimero de componentes. Conviene advertir que la
descomposicion de ¥, P y K en matrices homogéneas no es tnica y que cada
componente B™ admite una multiplicidad de expresiones matriciales, la mayoria no
simétricas [R1, B1], que derivan de las propiedades especiales de que gozan las
funciones homogéneas [F1, F2, O3, M3]. Si los desarrollos son finitos, se puede
reducir su ndmero introduciendo variables auxiliares que fuerzan la homogeneidad de

algunos términos y permiten agruparlos. Entre las muchas descomposiciones posibles,
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las que figuran en (V.5.a) tienen la ventaja de ser simétricas y poder calcularse con
una sencilla regla, una vez que se ha descompuesto el vector generalizado de
deformacién € g en términos homogéneos [M3].

En efecto, supongamos que la matriz constitutiva C es constante, independiente de
q’, y que el sistema se encuentra libre de tensiones iniciales. Si se admite que la
deformacién €(q”) es una funcién analitica del vector de gradientes ¢’ —condicion
que siempre se cumple en la practica—, esta deformacion podra descomponerse del

siguiente modo:

e(q’) = eV (q")+e?(q")+... e¥(q)+ .. (V.8)

13 13
S

siendo € una funcién homogénea de grado en q'.

Con lo cual la componente n-sima del desarrollo (V.2) valdra:

1 i
PU=— Y c@be® Ce® (V.9)

(ab) e S,

donde c(a,b) es un entero igual a 2, si a # b, e igual a 1 si a = b; y el sumatorio se

extiende al siguiente conjunto de indices:
S :{@b)/b=1;a=1;a+b=n} (n22)

Y llevando este desarrollo a (V.6), se extrae la siguiente regla para construir las

matrices B™:

B™= Y c(ab)sim| N+ NG| (V.10)

(a,b) € Sy

En esta expresion, N, y N, son dos matrices simétricas y homogéneas que vienen

definidas del siguiente modo:

N@» —g®'c E® (V.11.a)
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NGED = [st(a)TG(b)] (V.11,b)

(*)

con E G, )=¢G) y o =cCe" (V.12)

Hasta ahora hemos admitido que el sistema se encontraba libre de tensiones al
comienzo de la deformacidn. Si, por el contrario, el sistema se encuentra sometido a
esfuerzos iniciales 6°, serd preciso afiadir un conjunto de términos adicionales a (V.9)
que los contemplen. En este caso, supuesto que el nivel cero de energia corresponde a
la configuracion inicial del sistema —estado de deformacion nula—, las expresiones
generales de la componente n-sima de la energia y de la matriz B™ al incorporar las

tensiones iniciales, quedan asi:

1 : T
PO =— 3 c@be® Ce®+ce™ (V.13)
(ab)e S,
B"= Y c(ab)sim| N+ NG|+ 6" V™ (V.14)
(a,b) € S,

Hasta ahora hemos supuesto la matriz constitutiva C constante. Si dependiera del
vector q', habria que incluir en (V.14) los términos correspondientes a las derivadas
de C con relaciéon a q'. Los resultados serian algo mds complejos, pero el
procedimiento de cdlculo no variaria sustancialmente, por lo que no nos detendremos
en €l. En el caso especial de que la matriz constitutiva C se pudiera expresar en forma
de producto C C", bastaria hacer égz Cc’ €, para encontramos en una situacion
similar a la que se da cuando C es constante. Para evitar complicaciones innecesarias,
en lo sucesivo seguiremos admitiendo que C es constante.

Ya se ha indicado que en los problemas con vigas espaciales (3D), el desarrollo
(V.2) consta de infinitos términos y no queda mds remedio que truncar la serie y
trabajar con un numero limitado de ellos, sustituyendo la funcién de energia W por
una expresion aproximada, tanto mds exacta cuantos mas términos contenga el
desarrollo. Ahora bien, como el nimero minimo de términos que debe contener el

desarrollo depende del tipo de aplicacién, no basta con saber calcular un nimero
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limitado de ellos sino que es preciso conocer la forma general de las matrices N, y N,.
Esta expresion general la deducimos en los siguientes apartados para el caso particular
de las vigas Cosserat, aunque el procedimiento se puede extender a otros sistemas
como las laminas, en los que las rotaciones desempefian también un papel importante.
Una vez calculadas las matrices N, y N,, disponemos del t€rmino general del
desarrollo (V.5) y conocemos también las derivadas direccionales de cualquier orden
de la matriz tangente K, en el origen q, (estas derivadas juegan un papel esencial en
algunos procedimientos de localizacién y tratamiento de los puntos criticos [S1, W2] y
se utilizan para acelerar la convergencia de procesos no lineales). La relacién entre las
componentes B™ y las derivadas direccionales de la matriz de rigidez K se obtiene
de forma inmediata si se tiene en cuenta que en un punto cualquiera ¢ del espacio de
deformacion la matriz de rigidez K, puede desarrollarse en serie de Taylor del
siguiente modo (se supone que {e,} constituye una base de dicho espacio y, por tanto,

cualquier punto del mismo puede escribirse: q=q,e,):

K, =K,+D[K, e ]q, +

1
2—!D2[KT -e;,e]q,q;+ (V.15)
1

?D?’[KT'ei’ ej,ek]qiqjqk +..

y, por otra parte, puede descomponerse en la forma (V.5.c),
K,.=K,+K,(Q)+K,(q*)+... (V.16)

—al igual que en (V.7), en esta ocasion hemos denotado K. los términos sucesivos del
desarrollo (V.5.c)—. Identificando ambas expresiones, se extraen las siguientes
relaciones que prueban que los términos del desarrollo (V.5.c) coinciden con las

derivadas direccionales de la matriz de rigidez en el origen q:
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K (e,))=DI[K, -e,]

1
K,(e,, ej)=?D2[KT e, e ]
- (V.17)

1
K, (e, e, ek)=?D3[KT-ei, e, e]

V.4.— COMPONENTES HOMOGENEAS DEL VECTOR DEFORMA CION

El vector de deformacién de una viga se expresa de varios modos dependiendo
del sistema de parametrizacién de rotaciones que se adopte. En general, y de acuerdo
con (I1.29), este vector se puede escribir asi:

Y(q") | Ri(eS+u, )—e]
= :II . 1
i |:K(qv):| ° [ G'(aa, , ] (V.13)

El desarrollo de €, en la forma (V.8) puede resultar complejo si el sistema de
parametrizacién no se elige adecuadamente. Por fortuna, en el sistema de vectores
naturales este desarrollo es facil de obtener debido a la forma exponencial que en €l
adopta el operador rotaciéon R y a la posibilidad de encontrar un desarrollo similar
para el operador G . En efecto, considerando la relacién especial que liga Ry G en
un sistema objetivo —férmula (I1.137.b)—, en el sistema paramétrico de vectores

naturales [0 ] se tendr4, por un lado,

_ b 0 0 & 9
R@)=¢e" =1+ — + + + .+ .. (V.19)
I 2! 3! n!

y, por otro, R'(0)=1-0G"(0)

Ademas —(AIIL.11)—, [I-G(0)]6=0 (V.20)
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con lo cual,

-~ 2 3 n

G'(@)=1-2 0 n"
=I- —+ -+ ... -D" ..
© 21 3! 4! D (n—=1)!

(V.21)
Llevando estos desarrollos a (V.18), se obtiene la expresion general de la

componente n-sima del vector deformacion:

n— nn-1 AN o
em— D IHT[HG u,s— 9 63} (V.22)

| 0 n n—1
n! 0 B’S

Esta expresion no resulta tan simple en otros sistemas de parametrizacion. Por
ejemplo, en el sistema de Rodrigues, que desde un punto de vista formal era hasta
ahora el mas sencillo, estas componentes vienen dadas, no por una, sino por dos

expresiones, que resultan mds dificiles de manejar. Son,

eM=2c(=D"I| 1 (n par)

~n—1 ~n
D28 u, +b0e?)

y e =2cII} (n impar)
-0"'0,
a=1/2 b=-1c=1 sin=1
a=1 b=1c¢c=-1sin=2
con )
a=—-1 b=1~c¢c=1 sin=3
a=1 b=1~c¢c=1 sin>3

En otros sistemas de parametrizacion las expresiones se complican ain mas. A
fin de obtener los resultados mas simples posibles, supondremos en lo sucesivo que el
sistema de parametrizacion es el natural y que la componente n-sima del vector de
deformacién viene dada por (V.22).
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V.5.— CALCULO DE LAS MATRICES N, Y N,
Diferenciando la componente €™ y escribiendo,

de™=E™dq" (V.23)

(recuérdese que dq" "= [du, .5 do; de, ], se obtiene el operador E™ de la expresién
(V.12),

(™! - n0""! nA_(0,u,)-4A,(0,e) 0,

E™ = T ~ (V.24)
n! 0., A 00,0, 9"
donde A _ es un nuevo operador que se define del siguiente modo:
40" v:=14_(0,v)do (V.25)
y vale,
n=0 0,.5
A_(0,v) { nimpar (-D"V20" !V [I+(n-1e®e] (V.26)
npar 04, (0,v) + (-)"*0"*[vRO-0QV]
siendo 0=0e con |e|=1 (V.27)

La demostracién de (V.26), omitida aqui por brevedad, es sencilla si se sustituye
9" por las expresiones (AL.9) del Apéndice I y se tiene en cuenta que por ser 0 =06e
se puede escribir: vdO=(v®e)dd. Calculado E™, se construye de inmediato la
matriz N,, definida en (V.11.a). Por otra parte, para hallar N, basta calcular el
producto 6”'d’e™, con o¢'”=Ce'". Diferenciando para ello dos veces (V.22) y

usando de nuevo la notacién (II1.12), se obtiene:

n 2qn o0 2gn-1 an—1
Gsze(n):ﬂ T d-e €3 n(d-e ll,s+2d9 du’s)

o, _ _ (V.28)
2nn— n—
n: — (d*0"'@,,+2de"'de,,)
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(hemos eliminado el superindice “r” del término 6"’ para obtener una notacién
simplificada, que utilizaremos en lo sucesivo).
Pues bien, desarrollando el producto (V.29), sustituyendo o', por [Q. ;M]]y

aprovechando la definicion (V.22) para condensar el resultado, se llega a:

D"

c'd’e™ =
n!

[Qld*6"e-nQ!d0" 'u, - M d*6" '8,
—2n(=D)""du, A, ,(0,Q,)do (V.29)
~2(-)""'d0,, A, (8. M,)d0 |

que también puede escribirse asi:

1 0,,; nAa,  (0,.4Q, 0.,
chzs(“>=quVT nd' (0,Q,) (D)'D, Al ,(0,M,)]|dq"
03><3 £Zln—l(e’Mo) 03><3

(V.30)
siendo D, un nuevo operador, dependiente esta vez de 0, 0,, u,,, 6y e;:
D,:=[B,(0:Q,: e5)-nB, ,(6: Q,: u.)-B, ,(6: M,;0,9)] (V31)
y viniendo ‘B, definido del siguiente modo:

q'd’0"v:=de" B_(0,q, v) o (V.32)

[I3eS)

La expresion final de ‘B, depende de que “n” sea par o impar. En efecto, si “n” es
par, el operador @" se puede sustituir por (-1)™*"' (6" 20®0 —0"I) —consultar la
tabla AL.1 del Apéndice I-, y su diferencial segunda vale,
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4’0" = (=1)™*9" 2 [(n—2)(n—3)(d0)’e Ve +
2(n—2)d0(d0®e +e®d0) +
(n—2)e®e 0d°0+2d0®dO—
n((n—-1)(d6)*-06d°0)I |

que llevada a (V.32), proporciona el siguiente resultado:

B_(0,q,v)=(-D"""0">[B_ (0,q, v)+B(6,q, V)] (V.33)

con
i% ,0,q,v)=(n/2-1)[(n—-4)(eq)(e.v)—n(q.v)] e®e +

(n=2)[(e.v)q®e+(eq Vv®e]+ (V.34)
q®v+[(n/2-1)(e.q)(e.v)—(n/2)(q.v)]I

Sin embargo, si n es impar, el operador 0" se puede sustituir por (=1)""""? "' @

y su diferencial segunda vale:

420" = (=)™ 20" 2 (n— )[(n—2)(dB)% & +2dO(d0 ®d) + B d*0] (V.35)

que llevada también a (V.32) conduce a una expresion semejante a la (V.33)

B (0,q,v)=(-)""?0"?[B_(0,q,v)+B(0,q, V)] (V.36)
siendo ahora
B (0,q,v)=(n— 1)[(‘12”)[(11— Je®e+1]+e® Vf]] (V.37)

Llevando finalmente (V.33-34) y (V.36-37) a (V.31), e introduciendo este tltimo

(n)

resultado en (V.30), se obtiene la expresién general de ¢'d’e™ que buscdbamos.
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Al sustituir la funcién de energia por un desarrollo de orden n, el sistema modifica
su rigidez y la matriz secante deja de ser exacta, proporcionando s6lo un valor
aproximado del vector de fuerzas. Con el fin de comprobar el grado de exactitud que
se alcanza, hemos repetido el ejemplo de la figura IV.3. utilizando los desarrollos
(V.5) de las matrices de rigidez secante y tangente con distintos 6rdenes n. Las tablas
V.1y V.2 indican los tiempos relativos empleados en la formacion de los desarrollos y
los errores medios cuadraticos de los resultados para una carga P = 300 aplicada en 6

incrementos. La diferencia fundamental entre las dos tablas es que en la primera se

Capitulo V : Formulacién Secante de Vigas Cosserat

trunca la funcion de energia ' y en la segunda el vector de deformacion €.

Orden de ¥ Convergencia Error en % Tiempo relativof Orden de €,
4 No - - 2
6 Si 17 2 3
8 No - - 4
10 Si Despreciable 5 6
20 Si Despreciable 25 11
Tabla V.1:

Formulacion secante con truncamiento de la funcion potencial ¥

Orden de €, | Convergencia Error en % Tiempo relativo| Orden de ¥
2 No - - 4
3 Si < 0.5 1 6
4 Si Despreciable 2 8
5 Si Despreciable 3 10
10 Si Despreciable 11 20
Tabla V.2:

Formulacion secante con truncamiento del vector generalizado €,
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En concreto, la tabla V.1 es el resultado de calcular las fuerzas internas y la matriz
de rigidez reteniendo los n primeros términos del desarrollo completo de la funcion de
energia, y la tabla V.2 es el resultado de retener los n/2 primeros términos del
desarrollo completo del vector de deformacién (nétese que el orden de W al sustituir

€, por €, en (V.1) es también n); esto es, de sustituir V' y € por las aproximaciones:

1 1 1
Y, =q [ EKO"‘EKI((I)‘F---"'mKn(q ) ]q

e,=eV+e"(q)+e?(@)+...+£"(q")

Desde un punto de vista computacional, es mds efectivo truncar el vector de
deformacion que truncar la serie (V.5) porque se ahorra tiempo de cilculo y se mejora
la convergencia del proceso iterativo. Nétese que para formar el conjunto completo de
matrices N | de orden igual o inferior a n es preciso calcular n(n—1)/2 productos del
tipo Ve @' C Ve® truncando la funcién de energia, y n°/4 productos truncando el
vector deformacién, esto es, casi la mitad que en el caso anterior. A similares
conclusiones se llega al calcular los productos V’e”" ¢'® de las matrices N ,. Los

cuadros V.l.ay b ilustran ambas situaciones en el caso particular en que el orden de la

—a-1 a-2

0 1 213141 5] 6 0 1 21314 5] 6

11 2| 3]4]|5]| 6 12| 314516

2 314 5|6 2 3| 4 516

b=1T 5T 4] 5] 6 b13]4]s]6

41 5| 6 4 6

516 516
(a, b) (a, b) =1

P N, -vVe®'Ccve®) 6 N, =Veg@g®
Cuadro V.1l.a Cuadro V.1.b

Componentes no nulas N, y N, de orden n <8, segiin se trunque la

funcion de energia o el vector de deformacion (casillas sombreadas)
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funcién potencial vale 8 (n = 6). En el primer caso, el hecho de que s6lo una parte de
los términos corresponda a un desarrollo completo del vector deformacion afecta a la
convergencia del método de Newton-Raphson, como puede apreciarse en las tablas
V.3 y V.4. En ellas se recogen los resultados de las pruebas de convergencia
realizadas sobre la viga curva de la figura IV.3 para distintos valores de la carga y
ordenes de la funcion potencial y del vector de deformacién (nétese que un orden n en
el vector de deformacion equivale a un orden 2n en el potencial). También se indica el
nimero de iteraciones que fue preciso realizar hasta alcanzar la convergencia,
aplicando la carga integra de una vez. La primera columna de resultados corresponde
al problema lineal. Remarcamos con un ligero sombreado los casos en los que el

desplazamiento del extremo libre de la viga se obtuvo con un error inferior al 1%.

Orden de la funcién potencial ¥
Carga P 2 4 6 8 10 12
50 1 No 6 5 5 5
100 1 No No No 9 9
150 1 No 13 No 9 9
300 1 No No No No No
Tabla V.3:

Convergencia y n° de iteraciones truncando la funcion potencial ¥

Orden del vector de deformacion g,

Carga P 1 2 3 4 5 6
50 1 5 5 5 5
100 1 No 8 8 9 9
150 1 No 12 10 9 9
300 1 No No 15 No 16

Tabla V .4:

Convergencia y n°® de iteraciones truncando el vector de deformacion €,
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V.6.— TEORIAS DE SEGUNDO, TERCER Y CUARTO ORDENES

En las aplicaciones practicas bastan unos pocos términos del desarrollo (V.5) para
resolver los problemas que se plantean més adelante. Generalmente los tres primeros
términos, que corresponden a teorias de segundo, tercer y cuarto 6rdenes en ¥, son
suficientes. Dado el interés especial que presentan estos casos basicos, resumimos a
continuacion los resultados que se obtienen al particularizar las expresiones generales

del apartado anterior para un valor nigual a2, 3 y 4.
B®=E" CE"+ 6"V (V.38.2)
B® = E(1>TC E®? + E(z)TC ED + G(O)TV2€(3)+ 6(I)TVZEQ) (V.38.b)

GH_pOTERD L EOTORD L OO R
B"=E" CE”+E" CE" '+E” CE

(V.38.0)
+0 0 Ve® L gD Y23 4 gD y2e@
| e’ 0
ED = n;[ } N } (V.39.a)
03><3 03><3 I

20 2u,.+2F@®.e°) 0
E® = 1HI|: s ©.e3) 23 } (V.39.b)

2 03><3 e’s -0

302 6F(O.u,.)—e°GO) 0
EV= ©.1,0)-¢:6(0) 2 (V.39.c)

6 0, 2F(0,0,,) 0

! 03><3 _2Qg) 03><3
[6(->TV28<2>]:2 2Q" H(62,Q?) MY (V.40.a)
03><3 _Mg) 03><3
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T 1 03><3 3T(e’ Qi)) 03><3
[0 Ve = 3F(Q10) @:eiu. 0. c0l) F(ML.0)
03><3 T(G’M(o)) 03><3
(V.40.b)
N R 4Q1'G(6) 05
o'V ]= | 4GOQ) W®eliu.:0.:00) ~GOM!
03><3 M(ol)g(e) 03><3
(V.40.c)
Siendo F, G, ‘J-C 7 ... la siguiente familia de operadores:
G(0)=20®0+0°1 (V.41.2)
H (a,b)=sim[a®b—(a-b)I] (V.41.b)
1
T(a,b)=5a®b—b®a+(a-b)1 (V.41.0)
L(a,b)=2a®b—(a-b)I (V.41.d)
10;e55u,: 0,:Q0 M) =3H (u,,.Q))+H (0, M)
~ 0 ) T~o ) (V4le)
+2H €2Q",0)+(0"e QI
WOeiu,:0,:Q M) = L(8;4Qu, + M0, ) (V4L

_g(e)QE,O)é;_ 29@963()&)0) —(e;’T 92 QE,O))I

Como era de esperar, la matriz B, que corresponde a la teoria de 2° orden en la
energia, coincide con la matriz de rigidez tangente en una formulacién Lagrangiana
Actualizada. Esto confirma por un lado que el limite de la matriz de rigidez secante,

cuando la norma de los desplazamientos tiende a cero, es precisamente la matriz
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tangente; pero, ademds, muestra la via més sencilla y rdpida de obtener esta matriz,
que consiste simplemente en sustituir el vector de deformacion por su aproximacion
de segundo orden, tomando R'(0) = I— 0 +0%/2 y G'(0)=1- 0/2, y haciendo,

yzRZ[(I—é)(e;’+u, S)+;62e‘3’—e‘3’:| (V.42.a)
1 12
k=R’ [I— 2e]e s (V.42.b)

De este modo el procedimiento seguido en el capitulo anterior para obtener la
matriz tangente en el sistema natural, que condujo a la expresion (IV.131), se vuelve
una tarea elemental si se sustituye directamente (V.42) en (V.39.a) y (V.40.a). Estas
conclusiones se pueden extender a otros sistemas espaciales, como pueden ser las
estructuras laminares. En cualquiera de estos casos, las aproximaciones anteriores de
R y G permiten obtener de inmediato las componentes que cominmente se

denominan material y geométrica de la matriz de rigidez tangente:
Ny N T (. NN T y2.(2)
K,,=E" CE s K;,=0,V'e (V.44)

Nétese que en la teorfa de primer orden (lineal) los términos 0°e /2y 00,,/2
no figuran ni en la componente de la deformacion transversal Y ni en la curvatura K. El
primero de estos dos términos esté relacionado con el alargamiento de segundo orden

que experimenta la viga al flectar cuando sus extremos se mantienen fijos:

L (2) L
0= 5 JW'de = — Iezdx
0 0

El segundo, sin embargo, se debe a la diferencia de segundo orden que existe
entre el vector dao@dp, que representa en el sistema natural la suma de dos
rotaciones diferenciales da y df, y la suma vectorial do+ dB; esto es, obedece al
hecho de que || do @ dp — do+dP || = O2).
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V.7.— APLICACIONES DE LOS DESARROLLOS EN SERIE

Una de las herramientas de andlisis mas ttiles en el estudio de la estabilidad de un
sistema conservativo son los desarrollos en serie de Taylor de su funcion potencial y
de su matriz de rigidez secante, que indican como varian la energia elastica y las
cargas P en torno a una posicion de equilibrio. En la actualidad no se dispone de un
método general que permita determinar con precision el grado de estabilidad o
inestabilidad de un sistema estructural cualquiera. Aun en los sistemas mds simples,
como los conservativos, un estudio en profundidad de este problema comporta la
resolucién de otra serie de problemas colaterales de dificil solucion, como se aprecid
en el ejemplo de la malla reticular del capitulo anterior. Entre estos problemas, que

exigen un analisis aparte detallado, se encuentran los siguientes:

1.a) lalocalizacion de los puntos criticos a lo largo de una trayectoria.

2.a) la clasificacion de las trayectorias que se cruzan en un punto critico y la
elaboracidn de técnicas de desvio o apertura entre ellas.

3.a) la caracterizacion topoldgica o cualitativa de los puntos criticos.

4.a) la determinacién del grado de sensibilidad del sistema a las imperfecciones.

De estos cuatro problemas, el primero es el mds sencillo y el dnico que puede
resolverse facilmente con una formulacién Tangente, esto es, con el primer término de
los desarrollos (V.4 -5). Los tres problemas restantes no se pueden resolver si no se
conocen todos los términos de estos desarrollos hasta un orden dado n > 2. El valor de
n depende del tipo de sistema y su determinacién constituye una de las partes
esenciales del problema. No obstante, de acuerdo con los estudios de Thom y Zeeman
[Z1], este valor por regla general es bajo, raramente superior a 5, y en situaciones
normales igual a 3.

De la caracterizacion topoldgica de una singularidad y de la determinacion de su
grado de sensibilidad a las imperfecciones, esto es, de la dependencia que se da entre
la carga critica y los desalineamientos e imperfecciones en la geometria del sistema, se
ocupan los estudios clasicos de Koiter sobre estabilidad elastica y, mds recientemente,
la teoria de la catdstrofe de Thom y Zeeman [Z1]. Por otra parte, del cdlculo y

clasificacion de las distintas trayectorias que pasan por los puntos criticos se ocupa la



Capitulo V : Formulacién Secante de Vigas Cosserat 267

teoria especifica sobre bifurcaciones iniciada por Golubitsky y Schaeffer [G1], més
tarde ampliada por Marsden y Thompson [M2, T1]. En el apartado V.11 volveremos
sobre esta cuestion, en €l expondremos las posibilidades que ofrecen los desarrollos
(V.4-5) en el marco general de la teoria de la catastrofe.

Aun cuando se hayan realizado numerosos estudios sobre el tema y exista un
volumen importante de literatura relacionada con €I, estos problemas distan mucho de
estar definitivamente cerrados y resueltos. En este sentido, la formulacién Secante
ofrece nuevas y valiosas herramientas de andlisis. Un ejemplo lo constituye la teoria
del desplazamiento critico, que permite estimar el valor de la carga critica en un
sistema no lineal. Pero ademds existen otros problemas de estabilidad que precisan un
conocimiento de los desarrollos en serie de Taylor de la funcidn de energia a los que, a
pesar de su importancia, se ha dispensado muy poca atencion hasta el momento. Entre

estos se encuentran los dos siguientes:

1.b) la posibilidad de efectuar saltos entre posiciones de equilibrio distantes que
pueden incluso estar situadas en distintas trayectorias de equilibrio.

2.b) el andlisis del grado de estabilidad de una estructura en equilibrio.

Aunque ambos problemas estdn relacionados entre si, como veremos en el
apartado V.10, el segundo es el mds interesante desde un punto de vista préctico.
Conocer el grado de estabilidad de una estructura supone no s6lo saber si el sistema es
en si estable o inestable en una determinada posicién, sino saber también en qué
medida esa estabilidad estd garantizada cuando alguna causa accidental —por ejemplo,
una pequefia fuerza exterior— perturba el sistema. La determinacion del grado de
estabilidad de un sistema es una cuestion mucho mds compleja de dilucidar que la
mera precision de la situacion de estabilidad o inestabilidad en la que éste se
encuentra, pero es fundamental conocerlo, ya que de él depende la verdadera
seguridad de una estructura. Las laminas de revolucion bajo carga axisimétrica, por
ejemplo, son sistemas tedricamente estables en un rango muy amplio de cargas, pero
su grado de estabilidad es muy bajo y por ello las cargas criticas de pandeo halladas
experimentalmente se encuentran muy por debajo de los valores tedricos que
proporciona la teoria de la estabilidad —figura V.8—. En casos asi, un disefio seguro de

una estructura no puede basarse en la carga tedrica de pandeo que es capaz de soportar
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ésta en condiciones ideales, sino en aquel nivel de carga que garantiza un grado
minimo de estabilidad.

Por tltimo, la posibilidad de efectuar saltos entre posiciones de equilibrio
distantes depende fundamentalmente de la capacidad que se tenga para detectar y
aproximarse a dichas posiciones. No es una tarea f4cil, como veremos en el apartado
V.9; ademads, en la préictica puede resultar imposible de realizar si no se dispone de un
buen estabilizador del proceso iterativo. En el capitulo anterior presentamos algunos
estabilizadores sencillos y féciles de programar, si bien s6lo aplicables a un modelo
concreto de viga y con un grado limitado de estabilizacion. En el siguiente apartado
mostraremos un nuevo método de estabilizacién, mucho mas seguro, basado en los
desarrollos en serie de la energia eldstica. Iniciamos con €l una serie de ejemplos

précticos de aplicacion de los desarrollos en serie de Taylor (V.4-5).

V.8.— PROYECCION DE LOS DESARROLLOS SOBRE UN SUBESPACIO

En la préctica, los desarrollos analiticos (V.5) de grado n > 2 no son manejables si
el sistema depende de muchas variables y no es posible establecer relaciones de
dependencia entre ellas que reduzcan el nimero efectivo de grados de libertad.

Por fortuna, en los procesos de carga de una estructura no todas las direcciones de
desplazamiento juegan el mismo papel: algunas son significativas e importantes, como
las direcciones propias en el entorno de una singularidad o las lineas tangentes de
desplazamiento; y otras, la mayoria, irrelevantes. En general, dada una funcion de
carga P(A), el comportamiento global de un sistema en torno a una posiciéon de
equilibrio depende del comportamiento local sobre un reducido grupo de direcciones
caracteristicas, y el interés en conocer la energia, el vector de cargas y la matriz
tangente en el espacio de estado se limita, en la préctica, a saber como varian estas
funciones en el subespacio que forma este pequefio grupo de direcciones
caracteristicas. En consecuencia, en adelante orientaremos el trabajo de investigacion
en estas dos direcciones del problema: a) determinar el subespacio caracteristico S de

minima dimension; y b) proyectar los desarrollos (V.5) sobre este subespacio S.
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La proyeccion de estos desarrollos sobre el subespacio S no ofrece, en teoria,
ninguna dificultad. Suponiendo n el nimero de grados de libertad del sistema, {s, } el
conjunto de direcciones Sy m la dimensién de este subespacio, la proyeccion q de
cualquier direccién q del espacio sobre S se determina de inmediato a través del
producto:

qy=1IIiq con IIg=|s, ... s (V.45)
| |

y, por consiguiente, las proyecciones de los desarrollos (V.5) de orden r, se realizan
efectuando las transformaciones lineales siguientes:

¥, = q'TI5 Ky[q, ] g (V.46.2)
P, = Tl K[q;]1 Mg (V.46.b)
dP, =K, [q]Tdq (V.46.¢)

donde las matrices KU[qﬁ], K [qﬁ] y K, [qﬁ] vienen definidas por:

r

Kylg; 1= 2, k(1) [ =B MIsq 3 av (V.47.2)
k=2 %
o] _
Klq; 1=, k=1 f > "B®[Msq] X dV (V.47.b)
k=2 v
K,[q. l= 2 j > "B®[Msq] X dV (V.47.¢)
k=2 v

Se ha escrito TI para indicar que los nicleos de las matrices de rigidez se puede
proyectar sobre un subespacio S distinto al utilizado para proyectar las propias
matrices K, K; y K,. Cuando haya peligro de confusion, para distinguir ambas
proyecciones denominaremos proyeccion interna a la de los nucleos internos y

proyeccion externa a la de las matrices.



270 Capitulo V : Formulacién Secante de Vigas Cosserat

En la prictica, estas proyecciones sobre los subespacio Sy S no entraian ninguna
dificultad, ya que las matrices de cada elemento-viga se construyen y proyectan al
mismo tiempo, antes de proceder a ensamblarlas para componer las matrices globales
del sistema. Este punto es esencial si queremos ahorrar memoria y reducir los tiempos
de ejecucion del programa. Si se proyectan los desarrollos sobre un subespacio de dos
o mds dimensiones, este tipo de operaciones se agiliza ain mds utilizando un
programa de calculo simbdlico como Mathematica o MATLAB.

Como es 16gico, la proyecciéon mds simple es la unidimensional en una direcciéon
dada. En este caso las transformaciones (V.46—47) son elementales e inmediatas; no
obstante, a pesar de su simplicidad, estas proyecciones internas unidimensionales
pueden resultar muy ttiles, como vamos a comprobar en los siguientes apartados en

los que mostramos dos ejemplos interesantes de aplicacion.

V.9.— ESTABILIZACION DEL METODO DE NEWTON-RAPHSON

Si intentamos resolver las ecuaciones de equilibrio de un sistema compuesto por
vigas con el método iterativo de Newton—Raphson, el proceso s6lo converge si los
incrementos de las variables cinemdticas Aq se mantienen acotados en norma por
debajo de un determinado valor €. Cuando los incrementos de carga son importantes,
estos vectores Aq también lo son y el proceso diverge.

En el capitulo anterior presentamos tres tipos de estabilizadores que mejoraban la
convergencia del proceso sin llegar a garantizarla, porque simplemente elevaban el
valor de €. A diferencia de estos estabilizadores, el conocimiento de la funcién de
energia en una direccién dada permite diseflar un método simple y seguro de
convergencia.

Este método consiste simplemente en combinar el procedimiento iterativo de
Newton—Raphson, que marca las direcciones e, en las que debemos movernos hasta
alcanzar la solucion final, con una técnica de minimizacién de la energia potencial del
sistema a lo largo de estas direcciones e,. En definitiva, una técnica line—search en la
que las direcciones de biisqueda las proporciona el método de Newton—Raphson. El

procedimiento exige proyectar la funcién de energia en estas direcciones e,.
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Sean P, y W, la carga y energia potencial de un sistema en una determinada
posicién de equilibrio C, y AP un incremento de carga. La energia eldstica interna del

sistema, cuando efectuamos un desplazamiento d = A e, valdra entonces:

¥Yd) = ‘P0+7LPTe+(7Le)T[ ;KO+;K1(7ue)+112K2(7Le)+... ](xe)

y por tanto el incremento de la energia potencial total AW, bajo la carga P, + AP, se

podré expresar en funcién de la amplitud de desplazamiento A de esta forma:

A A Al
A¥ (L) = —kAPTe+? eTK0e+€ e'K, (e)e+E e'K,(e)e+.. (V.43

Truncando estos desarrollos y minimizando la funcién resultante, se obtiene un
valor A, que garantiza un descenso de la energia potencial total del sistema y, por
tanto, un acercamiento a la nueva posicién de equilibrio. Dado que los valores A,
obtenidos de esta forma, por regla general son inferiores a los que proporciona el
método de Newton—Raphson (NR) —A,=e" K_ AP /e"e—, un problema que puede
surgir es que el proceso de convergencia se vuelva demasiado lento. De ocurrir esto,
se puede acelerar la convergencia multiplicando los valores A, por un factor adecuado
de escala k, de tal forma que el resultado final kA quede comprendido entre los dos
anteriores: A, < kA <A,,. No obstante, hay que guardar ciertas cautelas al aplicar este
factor para no producir un efecto contrario al esperado. Mds seguro y eficaz —segtin se
concluye de ejemplos resueltos— es limitar el calculo de A, a las primeras fases del
proceso iterativo, mientras la norma de los residuos se mantiene por encima de un
determinado valor umbral p, que debe fijarse de antemano. Para determinar estos
valores de k'y p, lo mas préctico es efectuar una serie de tanteos previos.

En el capitulo anterior ensayamos tres estabilizadores con tres sistemas y
situaciones de carga diferentes: el arco rebajado de la figura V.3 —pdg.278—, el
semiportico de la figura IV.9.a y la viga curva de la figura IV.3. Los incrementos de
carga y nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia se recogieron
en la Tabla IV.23. Estos mismos indicadores se muestran en la Tabla V.5 para el

estabilizador que acabamos de presentar. Comparando los resultados, se observa que
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con el nuevo estabilizador el proceso siempre es estable y converge para cualquier
incremento de carga —nétese que ninguno de los estabilizadores del capitulo anterior
convergia en el caso de la viga curva para un salto de carga de 0 a 3000 unidades, ni
en el arco rebajado para saltos de 0 a 375, justo por encima del punto limite—. Esta
ventaja se paga con una ligera ralentizacion del proceso. Por otra parte, con este nuevo
método basado en minimizar la energia s6lo se pueden encontrar posiciones de
equilibrio estables. Los puntos de equilibrio situados en ramas inestables, que no

corresponden a ninglin minimo, son por tanto inaccesibles.

Viga curva 3D Semipdrtico plano Arco rebajado
0 -350 ©)
0-3000 (76) 0-20000 (47) 358 :;“7)(5) 8%
0-900 (14
Tabla V.5:

Incrementos de carga y niimero de iteraciones para alcanzar la

convergencia minimizando la energia en las direcciones N-R.

V.10.- EL METODO DEL DESPLAZAMIENTO CRITICO

En un proceso cuasiestatico de carga: P =A P, gobernado por un tnico parimetro
A, la forma tradicional de calcular la carga critica P_ y el modo de pandeo z consiste

en resolver el siguiente problema de autovectores y autovalores:
[K, + A, K, ]z=0 (V.49)

donde K,,(d) y K(F, d) son las componentes material y geométrica de la matriz de
rigidez tangente del sistema en la posicion de equilibrio (P, d). Al ser simétricas K, y
K. el nimero de autovalores reales A ; coincide con el orden de estas matrices.
Obtenida la serie {A ;}, el menor de estos autovalores proporciona la carga critica del
sistema: P_=A, P, y el subespacio de autovectores asociado a este autovalor {z,}, los

correspondientes modos de pandeo.



Capitulo V : Formulacién Secante de Vigas Cosserat 273

Cuando se calcula P_, de esta forma, se presupone que el sistema estructural

apenas se deforma al pasar de la posicion de equilibrio d a la critica de pandeo, y en
consecuencia la dependencia de K, y K con relacion ad se puede obviar, y la de K
con los esfuerzos F(d) puede considerarse lineal. Ahora bien, si los desplazamientos
del sistema no son despreciables, al resolver (V.49) se pueden cometer errores
importantes en la determinacion del factor critico A_. En estos casos es preciso
modificar el método de calculo de este factor para tener en cuenta la dependencia de
las matrices K, y K de los desplazamientos d.

Un procedimiento que considera esta dependencia es el método del
desplazamiento critico [O4-6]. Consiste en proyectar la matriz de rigidez K, en la
direccion de los desplazamientos previstos del sistema d, tomar la aproximacion lineal
de primer orden de dicha proyeccion y resolver el problema de autovalores resultante.
Hasta ahora este método sélo se ha aplicado a sistemas conservativos con la energia
potencial dada por un polinomio de cuarto orden en los desplazamientos d y sus
gradientes Vd —o, lo que es equivalente, con un vector de deformacion de segundo
orden en d y Vd —. La energia eldstica y las matrices de rigidez secante y tangente se
expresaban en la forma (V.7) [O4-5] y el cédlculo de la carga critica y modo de pandeo

se reducia a resolver el siguiente problema de autovectores:
[K, + A K, ]z=0 (V.50)
que tiene solucion, si y sélo si, el determinante de la matriz caracteristica es nulo:
K,+A K, =0 (V.51)

La diferencia entre (V.49) y (V.50) es clara si se tiene en cuenta que cada término
del desarrollo de la matriz de rigidez se puede descomponer a su vez en dos partes:
una material y otra geométrica. Por ejemplo, con una formulacién Lagrangiana Total,
suponiendo los esfuerzos iniciales nulos (0‘(0) = 0), la ecuacion (V.50) se puede

expresar de la forma equivalente:

(K, + A, (Ko +K,)]z=0 (V.52)
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que incluye un nuevo término K, que no figuraba en (V.49) y que representa la
derivada de la matriz de rigidez material en la direccion d.
Con una formulacién Lagrangiana Actualizada —por tanto, con 6% # 0-, (V.52)

se transforma a su vez en:

[K,,+Kg + A, (K, +K;)]z=0 (V.53)

Comparando esta ecuacion con (V.52), la principal diferencia que se advierte no
es la aparicién de otro nuevo término K, sino el hecho de que ahora la direccion
sobre la que se proyecta la matriz de rigidez es la direccion tangente obtenida por el
método de Newton-Raphson, y no una direccion secante como en (V.50) y (V.52).

Las componentes material y geométrica de K y K, se extraen en ambos casos de
(V.5) y (V.38). Concretamente, en los sistemas en los que el vector de deformacion es

una funcién de segundo orden en los desplazamientos y sus derivadas, se tiene:
(K, =[Z"EV'CEVE av
A\
K =Ky +Kg, | Koo=] =" [c®"Ve?]x av
A\

Ky =] ="[E""CE?+E¥'CEV]% av

v

K =K, +KGI

K, = J Z’T[G(I)T st(z’] 1%
L v

En principio, el método del desplazamiento critico se puede aplicar a cualquier
sistema conservativo cuyo potencial sea desarrollable en serie de Taylor. Como los
desarrollos (V.5) se dedujeron desde una formulacién Lagrangiana Actualizada, al
aplicarlo a las vigas Cosserat el problema de autovalores que origina es del tipo
(V.52-53). No obstante, este método se puede mejorar con ligeras modificaciones o
variantes, algunas de las cuales se comentan seguidamente.

Hasta ahora, en (V.50-53), se ha proyectado la matriz de rigidez sobre una
direccion recta del espacio, pero también puede proyectarse sobre una trayectoria
curvilinea unidimensional, no necesariamente recta; por ejemplo, sobre una curva

definida por n vectores {v,, Vv,, ...V, }, de la forma:
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dA) = Av, + AP v, + ..+ A"V, (V.54)
En este supuesto, de acuerdo con (V.17), se tendra:
KM\ = K, + LMK (v)+ MV[K (v,)+K,(v;;v)]+ (V.55
MK (V) +K, (v vy)+ K, (v, v )+ K (v)] + ...
Notese que, K,(v;;v,)#K,(v,;V,) (V.56)
y, sin embargo, K (v)v,= K (v,) vV, (V.57)

Cuando se trazan las trayectorias de equilibrio, la carga se aplica en pequefios
incrementos y la curva d(A) se puede obtener interpolando posiciones de la propia
trayectoria. Asi, en los ejemplos que se presentan mas adelante, d(A) es un polinomio
cubico que se obtiene interpolando dos posiciones consecutivas de equilibrio (d;; d,,,)
con tangentes a la trayectoria conocidas: K'AP —éstas las proporciona el método de
Newton-Raphson en la primera iteracién—. También se puede interpolar utilizando
mads puntos y menos tangentes, pero los resultados empeoran.

Desarrollando la matriz de rigidez proyectada K,(A) en serie de A, los valores
criticos de A cumplirdn:

Ky + A K +A K+ K, +...|=0

La aproximacién de primer orden de esta ecuacién en A coincide con la (V.51),

pero también se pueden escribir las aproximaciones sucesivas de érdenesn =1, 2, ...
Ky+ A, K +A2 K, +...+ A% K, =0 (V.58)

En teoria, la resolucién de este problema no lineal de autovalores no ofrece
ninguna dificultad, pues se puede transformar en otro lineal del tipo | K" —=AI|=0
[P2]. En la préctica, sin embargo, presenta dos inconvenientes: por un lado, la nueva
matriz K" no es simétrica; y por otro, el orden de esta matriz K” es n veces mayor que

el orden de las matrices K, y como la extraccién de autovalores de una matriz de
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orden m es una operacion algebraica de orden O(m?), los tiempos de computacién
aumentan de forma alarmante y desproporcionada con el orden del polinomio.

Por otra parte, del mismo modo que se extrajo (V.53) de (V.50), se pueden ahora
escribir relaciones analogas para (V.58), descomponiendo cada matriz K ; en sus dos
partes material y geométrica: K, y K, que pueden combinarse a conveniencia. Entre
las posibles combinaciones muy pocas son ttiles —algunas se muestran en las figuras
V.6 'y V.7.—. Ademais, se ha observado que las componentes geométricas de érdenes
elevados tienden a degradar el método y conviene eliminarlas.

Hasta ahora s6lo hemos considerado las proyecciones K, del nucleo de la matriz
de rigidez, pero también podemos proyectar la matriz de rigidez global, como se
indic6 en el apartado V.8. De hacerlo asi, la proyeccion debe realizarse sobre un
pequefio subespacio que varie de forma continua al movernos por la trayectoria y
contenga los vectores propios en el punto critico. Los métodos I, Il y III de las gréficas
V.4 a V.7, corresponden, respectivamente, a las proyecciones externas de la matriz de
rigidez K sobre los subespacios E:{e, e,}, V:{e, e, d} y {e,}, donde e, y e, son los
autovectores de menor valor propio y d la direccidn tangente a la trayectoria.

Todas estas variantes del método del desplazamiento critico las hemos ensayado
con una serie de ejemplos. Los mas interesantes se muestran en las figuras (V.2-7) y
son: a) una estructura hexagonal formada por 18 elementos-viga —figura V.2— con un
punto limite muy marcado; b) el semipdrtico de la figura IV.7; y ¢) un arco rebajado
plano, discretizado con 12 elementos lineales —figura V.3—. Como datos caracteristicos
del material y de las secciones transversales de las vigas, adoptamos en la estructura
hexagonal los siguientes valores: E = 439800, G = 169154, A = 0.494, 1 = Iy: 0.0203,
J=0.0331; y en el arco plano: E=10°, G=510°, A=13.11, [ = 28.186.

Los resultados del arco rebajado y de la estructura hexagonal quedan recogidos en
las figuras V.4 y V.5. El semiportico, por otro lado, se calcula como sistema espacial
con posibilidad de pandear fuera del plano de la estructura —figura V.7—, y como
sistema plano con movimientos contenidos en el plano de la estructura —figura V.6—.
En el semipdrtico espacial y en el arco rebajado encontramos un punto de bifurcacién
antes de alcanzar el punto limite, con una diferencia importante entre ambos casos: en
el arco, el modo de pandeo estd contenido en el plano de la estructura, y en el

semiportico, fuera de €l.
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Figura V.2.a.

Geometria, sistema de apoyos y discretizacion de la estructura hexagonal
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Figura V.2.b.

Desplazamiento vertical del vértice central del hexdgono en funcion de P
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Semipdrtico plano: estimacion de la carga critica por distintos métodos
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Comentario aparte merece, por su singularidad, el arco rebajado. La curva
caracteristica del desplazamiento vertical de su punto central C muestra una serie de
bucles o lazos cuyo nimero depende del grado de discretizacion del arco. En nuestro
caso particular, con 12 elementos, hemos obtenido tres lazos —figura V.3.b— separados
por 8 puntos limite con modos de pandeo simétricos. El primer punto limite se
produce para un valor de la carga P = 365 y el dltimo para un valor P = —421. Entre
ellos se encuentran ademds 8 puntos de bifurcacién con modos de pandeo
antimétricos. El primero, P = 305, y el dltimo, P = —167, con un modo de pandeo
similar formado por un simple seno. Al recorrer la curva V.3.b, la directriz del arco se
deforma y ondula progresivamente hasta llegar a formar 4 senos, que van
desapareciendo en la dltima parte del recorrido. En este tramo final ascendente, con
fuerte pendiente vertical, el arco se encuentra en posicion invertida y es estable.

Del andlisis de las graficas V.4 a V.8 se extraen las siguientes conclusiones:

1) La forma tradicional de calcular la carga critica de pandeo por medio de la
formula (V.51) da buenos resultados cuando los cambios de geometria del
sistema, al pasar de la situacion inicial de descarga a la de inestabilidad, son
muy pequefios. Esta condicién la cumple generalmente el primer punto de
bifurcacion. Pero si los cambios de geometria son importantes, la férmula
(V.51) ofrece una prediccion muy pobre de la carga critica.

2) Los métodos basados en desarrollos en serie muestran un comportamiento
desigual, que depende mucho del sistema concreto analizado. Como es 16gico,
y con algunas excepciones, exigen mds tiempo de calculo y son mds precisos
los que retienen mds términos de la serie. En algunas ocasiones, no obstante,
los términos de elevado orden degradan el sistema de ecuaciones y, por
razones que explicamos en la siguiente pagina, empeoran la solucién. Por ello,
conviene limitar el nimero de términos de la serie a uno o dos.

3) Las predicciones de la carga critica mejoran sustancialmente al acercarnos al
punto critico con los métodos basados en desarrollos, no asi con los métodos
tradicionales. Obedece a la misma razén por la que los métodos tangentes
convergen cuadrdticamente mientras los secantes sélo lo hacen linealmente.
Los desarrollos en serie, por tanto, son herramientas poderosisimas para

localizar puntos criticos o desviar la trayectoria en un punto de ramificacion.
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4) Los métodos que proyectan la matriz de rigidez sobre un pequefio subespacio S
también dan buenos resultados si S contiene el subespacio de autovectores
criticos E_, o representa una buena aproximacion al mismo. El inconveniente
de estos métodos es que requieren el célculo previo de algunos autovectores.

En resumen, las cargas criticas que corresponden a los puntos de bifurcacién de
las figuras (V.4) a (V.8) se predicen con suficiente exactitud con el método tradicional
(V.49), que es el mdas simple de cuantos se han descrito; y los puntos limite, con el
método del desplazamiento critico en su version mds simple (V.50). Conviene
advertir, no obstante, que la localizacién de los puntos limite no es tan problemdtica
como la de los puntos de bifurcacion, pues se desprende del propio trazado de las
trayectorias y se puede predecir extrapolando estas curvas. Por otra parte, si se desea
exactitud en la prediccién y nos encontramos en un pequefio entorno del punto critico,
el método del desplazamiento critico es el tinico capaz de conseguirla, y cuanto mds
elevado sea el orden del mismo, tanto mds ajustada serd esta prediccion.

El método del desplazamiento critico muestra generalmente un comportamiento
mds uniforme y proporciona mejores resultados en los sistemas formados por barras y
sOlidos que en los sistemas formados por vigas. La razén es simple: en algunos
sistemas conservativos, al alejarnos de una posicion de equilibrio estable en distintas
direcciones, el orden de magnitud del incremento de energia potencial que se produce
con tal desplazamiento varia mucho de unas direcciones a otras —por ejemplo, en las
vigas Cosserat, con desplazamientos de la misma norma ||Aq||, el orden de magnitud
de AU es mucho mayor cuando éstos comportan variaciones significativas de las
deformaciones transversal o longitudinal, que si solo afectan a la curvatura—. En tales
casos, si los incrementos Aq se separan mucho de la trayectoria de carga, la funcion
AU puede presentar un crecimiento asintético desproporcionado que afecte a los
resultados numéricos —concretamente, al valor A_— y contamine al sistema, tanto mas
cuanto mayor sea el orden n en (V.58). Este es el principal problema de las vigas
Cosserat, que incorporan directamente la energia de deformacién por cortante.
También es el causante de la pérdida de convergencia a la que nos hemos referido en
el apartado V.8, y fuente de otro tipo de problemas como el conocido efecto de
bloqueo en los modelos discretos de vigas con deformacidén por cortante, que se

resuelve normalmente sustituyendo la integracién exacta por una reducida.
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V.11.— OTRAS APLICACIONES

I) Localizacién de puntos criticos

En el capitulo anterior presentamos un método sencillo para localizar puntos
criticos basado en la serie de Sturm. Partiendo de los desarrollos en serie de Taylor de
las matrices secante y tangente, exponemos a continuacién otro método algo mds
complejo que permite localizarlos rdpidamente.

Supongamos que nos encontramos en una posicion de equilibrio q préxima a un
punto critico q . Sean P(A), K((A) y K (L) la ley de carga y las matrices de rigidez
secante y tangente expresadas en funcién de un pardmetro A. Supongamos que en la
posicién de equilibrio q, se tiene P=P,y A =A_, y en un punto de su entorno q +Aq:
P =P,+ AP y A = A, + AA. Admitiendo que todas estas funciones son analiticas y
desarrollables en serie de Taylor del parametro A, vamos a determinar los incrementos
AP_ y A A, que corresponden al punto critico. Para ello expresemos Aq y AP(A) del

siguiente modo:
Aq=q, AN + q, AN+ q, AN + ... (V.58)
AP =P, AL +P, A+ P, AN + ... (V.59)

—con una eleccién adecuada del pardmetro A, el incremento de carga se puede expresar
en la forma més simple: AP =P, AL*, donde s es el menor entero para el que P, # 0.

Teniendo en cuenta (V.4) y (V.5), en un entorno del punto q se tiene:

AP =K [Aq]lAq ; dP=K,[Aqldq (V.60)
1 1

con Ky =K+ K (A + K, (Ag)+ ... (V.61)

y K, =K, +K,(AqQ) +K,(Aq) + . .. (V.62)

e introduciendo (V.58) y (V.59) en (V.60), e identificando los términos de igual
exponente en AA, se obtiene el sistema de ecuaciones (V.63), que permite determinar

secuencialmente todas las componentes q,, q,,... del vector Aq:
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P =K,q,

1
P,=K,q, +5K1 (q,)q,
(V.63)

1 1
P.=K,q, +5K1 (q,)4q, +§K2(q1)q1

Como todas las componentes (; se obtienen resolviendo una ecuaciéon del mismo
tipo: q, =K' z,, s6lo se necesita invertir una vez la matriz K, o bien descomponerla
en la forma LL". Es evidente que no interesa obtener todas las componentes q, sino
s6lo un pequeio grupo de ellas, el suficiente para aproximar la matriz de rigidez
tangente hasta el orden n que se estime conveniente.

Si se introducen estas componentes en Aq y se lleva este resultado a (V.62), la

matriz de rigidez del sistema, desarrollada, adopta la forma siguiente:

K, (AN =K, + K,AL+K,A\? + ... K_ A\ (V.64)
con,

ElzKl(ql)
Kz :K1(q2)+K2(q1;q1)
K,=K (q,)+K,(q,;q,)+K,(q,;9,)+K;(q,)

Y el problema de localizacion del punto critico se reduce a buscar el valor AA que

hace singular K ;; o lo que es equivalente, el valor que anula el determinante:

K,+ KA +K,A\ + ...+ K A\

=0 (V.65)

Este problema es idéntico al (V.58) y se puede resolver de la misma forma. Dado
que AL se supone pequeio, este escalar también se puede hallar de forma recurrente,
resolviendo varias veces el problema lineal ‘K0+AKK1 ‘ =0; o bien, si el punto
critico es un punto de bifurcacién simple, calculando simultineamente el autovalor AA

y su correspondiente autovector z :

[K,+ KAL+K,AN + ...+ K, AN | 2=0 (V.66)
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En este dltimo caso, se parte de una estimacion del autovector z que se corrige
posteriormente. Una buena aproximacion a z se obtiene resolviendo el problema

lineal:
K,+A\K, |z, =0 (V.67)
o bien, adoptando el autovector de K, , de menor autovalor. Para corregir la primera

estimacion del autovector z, se sustituye éste por z, + z,AA en (V.66), obteniéndose:

Kyz,+ Koz, + K 2, |AL+K 7, + K, 2, | A0+ V.68
[E2Z1+I?3ZO]A}\’3+O(A7\’3):O ( . )

Si z, es solucion de (V.67), esta ecuacion, simplificada, se reduce a:

K,z,+|K 2, +K,z,|AN+[K, 2, + K, 2,]AN +0(AM) =0 (V.69)

y si z, es el autovector de K, , de menor autovalor —A, = 0—, queda de este otro modo:

K,z,+ K,z +K, z,|AL+0(AL) =0 (V.70)

Para que el problema (V.68) tenga solucion unica y ésta sea distinta de la trivial
z,A\ = -z, se impone a z, la condicién de ser ortogonal a z , esto es, en el primer caso
se obliga a z, a cumplir la condicién: z, [EO + A?\,I?I] z,=0, y en el segundo, la
condicién z, I?O z,=0. Dada la simetria de las matrices K .» estas condiciones

implican las relaciones siguientes:
2y K,z, A\ +| 2y K, 2, +2 K, 2, | AN+ 0(AX?) = 0 (V.71.2)
2'K,z,+ 12 K, z, A\ +0(AL) =0 (V.71.b)

De las que se extraen respectivamente los valores estimados de AL —en teoria el

primero debe aproximarse mds al valor buscado A\, que el segundo—:
AM=—2"K,z /(z'K,z, +2) K, z,) (V.72.a)

Ah=-\,/2} K, z, (V.72.b)
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Introduciendo estos valores en (V.69) y (V.70), se obtienen las correcciones de z,
buscadas —si tnicamente se desea localizar el punto critico q_,, no es preciso calcular
z, basta resolver AA-. Trasladdndonos al punto A + AA, y repitiendo el proceso n
veces, se obtiene una sucesion de valores A, A,,... que converge rapidamente al punto
critico. Por tanto, el problema no lineal de autovalores (V.65) se puede resolver de tres
formas distintas: directamente, mediante un proceso recurrente de aproximaciones

lineales del tipo (V.67), o bien de la forma descrita en la pigina anterior.
Il) Apertura de trayectorias en puntos de ramificacién

En los puntos de ramificacién se cruzan varias trayectorias de equilibrio, que
pueden modificar su cardcter estable o inestable al traspasarlos. En la préctica, los
puntos de ramificacién que se dan con mds frecuencia son los puntos de bifurcacion
simple en los que se cruzan solamente dos trayectorias. Un andlisis detallado de estos
puntos no es posible si no se dispone de medios para trazar estas trayectorias. Cuando
nos movemos a lo largo de una de ellas y nos aproximamos a un punto critico donde
se cruzan dos trayectorias, no es facil realizar el cambio de una a otra; de ahi que se
haya dedicado un importante esfuerzo a desarrollar técnicas especificas de apertura de
ramas. Estas se pueden clasificar en dos grupos: las basadas en métodos tangentes y
las basadas en métodos de interpolacién [S1]. En ambos casos el proceso de apertura
comprende dos fases: una predictiva, de aproximacién a un punto de la nueva
trayectoria, y otra correctora, en la que se corrigen las desviaciones producidas en la
fase anterior Las técnicas de apertura mds seguras son las basadas en métodos
tangentes, aunque su aplicacion exige partir de una buena aproximacién al punto
critico y conocer la derivada de la matriz tangente en una direccién dada.

Lo ideal, por supuesto, es conocer los desarrollos (V.4-5), que incluyen todas las
derivadas de las matrices secante y tangente. Esta claro que cuantos mds términos
conozcamos de estos desarrollos tanto mdas aproximado serd el resultado que
obtengamos en la fase predictiva. Las ventajas que ofrecen los desarrollos de la
matrices secante y tangente en un caso general de carga son evidentes. El
procedimiento de obtencion de las trayectorias presenta algunas variantes respecto del
seguido para localizar puntos criticos, pero es semejante a €ste y no lo repetiremos

aqui. Sobre este tema y el anterior se esta trabajando en la actualidad
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lll) Hacia un nuevo criterio de estabilidad

Por estabilidad estdtica se entiende la capacidad que tiene un sistema para
retornar a su posicion de equilibrio cuando sufre alguna pequefia perturbacion que lo
aleja de ella; por ejemplo, un pequefio desplazamiento. En los sistemas conservativos
—tnicos que consideramos en este capitulo— la condicién necesaria y suficiente para
que un estado de equilibrio sea estable es que en €l la energia potencial total alcance
un minimo aislado (teorema de Lagrange). Este minimo se da cuando los términos de
segundo orden de la funcién potencial ¥ constituyen una funcioén cuadratica definida
positiva; esto es, cuando los autovalores A, en la serie de Sturm de la matriz de rigidez
tangente K, son todos mayores que cero. Si alguno de estos autovalores es negativo, el
sistema es inestable; y si uno o mas autovalores se anulan y el resto son positivos,
entonces la estabilidad o inestabilidad depende de los términos de orden superior (>2)
de la funcién potencial V.

Un estado de equilibrio estable puede serlo ademds global o localmente. En el
primer caso, el sistema retorna siempre a su posiciéon de equilibrio inicial con
independencia de cudl sea el valor de la perturbacion sufrida. En el segundo caso, esta
vuelta a la posicion de partida s6lo se produce cuando la magnitud de la perturbacion
se mantiene por debajo de un determinado valor umbral, més alla del cual el sistema
puede acceder a otras posiciones de equilibrio o bien divergir. La magnitud minima o
valor umbral de esta perturbacién determina el grado de estabilidad del sistema en esa
posicion. Si este umbral es pequefio, bastard un pequefio impulso, una minima
variacion de las cargas exteriores o un pequefio defecto de forma para producir un
salto energético irreversible que impida al sistema retornar a la posicidn inicial,
conduciéndolo a una situacion de total inestabilidad o a otra posicién de equilibrio,
por lo general con un nivel energético mas bajo y, por tanto, mds estable. En estos
casos el sistema no es seguro, aun cuando tedricamente, en condiciones ideales y en
ausencia de cualquier perturbacion, se considere estable. Por el contrario, si el valor
umbral es alto, el sistema reaccionard de forma estable ante pequefias o0 moderadas
perturbaciones, impidiendo cualquier alejamiento de la posicion inicial de equilibrio.
En este dltimo caso, teniendo en cuenta los aspectos dindmicos del problema —no
considerados en el andlisis estdtico precedente—, el sistema vibrard en torno a la

posicion inicial de equilibrio, y sujeto a la accidn de fuerzas disipativas presentes en
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todo sistema real, retornard finalmente a ella. Cuando se da esta circunstancia, el
sistema se puede considerar seguro. Las figuras V.8. ilustran claramente las dos
situaciones que acabamos de describir. La primera se ilustra en la figura V.8.a, que
corresponde a una lamina esférica con puntos de equilibrio muy proximos para un
mismo valor de la carga P. La segunda, por el contrario, corresponde a una estructura
similar a la mostrada en la figura V.2, con puntos de equilibrio A y B muy
distanciados entre si. En el primer caso, para realizar un salto entre las posiciones A 'y
B, basta una pequefa perturbacion. En el segundo caso, por el contrario, se requiere
un fuerte impulso —en términos relativos— para producir el salto.

De acuerdo con estas ideas, el concepto tradicional de estabilidad estética no sirve
para determinar si un sistema estructural se puede considerar seguro o no. Para valorar
la seguridad de una estructura, es preciso conocer no sélo la situacion de estabilidad o
inestabilidad en que se encuentra en un determinado momento, sino también el grado
de estabilidad asociado a cada estado de equilibrio. Veamos como se puede valorar
este grado de estabilidad en un caso como el de la figura V.8.a.

Supongamos que un sistema conservativo admite dos posiciones de equilibrio
estatico A y B para un mismo valor de la carga P,, que estas posiciones se encuentran

muy proximas entre si y que se puede pasar de una a otra introduciendo en el sistema

q.i a) P b)
q
P
Pcr ,,,,,,,,,,,,,,, /K
A
Af—»-\B
S o
Figuras V 8.

Curvas carga-deformacion de una ldmina esférica sometida a

compresion uniforme y de una estructura cargada en clave.
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una pequeiia perturbaciéon. Admitamos que esta perturbacion, cuantificada, equivale a
una aportacion de energia exterior AW. Si el sistema perturbado abandona la posicién
de equilibrio A y pasa a la posicién B, en el transito de una a otra atravesard un punto
limite O —figura V.9—. Sean AW, y A¥, las variaciones de energia potencial en B 'y O
respecto a A. Para alcanzar la posicion B se necesita que AW = AW;. Si AW < AW, el
sistema oscilard en torno a A; sin embargo, si AW > AW, el sistema rebasard la
posicion B y se desplazara hacia otra posicion de equilibrio C o bien divergird. En
definitiva, AW, es la minima energia requerida para que el sistema abandone la
posicidén A y no retorne a ella. Al haber supuesto que los puntos A y B se encuentran
muy préoximos entre si, la cantidad de energia que se precisard para alcanzar la
posicion B serd aproximadamente igual al duplo de la requerida para alcanzar el punto
limite O : A¥; = 2 AY, pudiendo utilizarse A¥, como patrén de medida para calibrar
el grado de seguridad del sistema, en sustitucion de A';. La cuestion se centra, por
tanto, en buscar un método que permita calcular A¥,. A tal fin proponemos el

siguiente, que sigue parcialmente la linea marcada por Kroplin en estos temas [K1-3].

Figura V.9.

Salto critico de energia.
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En general, en un sistema con n grados de libertad q, las zonas de estabilidad e
inestabilidad se encuentran separadas entre si por una o varias hipersuperficies de
puntos singulares de dimensién n—1. Supongamos que el punto de equilibrio A se
encuentra proximo a una de estas superficies X y que q, es un punto de esta superficie
situado en el entorno de A. El punto O, energéticamente mas proximo a A, serd aquél

que minimice la siguiente funcién de energia:

AY = P,Aq+Aq" K, Aq

donde K, :1K0+lK1 (Aq)+iK2(Aq)+...
2 6 12
y el valor de ¥ en este punto O serd precisamente el valor buscado.

El problema de busqueda del punto O se convierte, por tanto, en un problema de
minimos condicionados: consiste en minimizar el funcional A¥(q,), partiendo de una
posicién gy € X, y sujeto a la condicion de que la solucién q, pertenezca también a 2.
Como punto q, puede tomarse el punto de interseccién de X con la direccion del
autovector de K, cuyo autovalor mds se aproxima a 0. Sea éste e. En tal caso, el punto
de interseccion g se obtiene resolviendo de nuevo el sistema (V.65) con Aq = Ake.

Por otra parte, para desplazarnos desde q, a O, manteniéndonos en todo momento
dentro de la superficie X, deberemos efectuar desplazamientos que estén contenidos en
los planos tangentes a la misma. Estos planos se determinan facilmente teniendo en
cuenta la singularidad de la matriz de rigidez en X. En efecto, si z es el autovector de
autovalor nulo en un punto q de X y z+dz el correspondiente a otro punto q+dq de la

misma superficie, tendrd que cumplirse:
[K,+ K, (dq)][z+dz]=0

y dado que se tiene: K, (dq)z= K, (z)dq —propiedad (V.57)—, y z pertenece al niicleo

de K, se tendrd también:

z'K,(z)dq=0 (V.73)

En definitiva, el vector n normal a la superficie X en q es: n=K,(z)z y el plano

tangente a la misma en q viene definido por (V.73).
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Hasta ahora s6lo hemos considerado perturbaciones de las variables de estado q; y
del pardmetro de carga A. Ahora bien, el sistema puede depender ademds de varios
parametros de control, generalmente relacionados con algin tipo de imperfeccion. En
este supuesto una modificacion de estos pardmetros supone una modificacion de las
condiciones iniciales del problema y un cambio en la respuesta del sistema.

El nimero posible de formas de discontinuidad o singularidades topolégicamente
diferentes que se originan al perturbar los pardmetros depende del nimero de €stos m.
Por ejemplo, si m < 5, s6lo pueden darse siete tipos de singularidades o catdstrofes y
en ninguna de ellas intervienen més de dos variables de estado [Z1, T1]. Para la teoria
de la catdstrofe un sistema es estable cuando cualquier perturbacion de los pardmetros
de control no modifica el cardcter cualitativo de la respuesta del sistema. El estudio de
estas singularidades se basa en el conocimiento de los desarrollos en serie de Taylor
de la energia potencial del sistema y en la aplicacion de una técnica de eliminacion de
variables pasivas que reduce el nimero de grados de libertad del sistema a un pequefio
grupo de variables activas. Las posibilidades de los desarrollos (V.4-5) y proyecciones
(V.46-47) en este tipo de andlisis resultan evidentes, pero dejamos para una futura

investigacion los dos temas apuntados en este subapartado

V.12.— RECAPITULACION

En este capitulo hemos desarrollado en serie de Taylor la funcion de energia ¥ y
las matrices de rigidez secante y tangente del modelo Cosserat de viga, expresando los
resultados en la forma compacta de Mallet y Marcal. Ademds, hemos marcado la
pauta para construir desarrollos similares en otros sistemas estructurales

Una caracteristica importante de estos desarrollos es que se puede obtener con la
ayuda de un ordenador. Los nuevos programas matemdticos de cdlculo simbdlico
permiten programar tanto la tarea de descomposiciéon de una funcién en serie de
Taylor, implicita en (V.8), como la de derivacion, incluida en (V.12), como la de
organizacion y construccion de las matrices basicas B. Los unicos datos que hay que
facilitarle al programa, aparte del tipo de elemento, interpolacion e integracién
numérica, son la expresion matematica del funcional de energia ¥ y el conjunto de

variables independientes.
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Para las vigas Cosserat hemos deducido el término genérico de los desarrollos en
el sistema natural con una formulacién Lagrangiana Actualizada.

También hemos pasado revista a la formulacién Secante pura, y hemos
desarrollado una serie de teorias de alto orden localmente secantes. Las hemos
utilizado para estabilizar el método de Newton-Raphson y abordar una serie de
problemas clasicos de estabilidad elastica como: la localizacion de puntos criticos o la
aplicacion del método del desplazamiento critico a la prediccion de la carga critica de
pandeo. De este ultimo método hemos explorado un grupo de variantes, cuya puesta a
prueba ilustramos con los ejemplos respectivos.

Por ultimo, dejamos constancia y breve comentario de algunos problemas que

reclaman solucién y en los que, al dia de hoy, se sigue trabajando.
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CAPITULO VI

EPILOGO

VI. 1.- CONCLUSIONES

En la recapitulacién de este trabajo debemos significar que hemos dedicado los
cinco capitulos precedentes a la exposicion y discretizacién de un modelo clasico no
lineal de viga Cosserat por medio del método de elementos finitos, utilizando las
formulaciones Tangente y Secante.

Las dificultades inherentes a este tipo de estudios cldsicos de la Mecdnica hacen
dificiles y muy laboriosos los avances significativos pero, al término de cada capitulo,
hemos intentado sintetizar y resaltar las novedades de contenido o perspectiva que
creemos haber aportado con nuestro trabajo, asi como esbozar y sefialar algunas vias
que conviene abrir a nuevas y deseables investigaciones. Extractamos a continuacién
algunas de las aportaciones que consideramos més relevantes.

A partir de la definicién de la viga Cosserat hecha en el capitulo I, hemos
estudiado con detalle en el capitulo II algunos aspectos de las rotaciones finitas,
introduciendo las nociones de espacio paramétrico EN y de espacio de configuracién
&, juntamente con los tensores fundamentales F y G del espacio &. Ahondando en
estas cuestiones hemos analizado la composiciéon paramétrica de rotaciones y su
relacién con la composicion semitangencial de Argyris —que hemos generalizado—y la
derivada objetiva de Simé. También hemos deducido una serie de propiedades
generales de los tensores fundamentales y de sus derivadas de primero y segundo
orden, y hemos visto que, ademas de dichas propiedades generales, los sistemas de
parametrizaciéon que hemos denominado objetivos cumplen otras propiedades
especificas que simplifican cdlculos y demostraciones. Estas propiedades las hemos
utilizado para desarrollar las formulacién secante y tangente de las vigas Cosserat.

En el capitulo III, tras deducir las ecuaciones de equilibrio de la viga, hemos

redefinido el concepto de momento en el espacio paramétrico partiendo de un
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principio energético, y lo hemos puesto en relacion con la cldsica nociéon de momento
en el espacio fisico. También hemos establecido las condiciones para que un campo de
momentos exteriores sea conservativo.

En el capitulo IV hemos desarrollado la formulacién tangente de las vigas
Cosserat probando que la asimetria de la matriz de rigidez tangente no es esencial y
que ésta se puede simetrizar trabajando en el espacio paramétrico. En este espacio,
como ya hemos apuntado, los momentos se definen con arreglo a criterios energéticos
y no coinciden con los convencionales. En consecuencia, tanto la relacion diferencial
dP=Kdq como la propia matriz de rigidez tangente K adquieren un sentido
ligeramente diferente al tradicional.

Partiendo de una formulacién Lagrangiana Generalizada, hemos discretizado el
modelo tedrico de viga con elementos finitos y hemos calculado su matriz de rigidez
tangente de dos formas: minimizando la energia potencial y aplicando directamente el
Principio de los Trabajos Virtuales al sistema deformado. En este ultimo caso, las
ecuaciones incrementales de equilibrio son distintas segun se interpolen los giros o los
parametros rotacionales. Quedan estudiadas ambas variantes y probada su
equivalencia. En correspondencia con estos métodos, hemos elaborado tres modelos
discretos completamente generales que aceptan cualquier tipo de parametrizacion de
las rotaciones —incluyendo sistemas hiperparamétricos—, contemplan interpolaciones
no lineales de las variables cinemdticas y admiten materiales eldsticos no Hookianos o
vigas de seccion transversal variable.

De los ensayos realizados con distintos sistemas de parametrizacion de rotaciones
—Rodrigues, natural, Euler-Rodrigues, dngulos de Euler y dngulos Cardan— y de
interpolaciéon de las variables cinemdticas —lineal y helicoidal—-, se extraen las
siguientes conclusiones précticas:

a) Cuando las variables cinemadticas se interpolan linealmente y las rotaciones se
parametrizan con el sistema natural, el método tangente de Newton-Raphson converge
de forma maés estable y mds rdpidamente.

b) De los cinco sistemas de parametrizacién ensayados, el cldsico basado en los
angulos de Euler es el que peor se comporta de todos ellos, ya que contiene una

singularidad en el origen; y el sistema tetraparamétrico de Euler-Rodrigues es el mas
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complejo y no ofrece ventajas apreciables respecto a los sistemas triparamétricos
objetivos.

c¢) En las interpolaciones no lineales, las derivadas de las funciones de
interpolacién se calculan numéricamente. En estos casos, aunque parezca paraddjico,
el método iterativo tangente de Newton—Raphson es mds estable y converge mejor
cuando se desprecian estas derivadas y se trabaja con una matriz de rigidez tangente
aproximada que cuando se tienen en cuenta y se trabaja con una matriz de rigidez
exacta. Ademas es preferible una interpolacion lineal con una fina discretizacion de la
estructura, a una interpolacion no lineal con una discretizacién mds grosera y de
menos elementos.

Adicionalmente hemos puesto a prueba en este capitulo un nuevo método de
localizacién de puntos criticos basado en una descomposicién LTL", con una matriz L
triangular inferior y una matriz central T tridiagonal, y hemos ensayado dos técnicas
de estabilizacién del proceso iterativo de Newton-Raphson que mejoran la
convergencia y permiten ampliar los incrementos de carga.

En el capitulo V hemos desarrollado en serie de Taylor la funcién de energia
eldstica y las matrices de rigidez secante y tangente del modelo discreto de viga,
expresando los resultados en la forma compacta de Mallet y Marcal. A diferencia de
otros sistemas mds simples, en las vigas Cosserat los desarrollos en serie de Taylor
constan de infinitos términos y no son manejables si no se truncan. Aprovechando la
forma exponencial del operador rotaciéon hemos calculado el término genérico de estos
desarrollos en el sistema de parametrizacion natural y hemos esbozado teorias de alto
orden, localmente secantes a partir de dichos desarrollos.

Estas teorias de alto orden las hemos utilizado para: a) Estabilizar el método de
Newton-Raphson y obligarle a converger necesariamente a una solucion estable. b)
Localizar puntos criticos en un entorno préximo. c) Predecir a distancia la carga
critica de pandeo.

Ensayados varios métodos predictivos de la carga critica basados en el método del
desplazamiento critico, los resultados obtenidos son desiguales; en general se predicen
mejor los puntos limite que los puntos de bifurcacion.

A diferencia de lo que ocurre cuando nos alejamos de un punto critico, donde los

desarrollos pueden converger mal, cuando nos encontramos en un pequefio entorno
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del mismo, los desarrollos en serie reproducen muy bien y con muy pocos términos las
caracteristicas de no linealidad del sistema y son ideales para abordar por via directa
cualquier problema relacionado con su estabilidad, principalmente problemas de
caracterizacion, apertura de ramas en puntos de bifurcacion y determinacion del grado
de estabilidad o seguridad del sistema. Estos problemas quedan s6lo apuntados y
reclaman futuros trabajos de investigacion que podrian orientarse hacia las cinco

cuestiones que enumeramos seguidamente.

VI. 2.—- NUEVAS LINEAS DE INVESTIGACION

Para dar continuidad al trabajo aqui presentado, nos atrevemos a sefalar
escuetamente las lineas de investigacion que, sin orden de prelacion, convendria

considerar y acometer en el futuro:

1) Ensayo de la formulacién Secante y del método del desplazamiento critico con
un modelo corrotacional de viga.

2) Desarrollo de un modelo de viga de seccién variable, aprovechando los
resultados sistematizados en el capitulo IV.

3) Utilizacion de los desarrollos en serie de Taylor de la matriz Secante para
elaborar una teoria general de apertura de trayectorias en puntos de
bifurcacion.

4) Realizacién de un estudio de caracterizacion de los puntos criticos, utilizando
los resultados de la Teoria de la Catéstrofe y los desarrollos en serie de Taylor
de la funcién de energia.

5) Desarrollo de los métodos de Kroplin para la determinacién del grado de

estabilidad de una estructura, utilizando la técnica trazada en el capitulo V.
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APENDICE I

EL ALGEBRA DE LOS OPERADORES ANTISIMETRICOS EN E?

Los operadores antisimétricos presentan una serie de propiedades notables que se
utilizan constantemente en las demostraciones y desarrollos tedricos contenidos en los
capitulos II y III. Para agilizar estas demostraciones y evitar recurrencias argumentales
innecesarias, se estudian en este apéndice las propiedades singulares mds importantes

de estos operadores.

AL 1.- CARACTERISTICAS GENERALES

Un operador antisimétrico del espacio E3 es una transformacién lineal de matriz

caracteristica:
-v’ v
vi=[ v 0 - (AL1)
-2 v 0

El conjunto so(3) formado por todos los operadores antisimétricos ¥ de E3

constituye, por tanto, un subespacio vectorial de M3(R) isomorfo al propio espacio E3:
Vv o v, L)

El resultado de aplicar la transformacién lineal © a un vector arbitrario r de E3 es

el producto vectorial del vector v (v', v, V’) con r:

vXr=9r VreE’ (AL2)

Esta relacion analdgica entre los operadores antisimétricos y el producto vectorial

explica una serie de propiedades notables; entre ellas, la ley de antimetria:

Vr =UXTr=—rXv=—Vr (AL3)
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y las propiedades que se recogen en la segunda columna de la siguiente tabla.

Operacion vectorial Operador correspondiente | (AL3)
VXTr v (AL4)
VX(@Xr)= (V' r)o-(v'o)r VO=0®v-(v ol (AL5)
vx(VXxr)=(v're-v'r V'=0®v-v1 (AL6)
(OX®) xr=M'r)o—-(0'r)v (Vo)=0®v-v®e |(AL7)
(VXO)XT =D X(® XT)+®X(rXx"v) (VO)=V0- ®V (AL3)
n-1 o
VX (VX (... (UXT)=(-1)2 V"' vXT il impar:
n ( impar ) veces 1) 2 v "a
({impar) b -1)* v v (AL9)
n-2 n par :
VX (VX (... (VXT))) =(-1) 2 V" *VX(VXT) n-2 3
n ( par) veces (_1) Un_z ,02

Tabla Al.1

Los operadores antisimétricos constituyen ademds un algebra de Lie sobre R para

el siguiente producto interno [ ¢, « |:

~

[a,b]=ab-ba=(axb)
pues cumplen las dos propiedades caracteristicas de estas dlgebras [B1, D1, K1]:
1) [a,b]=—[b,a] (anticonmutatividad) (AL10.a)

2) [[a,b]¢]+[[b,c]al+[[c¢,a]b]=0 (identidad de Jacobi) (AL10.b)
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Este producto interno establece de paso una curiosa relacion isomorfica entre los
grupos {so(3);[ , 1} y {E3;x}:

aca b b (axb) < [a.b]

Los operadores ¥ tienen naturaleza tensorial. En efecto, admitiendo que (Al 1)
representa el conjunto de componentes covariantes de D en la base canénica de E°, se

tiene.

v,=e 00 s [uxr] =y 1! (AL11)

siendo e ;, el simbolo de permutacién de Kronecker: igual a O si dos subindices
coinciden, igual a +1 si la permutacion (i, j, m) de la sucesion (1, 2, 3) es par, e igual a
—1 si esta permutacion es impar. Las dos expresiones (Al.1) son vdlidas dnicamente si
la base de referencia del espacio es ortonormal; sin embargo, se pueden generalizar a
cualquier sistema de referencia considerando la definicién tensorial del producto
vectorial [L1, S1]:

(oxr);:= g, vr’ o (uoxr)i=gMe 01 (AL12.a)
(oxr);:= g, vr’ o (oxr)i=gMe,  0r (AL.12.b)

donde €, ;, es el tensor de Ricci de tercer orden covariante: €, = JIG | e, i (se
denotan, como de costumbre, v, € v' a las componentes covariantes y contravariantes
de un vector cualquiera v, y | G | al determinante del tensor métrico g, i)

De (AL.12) y (AL2) se extraen las componentes covariantes y mixtas de v, que

prueban finalmente el cardcter tensorial del operador:

(oxr);=v,;r’ v, =g, 0 =/|G| e, V" (AL13.a)

(oxr)'=vir!

c

Il
()}

o™

v =[G e, g™ v" (ALI3.b)
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Cuando se cambia el sistema de referencia de E°, pasando de una base inicial e a
otra e” por medio de una transformacién A, las componentes contravariantes de un

vector r se transforman asi:

e, =Ale. r’'=Bir! B=A"
y las componentes covariantes y mixtas del tensor 0 de este otro modo:

vVi=B,vkA! (V'=BvB™") (AL14.2)

i=

V=AY, Af (V=ADA") (AL14.b)
Restringiendo los cambios de base al grupo de rotaciones (A = B = R), esta regla

se transforma en ambos casos en la siguiente relacion de congruencia:
v=RVR’ (AL15)

Si en vez de cambiar de base, transformamos el propio vector v por medio de A,
obtenemos otra relacion notable. En este caso, dado que el producto mixto de tres
vectores (z X V) r es igual al volumen p del paralelepipedo que forman z, v y r, al
transformar estos vectores este volumen cambia, y su variacién viene dada por el

Jacobiano o determinante de la propia transformacién lineal A, teniéndose:

p=z'vr .. p'=z"vVr'=|A|p
Ahora bien, como, p’=[Az]" [AN'U] [Az]
necesariamente, se cumplira: Aﬂjl) =|A|BvB’ (AL16)
o, si se prefiere, A: v=|AV

A la misma conclusion se llega por via tensorial teniendo en cuenta que el producto
, i kK i k . . .
contraido - |G| €, &V z'r es un invariante y el determinante del tensor

métrico se transforma de acuerdo con laregla: |G"|=| A |*| G |.
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Si A es una rotacién: A = R, como | R| =1y R ' = R, el resultado (AL 16) se

transforma en:

Rv=R%R" (AL17)

A este resultado se llega también mediante un sencillo razonamiento geométrico.
Basta observar en la figura AL.1 cémo el producto vectorial ¥ se transforma del
mismo modo al aplicarle un giro © a la base de referencia, manteniendo v fijo, que al
aplicarle el giro contrario —0 a v, manteniendo ahora fija la base de referencia [B2].

La expresion (Al7) se puede generalizar a una potencia k—€sima de 0; en efecto:

~

[RU]’=RDR'RDR"=Rd’R"

~

y en general, [RU]* =R D“R" (AL.18)

Aez , (32'=Re2

>
K

’ _
e =Re,

e ———————————————
-

E_/
I @
\i(_cn

Figura AL 1.

Comprobacion en el plano de la relacion Al. 15
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AL 2.- EL SEMIGRUPO J

En los sistemas mds simples de parametrizacion de las rotaciones, el operador R
suele expresarse como una combinacién lineal del operador identidad I, el operador
antisimétrico ¥ y el producto diddico © ®v. Como el producto es cerrado y
conmutativo para este reducido grupo de operadores —tabla Al.2—, las operaciones
algebraicas dentro del grupo suelen ser simples y los desarrollos muy sencillos, de ahi
la importancia de estos sistemas de parametrizacion en la teoria de rotaciones. A

continuacién vamos a estudiar las propiedades mads interesantes de estos operadores.

I V) VOV
I I V) VOV
) P [veV-V'I 0
VRV |[VOV 0 V'V
Tabla AIL.2

La tabla AL.2 muestra que el subespacio vectorial de M3(R) que definen los
vectores basicos {I, D, V ® v} tiene estructura algebraica de semigrupo conmutativo
con elemento unidad (monoide) para la ley de composicién producto [K1]. En lo
sucesivo, denotaremos este semigrupo con el simbolo J. Sin embargo, no tiene
estructura algebraica de grupo, por no tener todos sus elementos inverso —por ejemplo,
VD y V®V carecen de inverso por ser singulares. No obstante, si alguno de los
elementos a de J posee inverso en M3(R) éste pertenecerd necesariamente a 7. Para
comprobarlo, admitamos que esto es cierto y, por tanto, que todo inverso a”' es una
combinacion lineal de los operadores I, ¥ y © ® v. En este supuesto, resulta sencillo
calcularlo. En efecto, sia=al+b® +cv®V ya' =&l + N0 + {V®v, como el
producto de ambos debe ser igual a I, se tendra:

I=aa’=@E-bu>)I+ (bE +an) D +
(cE+bn+al+clv’)v®V
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0, lo que es lo mismo, &, Ny { deben satisfacer el sistema de ecuaciones:
l1=ak-bv’n
0=b§+an
O=cE+bn+(a+cv’){
Este sistema carece de solucién sia=b =06 a=— c V%, casos extremos en los que

. . . ~ , ~2 .
a coincide con uno de los operadores singulares: ¢ ® V, ¢V 6 ¢V~ ; si no se dan estas

circunstancias, el elemento a posee el siguiente inverso a':

a=al+bD+cv®v .. a'=El+MV+{v®D
(AIL.19)
- a . -b e b2—ac
T OV o ~ (a+v)@+v%?)

Del mismo modo, es inmediato probar que son inversos los operadores siguientes:

a=al+bV+cd’ . a'=El+m0+ (D’
(AL20)
a_l ) B -b . = b*-c(a—cv?)
a n_b21)2+(a—c1)2)2 ~a(b*’+ (a—cv?)?)

Estas reglas de inversion son muy utiles y se usan con frecuencia en el capitulo II
y apéndice IV para invertir una serie de operadores pertenecientes a J. Naturalmente,
las dos reglas son equivalentes y la relacion entre ellas inmediata si se considera que
{I, ©, ¥’} es una base alternativa de 7 y que cualquier elemento v del semigrupo se

puede escribir de estas dos formas equivalentes:
al+bV +cv®v y  (a-cV)I+bV +cD’ (AL.21)

La segunda es particularmente interesante, ya que caracteriza al conjunto J como
aquél que agrupa a todas las transformaciones lineales transversalmente isétropas con
relacion al plano normal a D —es claro que hay tantos semigrupos J como direcciones

en el espacio—. Una transformacion transversalmente isétropa con relacién a un plano
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7, es aquélla que transforma por igual todas las direcciones de T ; mas concretamente,

aquélla cuya matriz caracteristica A verifica, para toda rotaciéon R, de eje v,
A=R A R, (AL.22)

Que los operadores (Al.21) verifican esta propiedad y representan por tanto
transformaciones transversalmente isétropas, se desprende de (AlL.17) y (AL.18). La
inversa también es cierta: toda transformacion transversalmente isétropa con relacién
am, es del tipo (AL.21). Comprobémoslo.

Si se cumple (AL.22), el plano m, se transforma en si mismo mediante A. En
efecto, siendo z un vector arbitrario de este plano y R, una rotacién completa de 7

radianes en torno a v, se tendra:
A=VAz=VR AR, z=VA(-z)=-A
estoes, A =0y Az y v son ortogonales. Ademas,  es un autovector de A, ya que

Av=R AR v=R Av

y los tinicos autovectores reales de R son los vectores A v.

En definitiva, los operadores (Al.22) dejan invariables el eje v y el plano normal
T,, ¥y pueden descomponerse en dos transformaciones lineales independientes: una
dilatacién —positiva o negativa— en la direccion del v y una transformacién del plano
7. Como esta tltima, a su vez, cumple también (Al.22), debe ser independiente de la
orientacidon del sistema de referencia y sélo puede tratarse del producto de una
rotacion por una dilatacién del propio plano m,. La conclusién final es que toda
transformacion transversalmente isétropa con relacién a m, es el producto de tres
transformaciones lineales basicas: una dilatacion transversal isétropa del plano 7, una
dilatacién longitudinal y una rotacidén, ambas de eje v, y como éstas pertenecen a J —
tabla Al.3—, aquélla también pertenecerd a J .

Algebraicamente, esta triple descomposicion se puede expresar asi:

. d . : - h -
A=al+bb+cd’=[al+ 0’| [I+ 50 ] [I+5 D+ 2 0°] (AL23)
v V L) L
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b vi—a+A
con d=a-1 .. e=1-A ... g= Y h:%
y A=+ la’+v3(b>=2ac)+v'c?| >0

Es facil comprobar que los tres factores de (Al.23) representan un alargamiento a
en la direccién v, una dilatacién transversal A del plano 7 , y una rotacién de eje V.
Estas transformaciones se recogen en las tablas AL.3 y Al.4 en las que se muestran
ademads los casos singulares que se dan cuando la dilatacién volumétrica es nula y

todo el espacio se proyecta sobre el eje o sobre el planot,: A=06a=0.

Alargamiento a en la direccion al+ aU—zl v’ (a>0)
Dilatacion transv. isétropa A de T, I+ 1_2}‘ v2 (A >0)

)
Rotacién de eje v I+gv+hv’ (g2=2h—-v’h?)
Dil. trans. + dil. long. + rotacién al+bv+cv’

Tabla AIL.3: principales transformaciones regulares en J

1 -
Proyeccion sobre el plano © - 02 v’
Proyeccion sobre el eje © LA I LZ v’

v’ v

- . 1 -

Proyeccion sobre el plano © y giro de 90 grados —
)

Tabla Al.4: principales transformaciones singulares en J
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En el capitulo II se definen los sistemas triparamétricos objetivos como aquéllos
en los que al girar el sistema de referencia los pardmetros de una rotacion se
transforman del mismo modo que las componentes de un vector, esto es, los que
cumplen: aa(Rv)=Roa(v) —(I1.8)-. En estos sistemas, las componentes de
cualquier tensor de segundo orden H dependiente de un vector de pardmetros o

verifican la siguiente transformacion objetiva al girar el sistema de referencia:
H(Ra)=RH(@)R" VR« (AlL.24)

Evidentemente, al cumplir (Al.24) cumplen también (AL.22), pues basta sustituir
R por una rotaciéon R de eje o para probarlo. Por tanto, en un sistema triparamétrico
objetivo, todo tensor de segundo orden H(ot) representa una transformacion isétropa

en un plano, que puede escribirse

H=f ) I+g )& +h(a®)a’ (AL.25)

(Nétese que para que H sea realmente un tensor, las funciones escalares f, g y h deben
ser invariantes al girar el sistema de referencia, y por tanto s6lo pueden depender del
médulo del vector @, o, si se prefiere, del producto escalar o> =o." ot ).

En conclusion, en un sistema objetivo, el operador rotacion R y todos los tensores
de segundo orden derivados de él, como son los operadores F, G, F'y G* del
capitulo II, son elementos de J y esta pertenencia no es un hecho casual y fortuito,
sino que viene obligada por la propia naturaleza del sistema de parametrizacion. La
ventaja fundamental de los sistemas objetivos de parametrizacion es que aprovechan
las bondades operativas que ofrece el semigrupo J donde, como se ha podido
comprobar, las operaciones algebraicas basicas resultan bastante simples y conducen
casi siempre a resultados sencillos.

Una propiedad interesante que se desprende directamente de (Al.25) y cumplen

por tanto F, G, F*, G” y R en un sistema objetivo, es la siguiente:
H(-o)=H'(o) (AL26)

En el caso particular de resultar H una rotacién o una dilatacién transversal

isétropa, se tiene ademds f(a.*) =1 —Tabla AL.3—, y la expresion (AI.25) se reduce a
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H(a)=I+g(0*)o+h(a’)a’ (AL27)

En todos estos casos, si las funciones h y g son analiticas en un entorno del punto

o = 0, se pueden desarrollar en serie de potencias de o®,
Ho) =1+(Q a,0™)a+(Q bo™)a’
n=1 n=1

y transformando los términos o*"a y a’"a’ en (="’ a’"" y (-D)"*a’*?, por
aplicacion directa de la regla (AI.9), se obtiene un desarrollo de H en serie de

potencias del operador antisimétrico & :

H(a)=I+c,0+c,a’+c,a’ +... (A1.28)

En ocasiones, los coeficientes de este desarrollo pueden resultar familiares. Por
ejemplo, en el Apéndice II se prueba que en el sistema de parametrizacion natural los
coeficientes c; de una rotacién coinciden con los coeficientes del desarrollo en serie de
Taylor de la funcién exponencial.

Se obtienen resultados parecidos si a la rotacién y dilatacion transversal se les
afiade una dilatacién longitudinal, siempre y cuando ésta sea constante: f(o®)=c,,

en cuyo caso el desarrollo adopta la forma siguiente,
H(a)=c,I+c,o+c,a’+c,a’ +... (A1.29)

Como la inversa también es cierta: todo desarrollo convergente de la forma
(AL.29) puede reducirse a una expresion del tipo (AIL25), la propiedad de ser
desarrollable un operador H(a) en la forma (AL.29) caracteriza el conjunto de las
transformaciones transversalmente isétropas con dilatacién axial constante,

dependientes de un vector o
D:{HeJ | a'H@a=c,o’} (AL30)

Fuera del conjunto D, ninguna otra transformacién cumple esta propiedad.
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AL 3.—- RELACION ENTRE LOS OPERADORES R Y G EN EL SEMIGRUPO J

Un operador que desempefia un papel esencial en el estudio de las rotaciones
finitas y se utiliza constantemente a lo largo de este trabajo es el operador bésico G.

Este puede definirse algebraicamente del siguiente modo:

dRR" = G(a)dou

Denotando o y e al mdédulo y al vector unitario de la rotaciéon o= oee, si el

operador rotacion R(a ) pertenece a 7, se podrd escribir también asi:

Ra)=I+g()e +h(a)e?

con la condicién adicional h*+g” =2h.
El producto dRR" se puede ahora calcular directamente, y tras sustituir ¢’ y e*

por —e y —e’, teniendo ademds en cuenta que h'h + g’g =h”y que e de = 0, queda:

’

h . - .
dRR' =— e do. + gde + h(ede — dee) (AL31)
g

(g” y h” representan las derivadas de g y h con relacién a la variable o ). Ahora bien,
como de acuerdo con (ALS),

~

ede—dee = ede,
identificando el segundo miembro de (AIL.31) con G(a)do, se obtienen dos

condiciones que debe satisfacer G (téngase en cuenta que do. = doce + ocde):

G(a)oede=(g+he)de

’

G(oc)e:h—e
g

(nétese que en la primera de es un vector arbitrario ortogonal a e )
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Y de estas condiciones se extrae el operador G:

Gay= 1+ hé+[h—g]éz (AL32)
g« g o

Esta expresion se ha deducido suponiendo que R pertenecia J y por tanto venia

dado por (AL.27); si esta condicidon no se cumple, deja de ser cierta (AL.32), como es

facil probar con ejemplos. Sin embargo, siR € 7, son validas (AL.27) y (AL.32), y de

ellas se desprende la siguiente relaciéon entre Ry G:

R(o)=1+0G(a) (AL33)
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APENDICE II

PARAMETRIZACION DE ROTACIONES 3D

En el capitulo II se clasificaron los sistemas de parametrizacion de las rotaciones
atendiendo al ndmero de pardmetros y al cardcter objetivo o no de los mismos. La
clasificacion se limit6 a los mas importantes, incluyendo la mayoria de los sistemas
utilizados hoy en dia en los diversos campos de la Ciencia y la Técnica, desde la
robdtica industrial y aerondutica a la mecénica cudntica.

Dado que el estudio algebraico y geométrico de estos sistemas se ha abordado con
extension en numerosas publicaciones, en este apéndice nos limitamos a presentar y
resumir las propiedades mas importantes de cada uno de ellos, remitiendo al lector,

para més detalles, a la seleccion bibliografica anexa a este mismo apéndice.

AIL 1.— INTRODUCCION

Para definir una rotacion en el espacio se precisan al menos tres pardmetros. Los
sistemas con este nimero minimo de pardmetros —triparamétricos— son los mds
sencillos y précticos porque, aparte de resultar intuitivos, sus propiedades pueden
demostrarse geométricamente. No ocurre asi con los hiperparamétricos, con un
nimero de pardmetros s > 3, més abstractos y cuyas propiedades se deducen s6lo por
via algebraica —en seguida se vera la diferencia entre un vector y un cuaternio y sus
consecuencias en el cdlculo operacional con rotaciones—.

En los triparamétricos es importante distinguir ademads los sistemas objetivos
vectoriales —simples e intuitivos— de los no objetivos, relacionados con problemas
muy concretos, y que por razones historicas en las que no entramos han sido los mas
utilizados en Mecdanica hasta las ultimas décadas; como veremos, €stos son
generalmente sistemas de descomposicion de una rotacidn en otras mds simples. De

todos ellos nos ocupamos a continuacién, comenzando por estos dltimos.
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AIL 2.— SISTEMAS DE DESCOMPOSICION EN ROTACIONES ELEMENTALES

En Mecénica Clasica se utilizan frecuentemente los dngulos de Euler para orientar
un sélido en el espacio. Estos angulos ( ¢, 0, ) —precesion, nutacion'y giro propio—
corresponden a tres rotaciones sucesivas e independientes alrededor de los ejes OZ -
OX"-0Z" de un triedro de referencia movil unido rigidamente al sélido —figura
All.1.a—. Cuando las rotaciones son muy pequeias, los dngulos ¢ y y tienden a
confundirse, debido a que el eje OZ apenas varia con 0. En estos casos es preferible
utilizar un sistema de orientacion en el que intervengan los tres ejes del triedro, y no
s6lo dos (OX"— OZ") como en el caso anterior. Entre €stos el mds conocido es el
sistema Cardan, que consiste en tres giros consecutivos (0, ¢, ¢ ) —guifiada, inclinacion
y balanceo— alrededor de los ejes OX’— OY’- 0Z’, como muestra la figura AIl.1.b,
aunque algunas veces se prefiere esta otra secuencia de ejes de giro: OZ- OY - OX".

En esencia, estos sistemas de orientacion descomponen una rotacion en tres giros
elementales en torno a los ejes de un triedro que se mueve solidario con el cuerpo, de
modo que toda rotacién o se obtiene sumando secuencialmente estos tres giros
elementales, y su operador asociado R, calculando el producto ordenado de los
operadores correspondientes a los giros en que ha quedado descompuesta aquélla. En
concreto, para los dngulos de Euler y Cardan, se tiene [G1, K1, S1]:

Euler: R; = R(O)R(O)R (W) —n <d,y<m; 0<O<m (AIL1)
T T
Cardan: R =Rx(O)Ry(Q)R,(0) - <0,0<m; - B << 5 (AIL2)
—cosq) —send 0] 1 0 0 |
con: R,(¢)= [ send cosdp O RX(G) =|0 cosO® —senBO
| 0 0 1 0O sen®  cos6
Fcosw —seny 0] cosp O sen(p_
R (y)=|seny cosy 0| Ry ()= 0 1 0
| 0 0 1 —sen® 0 coso |

cuyo producto final da:
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cos cos Y —cos 0 send seny —cos @ seny—cosBO sendcosy senB send

R, =| sendcosy+ cosOcosd seny — send seny+ cosO cosdcosy —senO cos
sen O seny sen O cos y cos 0

(AIL3)

cos @ cos O —cos ¢ send sen

R.=| cosOsend+ senbcosd sen® cosOcos ®— send send sen@ — sen O cos @

senBsend —cos B cosd sen®  senBcos ¢ + cos O send sen@ cos 0 cos @

(AIL4)

Aparte de la pérdida de objetividad —a la que nos referimos en el capitulo II-, la
sustitucion de toda rotacion por una suma secuencial de giros elementales, obliga a
fijar de antemano el orden de composiciéon de éstos a fin de garantizar un tnico
resultado. Esto introduce un grado de arbitrariedad y desequilibrio entre los
pardmetros que dificulta los desarrollos tedricos y los cédlculos numéricos; en el
sistema Cardan, sin embargo, este inconveniente puede sortearse mediante un sistema
de compensacion. Veamos como.

La expresion (AIL.1) sugiere nuevas descomposiciones variando la secuencia de
giro alrededor de los tres ejes del triedro; asi, permutando el orden de los tres giros,
encontramos seis formas vdlidas de descomponer una rotacién (sistemas de Tait—
Bryan). Desde un punto de vista computacional, claro estd, el comportamiento
numérico es distinto para cada una de ellas, presentidndose a veces problemas de
convergencia para algun tipo concreto de descomposicion [S4]. Si unicamente interesa
obtener el giro de un vector dado —por ejemplo, el giro de la normal a una seccion
transversal de una viga—, estos problemas pueden evitarse promediando los resultados
de componer los tres giros elementales 0, @ y ¢ en las seis formas indicadas, esto es,
introduciendo una especie de rotacion media. No obstante, a pesar de que este
procedimiento es mas estable numéricamente que cualquiera de las seis posibles
descomposiciones, presenta el serio inconveniente de que sélo sirve para determinar la
orientacion de un vector prefijado, pero no define la rotaciéon completa del triedro de
referencia ya que la suma promediada de una serie de rotaciones no es necesariamente
una rotacion —el operador correspondiente ni tan siquiera es ortogonal—. Aun asi, este

procedimiento ha sido utilizado con éxito en analisis no lineal de estructuras [S4].
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AlIlL 3 - SISTEMAS VECTORIALES

El sentido geométrico de una rotacion es claro: consiste en aplicar al espacio un
giro v alrededor de un eje orientado e. De acuerdo con esta definicién, una rotacion
viene determinada por la pareja (v, e), compuesta por un escalar y un vector unitario,
o bien, por las tres componentes naturales, o candnicas, del vector rotacion: v =v e. Es
facil comprobar que esta definicién geométrica equivale a la algebraica (II.1) del
capitulo II. En efecto, las rotaciones en el sentido geométrico apuntado son isometrias
propias de E3, esto es, elementos del grupo SO(3); la inversa, que toda isometria
propia corresponde a un giro del espacio en torno a un eje, se desprende del siguiente
teorema de Euler (1775): todo desplazamiento de un cuerpo rigido que mantiene un
punto fijo P, es simplemente un giro de éste alrededor de un eje que pasa por P [G1,
S1, H1]. Obviamente, esta conclusién es también valida si en vez de un cuerpo rigido
consideramos el propio espacio E3; en este caso, trasladando el origen de coordenadas
O al punto P, el teorema de Euler se puede enunciar asi: el conjunto de movimientos
del espacio que mantienen fijo O coincide con el grupo de rotaciones SO(3).

En consecuencia, la forma mds simple de parametrizar una rotacién consiste en
asignarle un vector rotacion © = e. Conocido v, el giro de un vector arbitrario r de
E3 viene dado por la siguiente férmula de Euler [A2, G1, H1] —ver figura AIL.2—:

r, =r+senver + (1-cosv) eer (AILS)

Dado que, haciendo t = tg>v/2, se tiene: senv =t /(1+ t?) y I—cosv= t2/(1+1t7),
la expresion anterior se puede simplificar adoptando como pardmetros caracteristicos

de una rotacion las tres componentes del siguiente vector de Rodrigues [A2, B2, G1] :
v =tg(v/2)e (AIL6)

Evidentemente, este sistema paramétrico —sistema de Rodrigues— y el anterior —
sistema natural- son objetivos; de hecho, en ambos casos las componentes de los
vectores caracteristicos 'y v cumplen la condicién (IL.8).

Con los pardmetros de Rodrigues, la expresion (AILS) adopta la forma simple
siguiente [A2, G1]:
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eXx(exr)

Figura AIl.2.

Demostracion geométrica de la formula de Euler

Foort 2 [ vr +vor | (AIL7)

g 1+v°

y en consecuencia, el operador rotaciéon R en ambos sistemas se puede escribir:

senV ~ l—-cosv ~,
L+ L)

v v’

R=1+

(AIL.8.a)

R=1+ " [0+ (AIL8.b)

I+v
En concreto, en el sistema paramétrico de Rodrigues, se tiene:

I+l -vi -0 2(v v -v)  2(V v, +V)
2(v, v, +v,) 1=V +V7-v) 2(v v, =) | (AILY)

20V v ) 2w v +v ) 1-v*-v*+v°
—X —Z —Yy —Yy -z —X —X —Yy —Z7

R= L
1+v

2
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La forma simple de las expresiones AIL8 era previsible, ya que en un sistema de
parametrizacion objetivo el operador R pertenece al semigrupo conmutativo 7y
presenta siempre la misma estructura: R =aI+ b @& + c¢6.”> —consultar el apéndice I-.

Ademas, el vector de Rodrigues v coincide con el vector axial de la matriz
antimétrica de Cayley 0, definida en el apartado II.2; esto es, v = axial [V]. Para
probarlo, supongamos conocida la rotaciéon R, e intentemos hallar la correspondiente
matriz ©. Teniendo en cuenta que el producto v z sélo se anula si z = AV, y que la
direcciéon e del eje de rotacidén es un autovector de R, esto es, (R-1)e=0y
(R +1)e=pe,sededuce de (II.5.b.) que v e=0 o, lo que es lo mismo, que ¥ =A"&.
Sélo resta, pues, probar que A= tg(v/2), para concluir que v = tg(v/2) e = i)

Para determinar el médulo A°, efectuemos un cambio de base que convierta el eje
de coordenadas Z en el eje de rotacion e de v, de modo que v = A”k. Proyectando
ahora v sobre el nuevo plano coordenado OXY, esta rotacion espacial se transformara
en una rotacion plana en OXY 'y el producto de operadores que figuran en la expresion
de Cayley (II.5.b) en un producto de nimeros complejos. En efecto, en el plano
complejo un giro v equivale a una multiplicacién por e”, y las transformaciones k,
R-I), R+I)y (R-I)(R+1I)"" del plano OXY a multiplicaciones por los factores:
em2i, 2 sen(v/2) e@HVI2i 2 cos(v/2) eV2iy tg(v/2) e™2i, respectivamente. Por tanto, las
transformaciones tg(D/Z)f( y (R—I)(R+1I) 'son idénticas en OXY, y A'= tg(v/2).

Identificando i) con la matriz de Cayley, los pardmetros de Rodrigues de una
rotacion R se obtienen directamente de (I1.5.b); del mismo modo, si se conoce i), R se
obtiene de (I1.5.a). El célculo de las inversas (R+1)'y (I- i))’l es sencillo cuando,
como en este caso, se conocen los polinomios caracteristicos de Ry i); en efecto,
basta tomar (R+I)"' =a I+ bR + ¢ R®y obligar a que el producto de este polinomio
por (R+I) sea igual a I, para deducir a partir de (II.2) los tres coeficientes a, b y ¢ de

(R+I)"". Procediendo de esta forma y llevando el resultado a (I1.5.b), se obtiene:

{):(R—I)(R+I)1=1+1

R

[R*-~(1+0,)R+0,R] (AIL.10)

con o, = TrR; mientras la relacién inversa (II.5.a) nos devuelve (AIL8.b):

R=(0+DI-v)" =1+ [0+7] (AIL11)

l+c°?
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2

con 6l=——Trv =|v[’=0’ (AIL12)

1

2

En (AIL10), la traza del operador R vale o, = (3— 6°)/(1 +67), estando por tanto
comprendida en el intervalo (-1, 3]. Al resultar inalcanzable el extremo inferior —1,
que corresponde al caso limite 6 *= oo, y éste, a su vez, al conjunto de rotaciones con
autovalores negativos R: {R € SO(3) | A=A, =—1; A, =1}={ v=%m }, puede afirmarse
que (AIL.10) y (AIL.11) aplican biunivocamente el conjunto de rotaciones SO(3) - R,
en el de operadores antimétricos { i) e so(3) }.

Si se cambia el sistema de parametrizacion y se sustituye el vector de Rodrigues v
por el vector rotacién candnico V =V e, se puede hallar una expresiéon andloga a la
(AIL10) para el nuevo operador antisimétrico v. Una forma simple de obtenerla

consiste en partir directamente de (AIL8.a) y escribir v del siguiente modo:

(R—R") (AIL13)

Puesto que R es inverso de R, y el polinomio caracteristico de R viene dado por
la expresién (I1.2) del capitulo II, R" puede escribirse en funcién de R del siguiente

modo:

R"=R’- 0 R+0,I (AIL.14)
Sustituyendo este resultado en la expresion anterior, se llega finalmente a:

LY

[—R2+(1+OCR)R—OLRI] (AIL.15)
2senv

V=

que so6lo difiere de (AIL.10) en el coeficiente escalar, como era de esperar. Ademads, al
ser 0lx=TrR =1+ 2cosv, de acuerdo con la férmula (II.2.b) del capitulo II, v se

puede escribir también de otras dos formas equivalentes [P1, P2]:

v
2senv

V=

[-R*+2(1+cosv)R—(1+2cosv)I] (AIL.16)
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1
. _ le=@+20,-0:) P [-R*+(1+0;)R—0 1]
o bien, v="ve: kR K : (AIL17)

v=cos” [(0, —1)/2]

Ahora, la singularidad se produce para o, =—1 y 0., =3 (v==%Tm), esto es, para
los mismos 4ngulos que en el sistema de Rodrigues. Para estos valores de o, la
direccién de rotacién e no estd determinada, poniéndose asi de manifiesto la
singularidad de la aplicacion R— v para v=tm. Otro tanto ocurre en el sistema de

Rodrigues con la aplicacion R— v.

AIL 4.— SISTEMA TETRAPARAMETRICO DE EULER-RODRIGUES

Como se indica en el apartado I1.5 del capitulo II, el mayor inconveniente de los
sistemas de parametrizacion vectoriales es que todos presentan alguna discontinuidad
o singularidad; es mads, €stas son esenciales a todos los sistemas triparamétricos y, por
tanto, inevitables, y s6lo se pueden eliminar aumentando el nimero de pardmetros del
sistema. Por ejemplo, en el sistema paramétrico de Rodrigues, la expresion (AIL8) del
operador rotaciéon R es singular para v = + T, pero si se escribe del siguiente modo
[AL, R1, G1, W1]

q,=cos(V/2)

R=1+2q,q+2q"> (AIL18)
o™ =4 {q:sen(ﬁ/2)e

resulta completamente regular. La diferencia principal entre (AIL.8.b) y (AIL.18) es
que la primera se expresa en funcién de tres pardmetros y la segunda requiere cuatro:
el escalar q, y las tres componentes del vector q: (q1, 42, q3). Al conjunto formado por
estos cuatro escalares (qo, q1, 42, q3) se le conoce como sistema de pardmetros de
Euler—Rodrigues [H1] o, simplemente, pardmetros de Euler. De ellos, solo tres son

completamente independientes; el cuarto se extrae de la necesaria relacion de ligadura:

4
Y ql=1 (AIL19)
i=1
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Dado que: °=q®q-(q'q) I=q®q+(q.—1) I —consultar el apéndice I, si se

desea, (AIl.18) se puede escribir también de la forma equivalente:
R=(2q.-1I+2(q,q+q®q) (AIL.20)

Desarrollando esta expresion, se obtiene la forma final del operador R expresada

en funcion de los parametros de Euler—-Rodrigues [B2, G1, K1 ]:

1-2(q5+93)  2(9,9,—9,9;) 2(q,9;+q,9,)
R=]| 2(q,9,+9,95) 1-2(qi+q3) 2(q9,9;—-9,9,) (AIL21)

2(9,95—9,9,) 2(9,9;+9,9,) 1-2(q;+q3)

Por ultimo, considerando (AII.18), la relacion entre el vector de Rodrigues v y los

parametros de Euler—Rodrigues es inmediata:

_ -1
1) - qo q
Mis adelante se relacionardn estos pardmetros de Euler—Rodrigues con las
componentes de un cuaternio y se mostrard la ventaja operativa que supone trabajar

dentro del dlgebra abstracta de los cuaternios H.

AIL 5.— SISTEMA TETRAPARAMETRICO DE CAYLEY-KLEIN

Dado que el conjunto formado por las matrices unitarias y propias de orden 2
sobre C constituye un grupo SU(2) endomorfo de SO(3) por medio de una aplicacién
de la clase 2<> 1 [Al, G1, K1], las cuatro componentes complejas (a., B, ¥, 0) de las
matrices de SU(2) constituyen un nuevo sistema de parametrizacion de rotaciones,
denominado de Cayley—Klein. Denotando Q" a la matriz adjunta de Q, el grupo

SU(2) es, por definicidn, el conjunto de matrices de orden 2 tales que:

SUR): {Qe M,(C),Q-1=Q " yDet[ Q]=1}
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d=0a"; y=PB"
esto es, Q =[ * b ] con =P (AIL22)
Y 0 ad+PBy=1

(Y* es el conjugado de 7). Escribiendo ahora o = q+icy; P=c,+ic; a'=c,—ic,y

B*=c,—ic,, se tiene por tanto:
=C3 4> p :

o

Q=[ _p 5 ; ] con: oo+ BR =1 (AIL23)

Las partes real e imaginaria (c,, c,, ¢;, ¢,) de o0 y B forman asi un sistema de 4
parametros ligados por la condicién de normalidad: c.o. ™+ BB’ =2c12 =1.

La relacién entre los grupos SU(2) y SO(3) se prueba demostrando que toda
transformacion lineal Q —de la forma (AIL.23)— del espacio vectorial K | formado por
las matrices hermiticas de orden 2 y traza nula se encuentra en correspondencia con
una rotacién R del espacio homomérfico E’. Veamos.

Una base del espacio tridimensional K _la constituyen las matrices:

0 1 0 —i 10
o=ty o P 50 o T o o

ademds, entre los vectores r de E* y las matrices P de K _ se da la relacién isomorfica:

v/ X —1y

r(x,y,z) < P:|: :|=xhl+yh2+zh3

x+iy -z
Pues bien, toda transformacion lineal Q € SU(2) aplica el espacio K en si mismo:
P=QPQ" ; QeSU®) (AIL24)

En efecto, P” es hermitica: P’*=Q P"Q = P’, y de traza nula por ser semejante a
P: Tr P" =Tr P =0 (recuérdese que Q= Q_l). Por otro lado, a toda transformacion

lineal Q en SU(2) le corresponde una transformaciéon imagen Q en el espacio

isomorfo E, tal que, si n, es una base de este espacio, se tiene:
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Q

xh,+yh,+zh,e K, —— x'h+y h,+7z'h, €K,
6 (AIL25)

— 3 ’ ’ ’ s/ 3
r=xn+yn,+zn, e E° —— x'n+y'n,+z'n,=r"€E
Como las matrices P y P~ tienen el mismo determinante por ser semejantes, la

norma de los vectores r de E* se mantendra constante al transformarlos con Q:
2
‘ r ‘ =x""+y"?+2"?=-Det[P’]=-Det[P]=x"+y’+z’ =| r |’

De modo que la aplicacién Q : r—r’ es una isometria en E’, y como ademas es

propia, se trata de una rotacién R. La matriz de transformacion de esta rotacion

R:{Q®,),Q(n,),Q(n )} vale:

1-2(c +c§) 2(cse,+cic,)  2(cyc,—ciCy)
Q=| X cic,—cc,) 1=2(ci+ch) 2(c,ci+ cic,) (AIL26)

2(c,c,+ c,cy) 2(c,ci—cc,) 1-2(ci+ch)

Identificando (AIL.26) y (AIlL.21), se deduce la siguiente relacion entre los cuatro
parametros de Euler de la rotacion Q, las partes reales e imaginarias ¢, de ot y B y los

pardmetros de Cayley—Klein:
(C], ¢y, Cs, C4) A ard (_ qJ0, 915 92, QS)
o=-q,+iq; ~ Pp=q,+iq, -~ Y=-q,+iq, - §=-q,~iq,

En definitiva, queda establecido un endomorfismo entre los grupos SU(2)y SO(3)
(es inmediato comprobar que toda rotaciéon R es imagen de alguna matriz Q de
SU(2)). Sin embargo, no se trata de un isomorfismo ya que las transformaciones
opuestas Q y —Q € SU(2) se aplican en una misma rotacion R de SO(3). En definitiva,
como chz =1, a toda matriz Q le corresponde un punto de la superficie esférica S’ en
E’, y a una rotacién R dos puntos opuestos, pudiendo afirmarse que el grupo de
rotaciones SO(3) es topoldgicamente equivalente al espacio real proyectivo

tridimensional R(P?) (conjunto de rectas que pasan por el origen en E*) [K1].
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AIL 6.— EL SISTEMA PENTAPARAMETRICO DE STUELPNAGEL

Como se prueba en el apartado 11.5 del capitulo II, ningtn sistema de tres o cuatro
parametros es isomorfo al grupo de rotaciones SO(3); los sistemas vectoriales no son
regulares y el tetraparamétrico de Euler—Rodrigues no aplica biunivocamente SO(3)
en la esfera S°. La tnica posibilidad de hallar un sistema regular y al mismo tiempo
biunivoco, es aumentar el nimero n de pardmetros a 5 o mds. Un sistema
pentaparamétrico muy sencillo, regular y biunivoco, es el sistema de Stuelpnagel.
Veamos como se establece en este sistema la aplicaciéon R € SO(3) <> {y, } (i:1, ... 5)

Las tres columnas de todo operador R estan formadas por las componentes de los
vectores R(e,), R(e,), R(e,). Dado que R(e;) = R(e,) X R(e,), los dos primeros vectores
son suficientes para definir R. Formemos con ellos el nuevo vector de dimension 6 :
w = [R(e,), R(e,)]. No todas las componentes de este vector w son independientes;

entre ellas se dan tres relaciones de ortonormalidad:

R(e) -R(e,)=1 . R(e,)-R(e,)=1 .. R(e,)-R(e,)=0 (AIL27)

Esto es, el extremo del vector w/ V2 estd situado en la hiperesfera de radio unidad
S’ de E*. Imponiendo de antemano esta condicién a los vectores w, las tres relaciones
(AIL.27) se reducen a dos, y determinan un dominio S en S’ que no cubre por
completo la hiperesfera. Al ser las funciones (AIL.27) continuas, S es un cerrado en S
y por tanto existen puntos en la hiperesfera a una distancia finita de S. Siendo A uno
de estos puntos, proyectemos estereograficamente desde €l la esfera S° sobre el
hiperplano ®, normal al vector a = w(A). Esta proyeccion serd una representacion
regular y biunivoca de S sobre este hiperplano t, —figura AIl.3—. Identificando ahora
los puntos de S con las rotaciones R, se obtiene la aplicacion buscada.

Analiticamente, el proceso es el siguiente: sea a el vector de posicion del punto A
y { e.e, e, e, e, a} unabase ortonormal de vectores que contenga a. Supongamos
que C es la matriz de cambio de base de este grupo de vectores. En estas condiciones

la proyeccion estereografica y del puntox € S, vale —figura AIL.3— [S3]:

y=¥[C—a®a]x (AIL28)
l-a'x
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| E
| S3
. x
| a
e
| > y
= >
0]
Ta
Figura AIL3.

Proyeccion estereogrdfica de la hiperesfera S’ en el plano de 5 dimensiones T ,.

La ultima componente del vector y es idénticamente nula. Elimindndola, las otras
cinco componentes de y : (y,, ¥,, V3, V4» ¥s), constituyen el sistema de pardmetros de
Stuelpnagel, que cumple las condiciones deseadas de regularidad y biunivocidad. Se
obtiene asi la representacién buscada del dominio S —isomorfo a SO(3)- sobre E’.

La relacion R— {y, } admite inversa: a los pardmetros {y, } les corresponde una y

solo una rotacion en SO(3), esto es, uno y sélo un punto en S. Este es [S3]:

oo 2C"y +(y*~Da
1—y2

(AIL.29)

donde y es el punto (y,, ¥,, Y5 Y. Vs, 0) de 7,; x [R(e,), R(e,)] su imagen inversa en S’
y R:=[R(e,),R(e,),R(e,)xR(e,)] la correspondiente rotacién en SO(3). Por tanto,
(AIl.28-29) son las ecuaciones analiticas de esta representacién biunivoca. Las dos
relaciones que ligan los cinco pardmetros de Stuelpnagel se desprenden directamente
de (AIL.27), y son [S3]:

[(y*-Da+2C"y]'J, [0*-Da+2C"y |=0 (i:1,2) (AIL30)
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Lo % L AIL31
con J, = 0, -1, N I 0, (AIL31)

Luego, toda rotacion se puede definir por medio de 5 escalares (y,, ¥,, 5, Yo Vs)
que verifiquen las relaciones (AIL.30), siendo isomérfica la aplicacion R <> {y. }.

En la préctica, sin embargo, este sistema ideal de parametrizacion no se utiliza,
pues las ventajas tedricas de una representacion regular y biunivoca no compensan las

dificultades que supone trabajar con un nimero tan elevado de pardmetros.

AIL7.— OBTENCION DE LOS PARAMETROS CARACTERISTICOS DE UNA ROTACION

Con frecuencia surge el problema inverso: conocido el operador R, se desea
obtener el grupo de pardmetros caracteristicos de esta rotacién p,[R] en alguno de los
sistemas descritos. En los sistemas vectoriales natural y de Rodrigues, por ejemplo,
estos parametros se pueden extraer directamente de (AIl.10) y (AIL.17): © = axial [V]
y V = axial [@]. En general, existe una amplia variedad de formas de obtener los
pardmetros de una rotacién, sin embargo, el comportamiento numérico en el entorno
de una singularidad no es el mismo en todos los casos. Dependiendo del algoritmo
p.[R] utilizado, los errores numéricos pueden ser mds o menos grandes en estos
entornos. Un método seguro y preciso de obtener, por ejemplo, los pardmetros de
Euler—Rodrigues de una rotacion R, es la técnica de Spurrier. Una vez que se conocen
los pardmetros en este sistema, en otros sistemas se pueden obtener de forma indirecta
utilizando las relaciones mostradas en la Tabla AIl.1 u otras semejantes. Veamos en
qué consiste la técnica de Spurrier.

Los parametros de Euler—Rodrigues se pueden obtener directamente de (AIL.21).
El valor de q, se deduce de la traza del operador rotacién R: Tr R = 4q° —1 (téngase
en cuenta que Xq>=1); y el resto de los pardmetros de sencillas relaciones que
satisfacen los coeficientes de R. El resultado final es el siguiente (en AIl.32 se supone

que los indices 1, j, k permutan ciclicamente tomando los valores 1, 2, 3):

Q;
4q,

q.= ;v1+TrR " q,= Q =R, —-R,  (AIL32)
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Angulos de Euler Rodrigues Euler—Rodrigues Cayley—Klein
1
cosllli-HI)cos9 — q, e =_OC+5
2 2 L 1+0? ! 2
+ 0 >
senw q)cos— : 5 q; c,= o+
2 A 1+ 21
v
—_ —Yy
senq) Wseng ) q, ¢, = B—v
LI+ ) 2
v
cosq)_wseng q, c = P+v
2 2 L 1+0? to2i
Tabla AIIL.1.

Relacion entre los pardmetros de Euler, Rodrigues, Euler—Rodrigues y Cayley

Sin embargo, estas férmulas no resultan préacticas cuando los dngulos de giro se
aproximan a 7 radianes, ya que al tender éstos a T, q, tiende a cero y las expresiones
(AIIL.32) se vuelven indeterminadas. Para dngulos grandes es preferible utilizar estas
otras expresiones:

1. )
q, = ?Slgn[Qi]\ I1+2R,. —TrR (1=1, 2, 3) (AIL.33)

manteniendo para q, la definicién (AIl.32). O mejor aln, hacer uso del algoritmo de

Spurrier [S2], que coincide con (AIl.33) cuando el valor mdximo de los cuatro

escalares {Tr R, Ry, Ry, R33} es Tr R, pero que, cuando este méximo corresponde a

uno de los elementos diagonales R ;; (i: 1, 2, 3), limita el uso de (AIl.33) al pardmetro
i

de indice “i”, q; , en tanto que los tres restantes: q,, q; y q, (i # j, k) los deduce del

siguiente modo:
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g, =250
4q;
(AIL34)
Rmi+Rim .
qu=—""——"" (m=j,k)
4q;

En los sistemas triparamétricos, los pardmetros caracteristicos de una rotacion se
pueden obtener, como hemos comentado, por métodos directos sin necesidad de
recurrir a los pardmetros de Euler—Rodrigues. Asi, los pardmetros de Rodrigues y las
componentes naturales del vector rotacidon se extraen directamente de (AIL.10) y
(AIL.17), cuando R no es involutivo (R #I'y R ¢ R ;). Ahora bien, si R es involutivo,
su traza vale —1 6 3 y las expresiones (AIl.10) y (AIl.17) se vuelven indeterminadas.
Este hecho carece de importancia si R=1 (TrR =3) o R =1 (Tr R= 3); sin embargo,
si la traza se aproxima al valor —1, o lo que es lo mismo, si R se encuentra en un
entorno de R ,, entonces conviene tomar algunas precauciones si se desea evitar que
los errores de truncamiento que se producen al calcular numéricamente (AIL.10) y

(AIIL.17) puedan afectar a la solucién.

AIL 8.— EL ALGEBRA DE LOS CUATERNIOS

Una herramienta matematica util que permite resolver problemas relacionados con
rotaciones finitas y, en particular, componer rotaciones de forma muy sencilla, es el
sistema de numeros hipercomplejos de Hamilton, también llamados cuaternios. El
algebra abstracta de los cuaternios es importante en si misma porque revela y pone en
claro las propiedades algebraicas internas de las rotaciones finitas, al tiempo que
permite sistematizar las operaciones y resultados mas importantes obtenidos hasta
ahora. Ademds, tiene la ventaja de que en ella las leyes de composicion son bastante
simples, de modo que los resultados se obtienen con relativa facilidad. Un resultado
que se desprende de forma inmediata de las propiedades de los cuaternios es
precisamente la ley de composicion suma de rotaciones, que se estudia en el siguiente

apartado. Dada la estrecha relacién de esta dlgebra con las rotaciones, en general, y el
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sistema de Euler—Rodrigues, en particular, presentamos a continuacién de forma
sumaria las propiedades més importantes que la caracterizan.

Los cuaternios constituyen un sistema tetradimensional H con tres leyes de
composicion —suma, producto interno y producto por un escalar € R— que generalizan
las leyes de composicion de los nimeros complejos [Al, K1,W1]. Del mismo modo
que un nimero complejo se puede expresar en la forma R + i R, todo cuaternio de H

se puede definir por medio de cuatro elementos basicos: 1, 1, j, k :

H:{R+iR+jR+kR} (AIL35)
con productos internos:
ij=-ji=k
i‘=j’=k’=-1 .. Jjk=-kj=i (AIL36)
ki=-ik=j

Nétese que los tres primeros generalizan la ley i °= —1, caracteristica de la unidad
imaginaria compleja, y los restantes, la regla del producto vectorial de tres versores en
E’. En lo sucesivo, los cuaternios q =q,+q,i+q, j+q;k de H los denotaremos en
forma abreviada: q =q +q.

El producto de dos cuaternios, p=p,+p y q=q,+(, €s otro cuaternio pq cuyo
valor se deduce de (AIL.36):

Pq=p.9,-P'q+p,q+9,p+Pq (AIL37)

Escribiendo vectorialmente ambos cuaternios, —p' =[p, p'1, q' =[q, q' ], este

producto se puede expresar matricialmente como sigue [G2]:

pa=T,q=T,p (AIL.38)

p, -P 9, -9
T = ~ R | = ~ All.39
»(P) [p p01+p] (Q) [q qOI—q] ( )

Notese que las matrices T, y Tq dependen tnicamente de p y q.
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Se comprueba de inmediato que H es un dlgebra asociativa sobre R; la suma y
producto por un escalar (real) siguen las reglas convencionales del cédlculo vectorial.
Ademads, a cada cuaternio q le corresponde un conjugado q* = q,— (q, de acuerdo

con las siguientes reglas de conjugacion:
9*:=qo—q = o —qii—qj-qsk
(AIL40)
P+@*=p*+q*  (pq*=q*p*

Evidentemente, un cuaternio es igual a su conjugado si y sélo si se anula su
componente vectorial; por el contrario, si el cuaternio y su conjugado son opuestos,

entonces la componente escalar se anula:

q*=q ©q=qo q*=-q& qo =0 (AIL41)
En H se puede introducir una norma || || del siguiente modo:
lall? = a*q=qq*=q;+q"q=9q; +q; +q; +q; (AT1.42)

que cumple las condiciones necesarias:
lq||=0,siysélosiq=0
Ip+all <l pll+Ilaql
[Aall =1211al

y ademds, Ipall=lplllal (AIL43)
De aqui se desprende que todo cuaternio q tiene inverso:
q-l=q*/| q|? (AIL44)

Por tanto, H, ademds de ser un dlgebra asociativa, es un dlgebra con divisién y

tiene estructura de grupo no abeliano para la ley de composiciéon interna producto
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definida en (AIl.37). La singularidad de esta dlgebra se refleja en un célebre teorema
de Frobenius [B1], segun el cual sobre el cuerpo de los nimeros reales sélo existen
tres algebras asociativas de dimension finita y con division: R, C y H.

Entre los cuaternios de norma unidad y las rotaciones finitas —esto es, entre H, y

SO(3)- se puede establecer la siguiente correspondencia:
rotacién: © € SO(3) «— cuaternio: +q(qo,q )€ H, (AIL45)

Esta correspondencia no es biyectiva sobre todo el espacio H,, pues a cada
rotacion le asigna dos cuaternios, pero si lo es en cada una de las ramas (£ q,, q) de H,
que parten de la superficie (0, q). Es mds, sobre estas ramas es un isomorfismo ya que
la suma de dos rotaciones equivale al producto de dos cuaternios. Para demostrar esto
tltimo vamos a probar antes que el giro de un vector r de E3 al aplicarle una rotacién
V se expresa en el dlgebra H por medio de un triple producto de cuaternios.

Si asociamos a todo vector r el cuaternio r (0, r ) y a la rotacién v el cuaternio q,
como se indico en (AIL45), al vector ry que resulta de girar r con v le correspondera

el resultado de multiplicar los tres cuaternios siguientes [Al, G1, G2, W1]:

rg =qrq* (AIL46)
r, [0, r, ] o 1[0, ] q[cosv/2, senv/2e]

La demostracién de que el algoritmo (AIL.46) representa una rotacién en E3 es
inmediata notando que define una aplicacion isométrica del subgrupo de cuaternios de

parte escalar nula en si mismo:

rg+r,*=q@r+r*)g*=0

el =[] ]

Esta rotaciéon ademads coincide con V. En efecto, desarrollando el producto
(AIl.46) y separando las partes escalar y vectorial, se obtiene de nuevo (AIL20).

Concretamente, si 0, denota el vector nulo de E3, y R el operador (AIL20), se tiene:
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1o
I, = R,r con R,= (AIL47)
Es féacil demostrar ahora que la suma de dos rotaciones de SO(3) equivale en H, al
producto de los respectivos cuaternios. Veamos: si en vez de una, se aplican dos

rotaciones q y p al vector r de E3, el resultado final se puede expresar asi:

rg =plqrg*]p* =(pq)r(pq)*

de lo cual se deduce que a la rotacion suma p @ q le corresponde el cuaternio pq.

En conclusidn, la correspondencia entre el dlgebra de cuaternios H, con su ley
producto y el conjunto de rotaciones finitas R con su ley suma, es isomoérfica en las
dos ramas mencionadas m4s arriba, y componer rotaciones en el espacio E’ equivale,

algebraicamente, a multiplicar cuaternios:

Rotacion Cuaternio
o < q=%(qtq)
§ < p=x(p+p)
o ®B o nq (AIL48)
BDa “ qp

Se da asi una analogia, incluso formal, entre el sistema de parametrizacion de
Euler—Rodrigues y el algebra de los cuaternios. En definitiva, los pardmetros de
Euler—Rodrigues no son sino las componentes de un cuaternio de médulo unidad; el
producto de dos de estos cuaternios equivale a una composicion de rotaciones y el
triple producto (AIL.46) a una rotacién R en E3. Nétese, también, la relaciéon que
existe entre el triple producto de cuaternios (AIl.46) y el triple producto matricial
(AIL.24); esto es, entre H, y los pardmetros de Cayley—Klein.

En general, cualquier operacion geométrica imaginable con rotaciones tiene su
expresion correlativa en el dlgebra H de los cuaternios, resultando en ocasiones mas

sencillo operar con rotaciones dentro de esta dlgebra abstracta que en el propio espacio
fisico E3 [Al, G2, W1].
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AIL 9.- SUMA DE ROTACIONES EN EL SISTEMA DE RODRIGUES

En el apartado anterior se probd que la suma de rotaciones equivale a una simple
multiplicacion en el dlgebra H de los cuaternios; a continuacion se demuestra que en
el sistema de Rodrigues las rotaciones se suman también de forma muy sencilla [L1,
A2, P1] —las propiedades generales de la suma de rotaciones, con independencia del
sistema de parametrizacion, se tratan en el capitulo 11—

Siendo ; y W, los vectores de Rodrigues de dos rotaciones arbitrarias oy B,
referidas a un sistema de referencia fijo del espacio, e Y el vector de Rodrigues de la
rotacion suma o, @ 3, vamos a intentar hallar la expresion exacta de la rotaciéon o @ [3
en este sistema de parametrizacion de Rodrigues, determinando el médulo y direccién
del vector Y.

Dado que la direccién de Y coincide con el propio eje de giro de la rotacién suma

o @ B, al aplicarle ésta al propio vector Y, éste no variara:

Y=R,R, Y (AIL49)

cumpliendo, por tanto, R;Y =R Y (AIL50)

Ahora bien, R; y R; se pueden escribir en funcién de los respectivos vectores de

Rodrigues como se indica en (AIlL.8.b):

R, =1+

1+v° [ - !
Llevados a (AIL.50), conducen a la siguiente ecuacion lineal en Y :

1
2
1+

[Foew]y = o [eeR]y ansy
—1

En esta ecuacidn, el primer miembro es un vector normal a V,, y el segundo un
vector normal a V{; como se supone que ambos miembros son iguales, el vector que
representan, Z, necesariamente tiene que ser normal a V; y Uy, y en consecuencia su

direccion tiene que coincidir con la del vector ¥,V ,. Denotando | al médulo de Z, se



Apéndiice /I . Parametrizacion de rotaciones 3D 337

tendr4, por tanto, la doble igualdad:

~ ~2 ~
[V,+V, ]Y=p(d+v)v, v,
o ] (AIL52)
[V,-v,]Y= “(“'922)9291

Extrayendo los factores comunes D , y ©, en ambas ecuaciones, se llega a:

B, [[1+3,1Y —u(1+v})v,] = 0
(AIL53)
0.[[0,-NY +p+v2)v, | =0

que equivalen a:
[T+0,1Y =20, +p(l+v)v,
) (AIL54)
[0, -1 Y =p(+v3)v,+yv,

donde A y v son dos escalares que hay que determinar.
En estas ecuaciones los factores [I+ i) Ay [i) ,— I] se pueden invertir facilmente

con la ayuda de las relaciones (AI.19) del apéndice I, obteniéndose en tal caso:

Y = (A+10,0))0,+10,-po, v,

3 (AILSS)
Y =po - (Y40, 0)0,+1H0, v,
cuya compatibilidad exige que se cumpla:
Y=u[v,+v,-9,0,] (AIL56)

Fijada la direccion de Y, solo resta hallar el factor | para tener completamente

determinado este vector. Denotando V a la direccion de Y':
Vi=v,+v,-9,v, (AILS57)
De la identidad R(Y) = R, Ry se desprende:

v, Rv =v R,R/v (AIL58)

—1

SR
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Ahora bien, el segundo miembro de esta igualdad vale v v por ser R, v =v y
R, v, =v,; por otra parte, el primer miembro se calcula sustituyendo R por (AIL8.b),
previo cambio de i) por Y. Realizando estos cambios y simplificando el resultado se

llega a la siguiente ecuacion en L

VI[V+uViiv =0 (AIL59)

02{701 uTz‘olV
p=-—to = (AIL60)
viVie, Viu,oV

Introduciendo (AIIL.57) en (AIL.60) se obtiene finalmente:

u:+ (AIL61)
1_91 Pz

En conclusioén, el vector de Rodrigues Y de la suma de dos rotaciones VYV,

viene dado por la sencilla y elegante expresion:
V+0,-0, 0, ] (AIL62)

En el sistema de Rodrigues, por tanto, la composiciéon de rotaciones resulta tan
simple como lo es trabajando con cuaternios. En los demaés sistemas triparamétricos,
como el de vectores naturales o los no objetivos, la expresion final de la suma se
complica mucho y no resulta practica. Este hecho revela la importancia que tienen los
sistemas de Rodrigues y Euler—-Rodrigues —cuaternios— en la teoria de las rotaciones
finitas. El primero tiene ademds la ventaja de ser vectorial.

De (AIlL.62) se deduce una serie interesante de propiedades de las rotaciones que
se utilizan en el capitulo II y en el apéndice IV. En el siguiente apartado se recurre
también a esta expresion para introducir una nueva ley de composicién de rotaciones —

la suma semitangencial- que si es conmutativa.
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AIL 10.—- ROTACIONES SEMITANGENCIALES

Aunque la suma convencional de rotaciones no es conmutativa, si se modifica el
sentido dado a esta ley de composicion se puede lograr que lo sea, como probd
Argyris con un simple ejemplo que pasamos a exponer.

Sean a0y B dos rotaciones arbitrarias; al sumarlas, aplicando primero o y después
B, se obtiene la rotacion oo ® B; y si se invierte este orden, B @ o.. En el sistema de
parametrizacion de Rodrigues, denotando v 'y v, a los vectores caracteristicos de o y

B, los vectores de Rodrigues de las dos sumas o @ y B @ o son, respectivamente:

1 -
Y=—"——|V,tV,-V V, (AIL63.a)
1_91Tl)2 [ 1
y Y*=11T [v,49,-9,v, (AIL63.b)
-V v,
. . ) , 2 ~
siendo su diferencia: Y- Y =—— vV (AIL.64)
i - 1 T 122
-V,

que sdlo se anula si v, y v tienen la misma direccion.

Supongamos ahora que n, es la base de referencia de los vectores v 'y v _; como
invertir el orden de composicion de las rotaciones o y B equivale a cambiar la base fija
de referencia n, por la mévil R n,, el vector de Rodrigues de la rotaciéon B@® o se
podra calcular también sustituyendo en (All.63.a) v, por R, v, —esto es, girando v,
con o, —; como, ademads, el producto escalar de los vectores V YV, es idéntico al de
R, v,y v,, el cociente escalar en (AIL.63) no variard, y se tendra:

Y= [v,+R,v,- v R v, ] (AIL65)

1- v T1 v,

Por tanto, dependiendo de que venga definida la segunda rotacién B por los
vectores V, 0 R, v, —esto es, se suponga el eje de giro fijo 0 movil-, el vector de
Rodrigues de la suma convencional de ot y B vendra dado por la relacion (AIL.63.a) o

(AIL63.b). Como al sumar ambas relaciones desaparece el término ¥, v, y se obtiene
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una expresion simétrica en v,y v, si se modifica el concepto de suma de rotaciones
y se define ésta como el resultado de promediar los dos tipos de composicion (AIL.63),
S

la nueva ley de composicion definida asi, “@®”, serd conmutativa, y verificara:

1
C[Y+Y']=—— [v+v (ATL66)
2 I-v'v, ' 7

S
a®p =
Argyris demostré ademas que esta composicion equivalia a sustituir la segunda
rotacion v, por otra >, que denominé semitangencial y defini6 asi —en rigor no tiene
mucho sentido aplicar este término a rotaciones aisladas, ya que lo que resulta

propiamente semitangencial no son las rotaciones sino su ley de composicion—:
S 1
V) ::7[ v, + R [v,]] (AIL67)

La demostracién de que la suma de v,y v en el sentido convencional coincide
con la semitangencial (AIl.66) es inmediata; en efecto, denotando Xs al vector de

Rodrigues de esta suma v, ® v}, se tiene:

s _
Y = 1o [v+v5-v V)

Como este resultado es simétrico en VYV, la suma semitangencial “(j}” €es
conmutativa —en la figura A.Il.4 se aprecia como conmutan dos rotaciones ortogonales
v,y v, al componerlas semitangencialmente—.00 Sin embargo, y a diferencia de la
suma convencional, no es distributiva, como es fécil probar:

S S
V,®v,=v,Dv,

S S S S
V,®v,)PV;#V,@ (v, Dv,)
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. N

. N
N N
S

’Rz[‘)l]

Figura All4.

Conmutatividad en la composicion semitangencial de rotaciones

AIL 11.- FORMA EXPONENCIAL DEL OPERADOR ROTACION

Toda rotacion finita © puede considerarse el resultado de sumar una serie infinita
de rotaciones diferenciales idénticas dv; y el operador R(V) el producto infinito de los
correspondientes operadores diferenciales dR(dVv), o, mds exactamente, el limite de la
potencia N—sima de R(V/N) al tender N a infinito:

R(v) :Nlin}O[R(l)/N)]N (AIL68)

La norma de R(V/N) es de orden O(1/N), y al crecer N tiende a I+v/N, de

modo que en el limite se tiene:

~ N ~ 72 =3

. v v Y LY

RMv)=Ilm |[I+—| =1T+—+—+—+ ... (AIL.69)
N — e N ! !

Dada la coincidencia formal entre esta serie y el desarrollo de Taylor de la funcién

. v . . 1
exponencial €, el operador R(V ) se representa en ocasiones en la forma simbodlica:
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R(v):= Exp [{)] =e? (AIL.70)

que es la forma exponencial del operador rotacion [A2].

Conviene subrayar, no obstante, el cardcter puramente formal de (AIL.70). Las
propiedades caracteristicas de la funcién exponencial no encuentran correspondencia
directa en los operadores R. El ejemplo mds significativo lo encontramos en el
producto, que es conmutativo para las funciones exponenciales y no para los

operadores R:

e’ e =R, (V,)R,(V,)=¢c"® 2> =R, (V,)R,(V,) =¢"?c"!

Naturalmente, la serie (AIl.69) se podia haber obtenido también desarrollando por
separado en (AIL7) las funciones escalares senv/v y (1—cosv)/v’, sumando los
resultados, y transformdndolos por medio de la propiedad (AI.9) del apéndice 1.

En cualquier caso, la importancia practica de este desarrollo es clara y no precisa
muchos comentarios: si las rotaciones son muy pequefias —o diferenciales—, los dos
primeros términos de (AIl.69) son suficientes para definir el operador R, como se
indico en el apartado I1.3 del capitulo II; sin embargo, si tratamos con problemas de
naturaleza no lineal —por ejemplo, problemas de estabilidad o deformaciones con
corrimientos moderados—, la aproximacion a R debe al menos contemplar los términos

de segundo orden en V, en cuyo caso:

@ . .
RW)=I+v+— v’ (AIL71)

| —

Si el problema fuera ain mds complicado, pueden afadirse nuevos términos,
tantos como sea necesario, generando asi las respectivas teorias de primer orden,
segundo orden,...etc. La ventaja de estas aproximaciones cuando el numero de
términos es pequeflo —no mayor de tres— es que evitan tratar directamente con la
expresion exacta de R, que como hemos visto introduce funciones complejas de tipo
racional o trigonométrico, sustituyendo aquélla por sencillas expresiones algebraicas

mucho mds simples y comodas de manejar.
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AIL 12.- SINGULARIDADES.

Al estudiar en el capitulo II las singularidades de los sistemas de parametrizacion,
se prueba que no existe ningun sistema con un numero inferior a 5 pardmetros que sea
regular, global y biunivoco al mismo tiempo, En este apartado, vamos a comprobarlo
directamente en todos los sistemas de parametrizacion del cuadro 1I.1 que se han ido
presentando a lo largo de este apéndice. Comencemos por los triparamétricos.

En el apartado AIL.3 se probd la relacién biunivoca entre el conjunto de rotaciones
SO@3)-R, y el de operadores antimétricos { v € s0(3) |-m <v < 1 }. Esta aplicacidn,
que caracteriza al sistema de parametrizacién de Rodrigues, no es global, pues no
atribuye una terna de parametros a ninguna de las rotaciones contenidas en R_,. Se
puede no obstante completar estableciendo directamente una correspondencia entre los
elementos de R_, y los de Y: { veso(3) | == 1} mediante sucesiones convergentes;
ahora bien, como las sucesiones v ,= tg(-m/2 +¢,) e, V,= tg(n/2 —¢,) e, con g, — 0,
convergen en SO(3) a un mismo punto de R_,, y sin embargo en E’ convergen a
puntos antipodales de la esfera impropia (r = =), no se evita con ello la discontinuidad
de la aplicacion (la biyeccion en r = oo se corrige introduciendo un criterio de seleccion
que asigne a cada rotacién de R_; un tnico operador de Y; por ejemplo, escogiendo el
signo adecuado del operador v € Y de modo que sea positivo el primer coeficiente
no nulo de la serie + v i)

Tampoco son uniformes los sistemas definidos por los dngulos de Euler y Cardan.

En efecto, para 6 = 0 y ¢ = t/2, los operadores rotacién (AIL3) y (AIl.4) valen:

cos(p+vy) —sen(o+vy) O 0 0 1
R, =| sen(¢p+wy) cos(0 + ) 0 R.=| sen(0+¢) cos(0+¢) 0
0 0 1 —cos(0+ ¢) sen(0+¢) 0

y a todas las parejas de dngulos 0+y = cte. y 6+ = cte. les corresponde un mismo
operador R. En consecuencia, tampoco son continuas las aplicaciones R— (¢, 0, ) y
R— (0, @, 0) en 6 =0 y ¢ = m/2. Si, para recuperar en estos casos la uniformidad de
las aplicaciones, se conviniera en fijar el valor de ¢ —por ejemplo, haciendo ¢ = 0—, no

se lograria con ello evitar las discontinuidades en aquellos puntos.
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Por ultimo, el sistema de parametrizacion natural V="V e (v = 0) es multiforme: a
cada rotacion le asigna la serie de puntos (v +2km) e , con k: 1, 2,... . Por otra parte, al
origen O y a las superficies bidimensionales C,:{2kn e} de E’ les corresponde en este
sistema un mismo operador: la rotacion identidad R=1I —ver figura AIl.5.—; por tanto
la aplicacién R— (v, v,, V,) es discontinua en cada una de las superficies C,. También
es discontinua en el contorno C,,, de la esfera v <7 que limita el minimo dominio
paramétrico de definicion: a los puntos antipodales ¥ = e y V'=mn(—e) de este contorno
les corresponde la misma rotacion. Este ultimo ejemplo prueba sin embargo que el
espacio SO(3), aun cuando no sea homeomorfo a ningtin subconjunto del espacio
euclideo E°, si 1o es a la esfera v < T, si se identifican los puntos antipodales de la
superficie que la limita —espacio de identificacién con la topologia correspondiente
[K1]-. Recurriendo de nuevo a la topologia, es facil probar que este espacio de
identificacién es homeomorfo del espacio real proyectivo tridimensional R(P*) [K1],

como se indico en el apartado AILS

Rotacién — puntos de E’

Identidad - - - - - (0]
[0 AT P
Brovernn- R

Figura AILS.

Multiplicidad y singularidades de una representacion triparamétrica
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También se demuestra que no existe ningin homeomorfismo entre el grupo SO(3)
y algin subconjunto U del espacio euclideo tetradimensional E*. Esta demostracién es
mucho més compleja que la anterior y no arroja nueva luz al tema, por lo que no nos
detendremos en ella —referencias bibliogréificas precisas se encuentran en [S3]-.

En conclusion, todos los sistemas triparamétricos del cuadro II.1 presentan
discontinuidades. En contraste con éstos, los sistemas tetraparamétricos, como el de
Euler—Rodrigues, son continuos, pero no biunivocos. Unicamente el pentaparamétrico

de Stuelpnagel es regular, global y biunivoco, como probamos en el apartado AIL.6.

AIL 13.- REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

[A1] Altmann S.L., Rotations, Quaternions and Double Groups, Clarendon Press, Oxford,
U.K., (1986).

[A2] Argyris J.H., An Excursion into Large Rotations, Comp. Meth. in Appl. Mech. and
Engrg., 32, 85-155, (1982).

[B1] Bahturin Y.A., Basic Structures of Modern Algebra, Kluwer Academic, Dordrecht,
(1993).

[B2] Bottema O. & Roth B., Theoretical Kinematics, North—-Holland, Amsterdam, (1979).
Reeditado por Dover Publications, Inc. New York, (1990).

[G1] Goldstein H., Classical Mechanics, Addison—Wesley, Reading, MA. 2nd. ed., (1980).
Traducido al espafiol y publicado por Ed. Reverté. Barcelona, (1988).

[G2] Géradin M. Robert G. & Buchet P., Kinematic and Dynamic Analysis of Mechanisms.
A Finite Element Approach Based on Euler Parameters, Finite Element Methods for
Nonlinear Problems, ed. Bergan, Bathe & Wunderlich, Springer—Verlag, Berlin,
(1986).

[HI] Hui Cheng & Gupta, K.C., An Historical Note on Finite Rotations. ASME Journal of
Applied Mechanics, 56, 139-145, (1989).

[K1] Kostrikin A., Introduccién al Algebra. Ed. Mir, Mosc, (1983).

[L1] Lur’é¢ A.L., Mécanique Analytique. Vol. 1. Ed. Masson, Paris, (1968).



346

[P1]

[P2]

[R1]

[ST]

[S2]

[S3]

[S4]

Apéndice /I - Paramelrizacion de rotaciones 3D

Pietraszkiewicz W., Finite Rotations and Lagrangean Description in the Non—Linear
Theory of Shells. Polish Scientific Publishers. Warszawa, (1979).

Pietraszkiewicz W. & Badur, J., Finite Rotations in the Description of Continuum
Deformation. Int. J. Engng Sci. 21, n°9, 1097-1115, (1981).

Rodrigues O., Des lois géométriques qui régissent les déplacements d’un systeme
solide dans 1’espace, et de la variation des coordonnées provenant de ces déplacements
considérés indépendamment des causes qui peuvent les produire, J. de Mathématiques
Pures et Appliquées, S, 380-440, (1840).

Shabana A.A., Dynamics of Multibody Systems, John Wiley & Sons, New York,
(1989).

Spurrier R.A., Comment on “ Singularity—Free Extraction of a Quaternion from a
Direction—Cosine Matrix”, Journal of Spacecraft, 15, n° 4, 255, (Jul-Aug, 1978).
Stuelpnagel J., On the Parametrization of the Three-Dimensional Rotation Group.
SIAM Review, 6, n° 4, 422-430, (1964).

Surana K.S. & Sorem R.M, Geometrically Non-Linear Formulation for Three
Dimensional Curved Beam Elements with Large Rotations, Int. J. for Num. Meth. in
Engng., 28, 43-73, (1989).

[W1]Wehage R.A., Quaternions and Euler Parameters. A Brief Exposition, Computer
Aided Analysis and Optimization of Mechanical Systems Dynamics, ed. E. Haug,
Springer—Verlag, Berlin, (1984).



Apéndice /] . Los Tensores Fundamentales 347

APENDICE 111

LOS TENSORES FUNDAMENTALES

En este apéndice se recoge el cdlculo de los tensores fundamentales y sus
derivadas en distintos sistemas de parametrizacion, asi como un conjunto de
demostraciones complementarias que se omitieron en el capitulo II para aligerar su
lectura; en todas ellas juegan un papel esencial los operadores antisimétricos cuyas

propiedades se resumen en el Apéndice I.

AlIL.1 —Los tensores Gy G en el sistema de vectores naturales.

Por definicién, los operadores G y G~ relacionan las variaciones paramétricas do.,
con los giros diferenciales en una base fija d@, y los giros diferenciales en una base
mévil dO°. En el sistema de Rodrigues los pardmetros o son las componentes del
vector ¥, y G viene dada por (II.28.a). En el sistema de vectores naturales, los

parametros o

1

son las componentes del vector natural © y G se puede deducir de

(I1.28.a) con el siguiente razonamiento:

Dado que, d0=Gdv=2p[I+v]dv (AIIL1)
1 2
con n= =cos"(v/2), (AIIL2)
1+tg?(v/2)

efectuando en (AIIl.1) el siguiente cambio de variable:

v=h(v)v - h(v)= 82 (AIIL3)
- V

se obtiene: d0=Gdv=G[dh(v) v+h(v)dv] (AIIL4)



348 Apéndice I/l : Los Tensores Fundarmentales

Ahora bien, la diferencial del médulo del vector  es:
v’=v"v — wvdv=v"dv (AIILS5)

y la diferencial de h(v) en la direccién dv vale por tanto:

’

dh(v) = V)

v'dv (AIIL6)

Llevando, pues, (AIIL6) a (AIIL.4), se obtiene operando el siguiente resultado:

de :u[z hs)) u®1)+h('o)1+uh2('o)f)]du

si ademds se tiene en cuenta que © ® V = v >+ 0°1, se puede escribir también:

h’(v
de =2u [[ h(v)+ vh'(V) | T+ h*(V) D + E) ) D 2] dv (AIIL7)
donde:  2uh(v) ="V - 2puh’w)=1-5"Y - 2uni(0)= %Y (Al
)
o l—cosv _ 1 senv | _,
En definitiva, G=1+ . V) +F 1- " V) (AIIL9)

Si hubiéramos considerado una base movil, en vez de una fija, partiendo de:
d0'=G"(v)dv =2p[I-v]dv (AIIL10)

, . . .. *
habriamos obtenido con un razonamiento similar el operador G, que en este caso

solo difiere de G en el signo del segundo sumando.

G =1

# _l—cosui) 1 |:1_sem)j|{)2 (AIIL11)



Apéndice Ill - Los Tensores Fundamentales 349

AIIL2 — Los tensores Gy G en los sistemas no objetivos de Euler y Cardan.

Los angulos de Euler y Cardan pertenecen a una clase especial de sistemas no
objetivos que se caracterizan porque en ellos toda rotacion se descompone en la suma
de tres giros elementales {c, B, Y } con relacion a unos ejes, fijos o moviles,
establecidos de antemano; dicho de otra forma, en ellos el operador R es el producto
de otros tres: R=R_ R ;R . Silos giros elementales dependen de una variable

escalar ¢, el operador R también dependerd de esta variable y su derivada valdra:

R=R,R,R +R,R,R +R,R R, (AIL12)
Portanto, ®=RR'=®,+R,®,R!+R,R,® RIR]
y o' =R'R=R’ R0 ,R, R, +R 0,R +0,
esto es, o=0,+R,0,+R R o,

~

~ok T T T nd
o =R R0, +R, o, +t®,

0, lo que es equivalente, W = (x)(x+Rm(x)B+RmRB(x)Y (AIIL.13)
o =R Rjo, +R| 0o, +0, (AIIL.14)

. . . *
De estas dos relaciones se extraen inmediatamente los operadores G y G ; por

ejemplo, de la dltima se obtiene:

| | |
Rie,; Rl e, ;e
|

(D(X
o =G ®g| con G =R
()]

T
) ) (AIIL15)

Y
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supuestas €, €,y e, las direcciones de los giros elementales en la base movil; esto es,
.o . * * *

admitiendo que: @ , =€, ® ,;; ;=€ W, ; O =€ O ..
En concreto, para los dngulos de Euler se tiene:

cos¢p —sendp O 1 0 0 cosy —seny O
R, = |send cos¢ O Ry;=|0 cos® —senB| R =|seny cosy O
0 0 1 0 sen® cosO 0 0 1

e,=[0,0,1] - e=[L00] - e =[001]

senysen®  cosy O
G" =| cosysen® —seny O (AIIL16)
cos0 0 1

Y para los dngulos Cardan:

1 0 0 cos@ O seno cosp —sendp O
R,=10 cos® -senb6| R;=| 0 1 0 R, =|send cos¢ O
0O sen® cosO -sen@ O cosQ 0 0 1

e, =[1,0,0] - e=[0,1,0] . e =[0,0,1]

coshpcos@ sendp O
G" =| —sendcos@ cos¢p 0O (AIIL.17)
sen® 0 1

En ambos sistemas de parametrizacion, la complejidad de los operadores R que
reflejan las expresiones (AIL.3) del Apéndice II contrasta con la sencillez de los
tensores G~ que acabamos de deducir.

Procediendo del mismo modo con la relacion (AIIl.13), o bien derivando
directamente el producto R G™ —si se tiene en cuenta la propiedad (I1.32)—, se obtiene

la expresion general de G :
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G=|e e (AIIL.18)

o o B

que, concretamente, en el sistema de Euler vale:

0 cos¢  sendsend

G=| 0 sendp —cosdpsend (AIIL.19)
1 0 cos0
y en el sistema Cardan:
0 sen@
G=| 0 cos® —senBcos@ (AIIL.20)
0 sen® cosOcos@

AIIL3 — Los tensores Gy G en el sistema tetraparamétrico de Euler—Rodrigues.

Teniendo en cuenta que el pseudovector de Rodrigues  esté relacionado con los

parametros de Euler—Rodrigues (p,, p) del siguiente modo:

vi=tge=2 (AIIL21)
N 2 Po
d
y, por tanto, dv = p_ - ;)—2 dp, (AIIL.22)
0 0

las relaciones generales d® = G(v)dv y dO =G’ (v)dv en el sistema de Rodrigues,

con los operadores (I1.28), se pueden escribir asi en funcién de los nuevos pardmetros:

dp,
| |

e=2| -p  pJI+p | (AIIL.23.2)

dp
|
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o' =2| -p  p.JI-p (AIIL23.b)

De modo que los operadores G y G~ en este sistema son:

- | _
G=2|-p p I+p (AIIL.24.2)

G'=2| —-p pI-p (AIIL.24.b)
|| | |

Ahora bien, como las cuatro componentes del cuaternio dp (dp,, dp) estan ligadas

entre s{ por la condicién p,dp,+ p' dp =0, una de ellas, por ejemplo dp,, puede

expresarse en funcion de las otras tres:

T
ap,=— PP P
P,

Si se procede asi, las relaciones (AIIL.23) se transforman en éstas otras:

d0=2|p.1+p+ 222 |ap (AIIL25.2)
i Po |
40 =2 p.1-p+PEP |ap (AIIL25.b)
i Po
obteniéndose, finalmente:
G:z[o : p01+f)+p®p] (AIIL26.2)

G*:Z[O ; pol—ﬁ+p®p} (AIIL26.b)
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Estos resultados prueban que en el sistema de Euler—Rodrigues los tensores G
y G” no son tinicos. Una expresién mds general se obtiene sumando los productos de
(AIIL.24) y (AIIL.26) por los escalares (1-A) y A, siendo A un real cualquiera:

G=2| A-Dp pJI+p+ Ap p (AIIL.27.2)
| | 3x4
I |
* - A
G =2 A-)p pJI-p+—p®p (AIIL.27.b)
Po
| | 3x4
d , d
[ d6 |=G %, s [ d87]=G" %o (AIIL.28)
dq dq

Particularizando el valor de A se obtienen distintas expresiones de los operadores
G y G”. Por ejemplo, haciendo A = 0, se obtiene (AIIL.24); y tomando A = 1, (AIIL.26).

Invirtiendo precisamente (AIIl.26), se obtienen las matrices F y F’, de orden 4 x3:

d d o
Ao =F[dO] .. Ao =F"[ do" | (AIIL29)
dq dq

F=L| P | . gl P (ATI1.30)
2 [pJI-p 2 [pJ+p

Es importante notar que el problema (AIIl.29) no admite mas que una solucién y
por tanto F, a diferencia de G, si es Unica.

Si hubiéramos eliminado otro pardmetro del cuaternio distinto a p,, habriamos
llegado a resultados parecidos. De las cuatro expresiones del tipo (AIIL.27) que se
pueden obtener de este modo, sélo tres son independientes, y con ellas se puede
construir la forma general del operador G, que en este caso depende de tres escalares.
Se comprueba de inmediato que en un sistema con 3+s pardmetros rotacionales la

expresion general de G depende siempre de 3 s constantes arbitrarias.
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AllL.4 — Los tensores S, T, S y T en distintos sistemas de parametrizacion

Los tensores S,T,S y T se definieron en el capitulo II por medio de las

siguientes relaciones diferenciales —(I11.67)—:
vidG'(a):=da"S(v,a) .. dG (a)v:i=T(v, a)da
vidG(a):=da'S(v, ) .. dG(a)vi=T(v, a)da

Por tanto, una vez hallados los operadores G y G* en un determinado sistema de
parametrizacion, el cédlculo de estos tensores se reduce a sencillas operaciones
algebraicas; si, ademds, el sistema es objetivo y central —vectorial—, este calculo se
simplifica mucho, ya que entonces se cumple (II.70) y de uno cualquiera de los
tensores S, T, S y T se puede deducir el resto.

Por ejemplo, en el sistema paramétrico de Rodrigues, el operador G viene dado
por (II.28.a); y en el natural, por (AIIL.9). En este ultimo caso, el operador (AIIL.9) se

puede escribir también asi:

G)=I+nW)V+ &) D’ (AIIL31.a)
o bien, G) ={(W)I+N(V)V+EV)V®V (AIIL31.b)
(0) = Sege T](G):zéz(l—cose)
con: ! (AIIL.32)
%(9) = ?[1 - C(e)]

Las diferenciales de G en los sistemas natural y de Rodrigues valen por tanto:

dG =2u(v)[dd - (v-dV)G] (AIIL.33)

dG =[D{(v)I+Dn(v)v+DE(V)v® v](v-do)+
(AIIL34)
N)dv+£&v)[dv® v+ VR dv]
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1 d
siendo D el operador diferencial: D := 6% esto es, tomando:
1-2n(0
DL®)=£®)-n®) -~ Dn@ =1 ¢
(AIIL35)
n(6)-3&(6)

DE(6) = o

Conviene advertir que aunque estas funciones no estdn definidas para 6 = 0, se
pueden extender por continuidad a este punto pasando al limite (AIIl.32) — (AIIL.35),
esto es, haciendo: u(0)=1; n0)=1/2;L0)=1;&0)=1/6; Dn0)=-1/6;
D{(0)=—-1/3 y D§(0)=0.

Si calculamos ahora el producto v'dG y sustituimos (a-b)c" por b'(a®c),

obtenemos en ambos sistemas de parametrizacion:
v'dG =—du'[2u(V)V + p(v) (VO V)G]

v'dG =dv’ [ [D{(Vv)(vV®V)—Dn(v)(V® V)V +
DE(V) (V- V)V V]— N(V)V+

EM)[VR®V+(V:V)] ]

En consecuencia, en el sistema de Rodrigues el tensor T vale:

Tv:;v) =-20)[¥ + (2@ V)G] (AIIL36)
y en el sistema natural:

T(v;1)=D{v®v-Dn(v® V)V -1V +
(AIIL37)

DE(V-0)VR®V+ E[vRV+(v- V) I]

Teniendo en cuenta ahora las relaciones (I1.70), deducimos los cuatro tensores
S,T,S y T en estos dos sistemas vectoriales; los resultados se muestran en la tabla

AIIL.1 (téngase en cuenta que en los sistemas vectoriales se cumple T S’y S T").
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Rodrigues Natural

D{v®v+Dnv(u®v)+nv+

T 20 [V-G (VO] DE(V-0)V® 0+ E[V®V+(v-0) ]

D{v®v+Dnuo®vv +nv+

2 "‘_ T
S H)[v = (2@ V)G ] DE(V-V)VR®V+E [vOV+(v-V) I]
3 ) . G D{v®v-Dnu®vv-nv+

— “(E)[V‘F(P V) ] DEJ(V’[))'[)@D‘F&[V@D"—(VD) I]
P ) [T+ G(YOV)] D{v®Vv-Dnv(v®v)—-nv+

DE(V-V)VRV+E[V®V+H(Vv-V) I

Tabla AIII.1

En los sistemas que no son vectoriales, como los dngulos de Euler y Cardan o el
tetraparamétrico de Euler—Rodrigues, estos tensores no se deducen tan ficilmente
unos de otros, siendo necesario calcularlos por separado. Asi, por ejemplo, en los
sistemas no objetivos de Euler y Cardan, se tiene:

Euler: i
0 —send cosdsend 0 O sendcosO
dG=| 0 <cos¢ senpsen® |[dop+| O O —cosdpcosO |dO (AIIL38)
| O 0 0 0 0 — senf
[ cosysen —seny O senycos® O O
dG'=|-senysend —cosy O|dy+| cosycos® 0O 0 |dO (AIIL39)
| 0 0 0 —sen0 0 0
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Cardan:

[0 0
dG=| 0 -senf
| 0 cos6
——senq)cosq)
dG"=| —cos ¢ cos@
0

0
—cosOcos@ [ dO +

—sen6 cos@

cos¢p O ]
—sen¢ O
0 O

do +
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0 0 cos®
0 0 senBsen@ |do (AIIL40)
0 0 —cosBsen®
—cos¢psen@ O O
senpsen O O |do (AIIL41)

cos@ 00

Y, al igual que antes, de aqui se obtienen los tensores S,T,Sy T —tabla AIII.2—:

Angulos de Euler Angulos Cardan
o’ [0;0; y] [6:0;0]

0 sen\pcosev1 a(v,0,vy) [0 —cosq)sen(pvl a'(v,(p,q))—
T(v,o) 0 cosycosOv' b(v,0,y) 0 senpsen@v' b'(v,@,0)
0 —sendv' 0 | 0 cosQ V' 0 |
[ 0 0 0 7 [ 0 0 0 ]

S(v,a) e(v,0,Vy) 0 0 e’ (v,9,0) 0 0
| d(v,0,y) cv,y) 0 | | | d(v,9,0) c'(v,d) 0 |
[ 0 f(v,0) g(v,0,0) ] [0 f'(v,0) g'(v,0,¢) ]

S(V,a) 0 0 h(V, ¢, e) 0 0 h (V, 9, (p)
| 0 0 0 | | 0 0 0 |
k(v,0,0) sendpcos@v’ 0 [ 0 cosQV’ 0 1

Tv.a) 1(v,$,0) —coshpcosOv’ 0 k,'(V, 6,0) senfsengv’ 0
0 —senv’ 0 | 1" (v,0,¢) —cosBsengv’ 0 |

Tabla AIIL2
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siendo a, b, . . . 1" las siguientes funciones:

a(v,0,y)= cosysenBv'—seny v’
b(v, 0, y)=—senysenBv' — cos\y v’
c(v,y) =-senyv'—cosyv’
d(v,0,y)=
e(v,e,\|l)=—c(v,w)cose—senev3

c(v,y—m/2)send

f(v,0) =-sendv'+cospv’
g(v,0,0)= f(v,0—m/2)send
h(v, $,0)=—f(v, d)cos® — senBv’

k(v,$,0)=—sendv’ +senBcosp v’
1(v,0,0)=

cosd v’ + senBsendp v’
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a’(v, 9, d)=-sendpcos@v' +cosdv’

b’ (v, @, d)=—coshpcos@v' —senpv’

¢ (v,9) = cosov' —sendv’
d'(v,p,¢)= ¢’ (v,0+m/2)cosp

e’ (v, 9, 0)=—c (v, d)sen@ +cospv’

f'(v,0) =-senOv’+cosOv’
g (v,0,0)= f'(v,0+1/2)cos¢

h'(v,0,¢)= cos@v'—f’(v, 8)sene

k' (v, 0, ¢)=—senfv’ —cosOcos@V’

1'(v,0,¢) = cosBv’ —senBcos@v’

Pasando ahora al sistema tetraparamétrico de Euler—Rodrigues, las relaciones

(AIIL.27), diferenciadas, proporcionan:

dG:2|:(7L—1)dp ; I:I—};p®p

o

o

dG'=2 [(x ~1)dp ; [I—kzpcap
p

con lo cual, si A =0, se tiene:

dG=2[-dp ; Idp, +dp |

dG'=2[~dp ; Ldp, —dp |

dp, +d13+£[dp®p+p®dp]

(AIIL.42)

o

dp,—dp + A[dp @p+p®dp]| (AIIL43)

o) .

(ATIL44)

(AIIL45)

y multiplicando estas diferenciales, a derecha e izquierda, por dos vectores v y z de

dimensiones 3 y 4, respectivamente, se obtienen los tensores buscados S, T, S y T:
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0 } o T_x(vz'p) T o
,,,,,,, . <
Stv.op=2[ || N (AIIL46)
A=1)v | [ A8 25 S V®p]
| P, P,
A |
0 } o T_ k(vz'p) T o
,,,,,,, I <
sveop=2 | N (AIIL47)
A=1)v | [ A8 25 v®p]
| | P, P,

[ | |

’i‘(z,a)=2 z—h(zz'p)p | [(k—l)zl+k(z-p):ll—£+kp®z (AIIL.48)
o l p p

L |

_ | i

T(z,o)=2 z—k(i'p) P i [(k—l)zl+k(z-p):|l+£+kp®z (AIIIL.49)

[} [}

P,
L

[} [}

donde ao=[p,;plyz=[2z,;2,;2,;2,]=[2,; 2] Notese que mientras Sy§
son matrices cuadradas de cuarto orden, T y T son rectangulares, de orden 3 x 4.

Estos operadores se simplifican mucho si se toma A = 0, en cuyo caso:

0 v 0 Vv
,,,J‘. ,,,,,,,, A ,,,J‘. ,,,,,,,,
S(v,a)=2 T S(v, ) =2 | . (AIIL50)
-V v -V -v
| |
Tz, w=2[z;-2,1-7 | Tz, w)=2[z;-z,1+Z | (AILS5)

y al resultar S antisimétrico, 2H,=S+S"=0 (AIIL52)
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AlILS5 — El tensor A en distintos sistemas de parametrizacion

El tensor A viene definido por una cualquiera de las tres relaciones diferenciales

siguientes:

v'ddG (a)z =do"A(V ;z;a)do
vidT(z,a)=da'A(v;z; o) (AIIL53)

dS(v,a)z=A(v;z;o)do

donde v y z son dos vectores arbitrarios, fijos, del espacio. Por tanto, A se obtiene
diferenciando uno cualquiera de los operadores G*,T 6 S. Por ejemplo,

diferenciando G en el sistema vectorial de Rodrigues, se obtiene:

A(v;z;v)=

(ATIL54)
“2U[S(V;V)(Z® V) +(V'G (V) 2)I+(V®Z)S'(V; V) ]

En el sistema natural, sin embargo, los resultados se complican mucho més. En

este caso, para condensar el resultado, conviene introducir el siguiente operador D* :

D?*:= éaae [éaae] (AIILS55)

que aplicado a las funciones (AIIl.32), proporciona:
2 1
D°C(8) = ?[3(71(9)—&(9))—1]%(9)
D’n(e) = éz[DC(G) —4Dn(0)] (AIIL56)
D*(0) = [D*C(0)+ 4DE(O)]

Con esta notacion, se tiene:
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[DN(v) v vz+DEV)V D z T+
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A(viz; 9)=[DN(V) V' Vz+DEM®)V D 2] (V@ V) +

(AIIL57)
DN(v)(vz®v-v®zV)+

E(0)O(v;z) +2DE(V)W(v:z; V)

O(V;2)=vVZ—-ZV=Z2Q®V-Vv®1z

Y(viz;v)=

(AIIL58)
(Z-V)VOV+(V- V) 2@ V-2(V-Z2)D®V

Por otra parte, en los sistemas no objetivos de Euler y Cardan las diferenciales

segundas de G~ son, respectivamente:

d°G"=

d’G" =

—cos0

—sen \J send
—cos\ysend
0

—CcosQcos P

send cos P
—senQ

—coshcos

sencos @
0

[ —seny send
—cosysen 0O O

0 o0 cosycos 0 O

de’+2|-senycos® 0 O0|dyde

En consecuencia, en estos dos sistemas el operador A vale:

Angulos de Euler

A(v,z,{0,6, y}) =

0 0 0 0 0
(AIIL.59)
—-cosy O
seny 0 |dy?
0 0
0 0 senpsen@ O O
0 0 [dp®+2]| cosdsene 0 O |ddpdep
0 0 0 0 0
(AIIL.60)
—sendp O
—cosd 0 [do?
0 0
0 0 0
0 o(v,z,0,y) PB(v,z 6, y) (AIIL61)

0 B(v,z,6,y) 7(v,z,0,vy)
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ouv,z,0,y)=z'e(v,0+1/2, y)
con B(v,z,08,y) =z'd(v,0+7/2,y)
Y(v,z,0,y) =v'b(z,0,¥)-v’a(z, 6, y)

Angulos Cardan :

0 0 0
AV, 2,(0,0,0D=| 0 o'(v,z, ¢,0) B'(v,z, 9,0) (AIIL62)
0 B'(v.z, 0. 0) Y'(V.z, ¢, 0)

o'(v,z,0,0)=z"e (v, p+T/2,¢)
con B'(V, Z, 0, 0) :Z'd'(v,(p+1t/2, 0)
Y,(V’ z, (P’ (1)) = Vl b,(Z, (p’ ¢)_ V2 a,(Z, (p’ ¢)

Finalmente, en el sistema tetraparamétrico de Euler—Rodrigues, se tiene:

déG (a)=2[ 0 ; a ] (AIIL63)

2\ A
- P®pdp,dp,—— - [dp®p+p®dp]dp,-

a=

o} o

N N (AIIL64)
——— [op®p+p®Jpldp, + —[dp@Sp +5p @ dp]

o o)

cono=[p,;pl

Por tanto, volviendo a escribir z enlaforma [ z, ; z ], el operador A queda:

2 1
VP - e +p)v']
A(V,z,p,\) =2\ 1 ° p"l (AIIL65)
- [(pv)z+(pz)v] —[v®z+z®V]

que se anula para A = 0.
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AlIL6 — El tensor A en distintos sistemas de parametrizacion

Este tensor viene definido por una de las tres relaciones diferenciales siguientes:

v'doG (o) z ZdGT]\(V JZ ) 0) 0oL
dé(v, o)z =]\(v ;Z ;00 do

de’i‘(z,a)zdaT]&(V;z;a)

Como en los sistemas vectoriales se da la relacién: A( v;z;0)=A(z;v;—-0Q)y
A es conocido, no es preciso calcular A. Por otra parte, en el sistema tetraparamétrico
de Euler—Rodrigues se tiene ]\(V ;Z;0)=A(z;v;0) —compdrense las expresiones
de dG y dG" (AIIL42) y (AIIl.43)-. Estas sencillas relaciones no se dan sin embargo
en los sistemas triparamétricos no vectoriales, como pueden ser los angulos de Euler y
Cardan; en estos casos, hay que recurrir al cdlculo directo de A, comenzando por

hallar d*G . Los resultados finales son:

Angulos de Euler:
[0 0 —sendsenB 0 O cosdcosHO
d°G=[ 0 0 cospsend |d6> +2| 0 O sendcos® |dpdO+
| 0 0 —cosH 0 0 0
(ATIL66)
[ 0 —cos¢ —sendsend
0 -send cosdsen® | do’
| O 0 0

o(v,z,9,0) B(v,z,0,0) O
AV, (0,0, yD=| B(v,2,0,0) Y(v,2,0,0) O (AIIL67)
0 0 0
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ouv,z, 0,0)=2"T(v,0+m/2)+2 senO f(v, d)
con B(v,z,¢,0) = z’g(v, 0,0+m/2) (AIIL.68)
Y(v,2,0,0)=2"h(v,0,0+7/2)

Angulos Cardan:

0 0 —sen@ 0 0 0
d’G=[ 0 0 senBcos@ [dp>+2| 0 O cos@sen |dpdd +
| 0 0 —cosOcos@ 0 O senBseng
(AIIL.69)
[ 0 0 0
0 —cos® senBcos¢ | d6*
| 0 —sen® —cosOcos@

o'(v,z, 0, 0) B'(V, z,0,0) 0
AV, 2,(0,0,0)=| B'(v,z, 0,¢) Y (v,z,0,9) O (AIIL70)
0 0 0

0 (v,2,0,0)=2f'(v,0+1/2)—2° coso f’(v, 0)
con B'(v, z,0,0) = z’ g'(v, 6, o+m/2) (AIIL.71)
Y (v,2,0,9) =2 h’(v,0, 9 +1/2)

Las funciones f, g, h, ", g” y h” que figuran tanto en (AIIl.69) como en (AIIL.71),
son las mismas del apartado AIIl.4 de este Apéndice.
AllL.7. —Diferencial del tensor F en el sistema paramétrico de Rodrigues

La variacion del vector de Rodrigues V de una rotacién cuando se afiade un giro

diferencial d@, viene dada por la relacion (I1.24), si el sistema de referencia es fijo, o

bien la relacién (I1.25), si es mévil, y los operadores Fy F* por (I1.27).
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Suponiendo que el sistema de referencia es fijo, si se aplica un segundo giro 60,
la diferenciales primera y segunda del vector de Rodrigues valdrén:

dv=F(v)do
d’v=[DF(v)-50]de (AIIL72)
con F(\))::;[I—{Hu@u]

Para hallar la diferencial segunda d* V debemos, por tanto, calcular previamente
la diferencial de F en la direccion 80; ésta vale:

DF(v)-80 =—Dv-30 +[Dv-30 |® v+ v® [ Dv-30 | (AIIL73)

siendo:
a) Dv-50 =F(9~)-89 :;[ 80 — 030+ (v-30)v ] F(v) 50
b) [Dv-60]®v = F(0)(80 ® )
C) V®[Dv-60] = v® (F(0)50)

Agrupando estos términos y desarrollando los productos en que figura el operador

F(v), se llega finalmente a:

DF(v)-80 = [~80 —(0-30)D+50 ® v - VOO +
4 (ATIL74)

2F(0)30 ®v+2v®380 F'(v)]

Denotando, como en el capitulo II, m, (i:1,2,3) a los tres vectores basicos de E?
y F, al producto F m,, esto es, al vector que forma la columna j de la matriz F,
llevando (AIIL.74) a (AIIL.72) y sustituyendo 60 por m, 0t y d® por m,dt, se obtiene:
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d’v = DF, -m, dtdt

con
DF; m, :1[(1+u®n)ﬁjmi—ul. Vm,-v Vm+
4 - - - (AIIL75)
2v,m+2v,v,0]
iJ — 1 iJi
Y en conclusién, DF,'m,-DF;'m,=F(v)m, n, (AIIL76)
0, si se prefiere, DF, ‘m; —DFJ. ‘m;=e(ijm F (AIIL77)

que equivalen a las dos relaciones (I1.61) y (I1.34) del capitulo II, si bien éstas se han

obtenido ahora de forma directa.

AlIL.8 —Diferencial del tensor G en el sistema paramétrico de Rodrigues

La matriz G en el sistema paramétrico de Rodrigues adopta la forma:

G =2u[I1+v] con “:1+1n2
y sus diferenciales en las direcciones d@ y 60 valen:
du=-2(v-dv)p’
dG=DG d8=-2p[(v-dv)G+dv]| (AIIL78.2)
8G=DG 80=-2 [ (v-50v)G +5v] (AIIL78.b)

de donde,

dG3v-38Gdv=2u[(v-3V)Gdv—(v-dV)GdV+dvdv—dVdv |
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Por otra parte, se tiene:

G3v =21 [3V+D3V]=2u[ 5 +v5v— VY]
Yy en COI’ISBCUGI’ICia,

G5VIGdv = 4> 50+ 05D—500] [ 1+ Jdv=
[GovlGdo W'l op+vov-ovvll D Jdv (AIIL.79)
4’ 30d v+ D3VAV+DEVVAV— 3V dv)

Ahora bien, en esta expresion los tres ultimos términos encerrados dentro del

paréntesis se pueden desarrollar del siguiente modo:
v3vdv =(v-dv)§v - (v-dv)dv
300 dv =—(v:dv) V3V +V’ 30dv
v3vLdv=—(v-3v)vdV
Llevando éstos de nuevo a (AIIL.79), se obtiene:
[Ggg]Gdl) =2u[2 dvdv+(v-dv)Gdv — (V- 3V)Gdv ]
y como 3vdv—dvdv=2 §vdv, puede asegurarse que:

dGdév-38Gdv=[Gov]Gdv (AIIL80)

Haciendo ahora 60 = €;6t y dv = €, dt en (AIL13), y eliminando el factor

comiin dtot, se llega de nuevo a la relacién (I1.64) del capitulo II:

[DG-€,]e,~[DG- ¢, ], :[G~ei]G£j (AIIL81)
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APENDICE IV

DEMOSTRACIONES COMPLEMENTARIAS

Este Apéndice recoge una serie de demostraciones y desarrollos de interés que no
se incluyeron en los capitulos III y IV. Aun cuando de ellos no se extraigan resultados
enteramente nuevos, suponen un enfoque distinto de algunas cuestiones importantes

tratadas en dichos capitulos y contribuyen a esclarecerlas.

AIV.1 —=Demostracion general de las formulas (11.101) y (11.102)

A partir de la figura I1.7 podemos establecer las siguientes relaciones generales:

R(t, s +ds) =R(a + do) R(T,ds)R,
R(t, s +ds) =R(t ,ds)R,R(a"+da™)

(AIV.1)
R(t, s +ds) =R(a)R, R(t"ds)
R(t, s +ds) =R(tds)R()R
Ahora bien,
R(a+do)=R(@)[I+G (a)do] (AIV.2)

R(a'+do")=[I+G(a")do" |R(o)

Llevando estos resultados a (AIV.1) e igualando la primera fila con la tercera y la

segunda con la cuarta, se obtienen estas dos relaciones:

R(a)[T,ds +G"(a)da ]R ,= R(at)R_ T ds

~

[t.dsR,+R_ G(o")da"]R(a”) =TdsR(a)R,
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como ademds, R@)R,=R_R(a")

~

y también R, [G(a")da R =R G(a")da" ,

la segunda igualdad puede simplificarse asi:

T.ds +R G(a")da" = tds (AIV.3)

y la primera, teniendo en cuenta que T. =R T_ R, de esta otra forma:

T/ ds+R. G do=1"ds (AIV.4)

Luego, (AIV.3) y (AIV.4) equivalen a las formas vectoriales siguientes:
At=R G(a")a’,,
kK=T -1.=R!G(0)a,,

que es lo que desedbamos demostrar.

AIV.2 —Demostracion directa de las formulas (11.109)—(11.110)

Admitiendo que R =1, y resolviendo en el sistema de Rodrigues las cuatro sumas
o composiciones (I11.99), se obtiene:

1 -
T, ds®(v+dv) = [T ds+v+dvo—-T (v+dv)ds] (AIV.54)
F -t (v+dv)ds —° - -

* 1 k0~ *
T, ds®(v+dv )= —— [t ds+v+dv +1 (v+dv )ds] (AIV.5Db)
M I-t (v+dv)ds ° - -
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* 1 * ~ %
Tds®v=—"—"—"—"[T ds+V+7T vds] (AIV.5¢)
M -t vds — - -
1 -
Tds®v=——"""[Tds+Vv—TVds] (AIV.54)
F I-tvds — -

Las aproximaciones de primer orden de estas cuatro sumas son:

T,ds@(v +dv) - V+7T ds+do—-T vds+v®V T ds (AIV.6.)
tods(ﬁ(n+du*)g9+g0ds+d9*+i09ds+9®g T ds (AIV.6b)
r*dscﬁug T'ds+v+T vds+V®V T'ds (AIIL6.c)
»cds@uggdﬁg—igds@@g Tds (AIIL6.d)

Igualando ahora (AIV.6.a) con (AIV.6.d) y (AIV.6.b), por un lado; y por otro,
(AIV.6.b) con (AIV.6.c) y (AIV.6.d), se llega a:

dv=(T-1)ds—(T-T)0ds+V ®V (T T )ds (AIV.72)
dv-2T vds=(t"- 1 )ds+(T - T )vds+v®V (t'-7_)ds  (AIV.7b)
dv'=(t'- T )ds + (T - T )vds+0 ®v (T~ T )ds (AIV.72)

dv +2T vds=(T- T )ds—(T—- T )vds+V ®V(T— T )ds (AIV.7d)

Si se tiene ahora en cuenta que 2T ds=T,ds y T, ds=1.ds, y convenimos en
denotar AT" a (T'-1 ) y AT a (T— 1T, ) —considerando ademds que dv="v, ds y
dv'=v", ds, y también que AT'=2AT" y AT =2AT-, podemos escribir de nuevo
(AIV.7) asi:
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2v, =[I+v+V®v]AT (AIV.8.a)
2[v, —Tt,v]=[[-v+V®v]AT" (AIV.8b)
207, =[I-v+V®v]AT" (AIV.8c¢)
2[v', +1,0]=[I+V+V®V ]AT (AIV.8.d)

Invirtiendo ahora los operadores I+0+V®V y I-0D+ v ®9, aplicando la
regla (Al.19) del Apéndice I, y despejando en (AIV.8) los incrementos de curvatura a

flexotorsién AT y At’, se llega finalmente a los siguientes resultados:

2 - -
At= I+v VvV, —-T,V AIV.9.
o LR ]len-To] (AIV.9.)
2 -
At = S [1+v ], (AIV.9.b)
I+v
K= 2 [1-0][v" +7,v] (AIV.9.c)
1+v? T -
2 -
K= c[I-v]v,, (AIV.9.d)
I+v

Notese que los primeros factores dentro de las expresiones (AIV.9) son
precisamente los operadores G y G* del sistema de Rodrigues.

Ahora bien, estos resultados se han deducido suponiendo R = I. Si no fuera éste el
caso, efectuando un cambio de base en el espacio para que se cumpla esta hipétesis y
teniendo en cuenta que los operadores G y G* del sistema de Rodrigues son isétropos
—propiedad (Al.24) del Apéndice I-:

RG(WR'=G(Rv) y RG'(WR'=G*(Rv)

se obtendria:
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M= [1+3][ ». -7, 0] (AIV.10.2)
A =R, — [1+27 |0, . (AIV.10.b)
K= 1+21>*2 [1-27|[v". +%,20"] (AIV.10.c)
K= Zl+pz [1-9]v., (AIV.10.d)

que es lo que pretendiamos demostrar

AIV.3 — Nueva demostracion de las relaciones (IV.52) y (IV.58)

En el apartado I1.10 del capitulo II introdujimos una derivada objetiva de los giros
que relacionaba las derivadas segundas 0°U/dqdq de la energia eldstica U con sus
derivadas direccionales [DU-a,,a i ]; pues bien, generalizando aquella relacidn,

podemos escribir sin mas comentarios para cada nodo k del sistema estructural:

0’U Jq,, 9q, , + ou
dq,,9q, ,, da; aakj q,

[DU'aki’akj]: [Dqkm'aki’akj]

Recuérdese que la energia eldstica U es funcién de los pardmetros rotacionales ot
de q, pero no de los giros elementales 0 de a, de modo que las derivadas con relacién
a q y a tienen sentidos diferentes: en el primer caso se trata de derivadas en el sentido
pleno del término, y en el segundo, de derivadas direccionales. Hecha esta aclaracion
y adoptando en lo sucesivo, por sencillez, la misma notacion para ambas derivadas, la

expresion anterior se puede escribir matricialmente como sigue:

2 T 2 2
0°U aq, 0°U  9Jq, N oU 9d7q, (AIV.11)
da, 0a,

- da, | dq,9dq, da_  dq, da,oda,
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que coincide con la clasica forma de derivacién de una funcién compuesta.

Noétese que el subindice “k” que aparece en (AIV.11) es fijo y no mudo, pues se
refiere al nodo k del sistema discretizado; para que no haya confusion, este subindice
se destaca en adelante con letra negrita.

Abhora bien, teniendo en cuenta (I11.110),

2 v T v
I°U :”aq ] A N (AIV.12)
dq, dq, aq,, aq,,
ademds, por definicion,
2 -1
U _ pr o a—U:P;k 2 g T 99 g gy g3
oa, aq, da, da, da, dq,
luego —téngase en cuenta que dq'=X,dq, y dq=X"dq, -,
U 007!
J =0 "[[Z]K"Z,ds1®@ " -P!] 0 '=
da, da, oq, (AIV.14)
=O [[ZIK ", ds+ T, (PL)]O"
aPi{ T /T N ¢/ i 1
esto es, =0 [[Z7KYE, ds+ 7, (PL)| O (AIV.15)
ay

El dltimo paso en (AIV.14) se justifica del siguiente modo —en esta ocasion el

indice k se suprime para evitar confusiones—:

) azq 007 _ . 00 ~ ~
iT :P1T rl@!:_PlTel mn @1@)1:
q aaiaaj qr aqs S j qr rm aqs ni s j
(AIV.16)
.00
=-P, " 0,,0=-7,0,06]
q,

Por otra parte, para las cargas exteriores se obtiene de forma andloga:
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P, ngaP;k o .p 00™ o
= =+ | =
da, oq, % 9q, (AIV.17)

=0 [X,~7,(P})]0"

y sumando (AIV.15) y (AIV.17), y teniendo en cuenta que 7 (v) es por definicion
lineal en v, se llega a la expresion:

P) )

da, oda,

-0 [[Z1KYE, ds-X, +T, (P, +P;)]| ©]
(AIV.18)

que, sustituyendo P, —P; por R,, equivale a la ecuacién (IV.58) del Capitulo IV, a la
que pretendiamos llegar.
Para demostrar (IV.52), sustituyamos ahora en (AIV.11) U por ¥:

Y _oq" 9°Y aq" ¥ 9q"

= AIV.19
da"0a" oda’ 9q"odq” oa’ 9dq" o9a'oda’ ( )
Partiendo de esta relacion escrita del siguiente modo:
2 =1 v
SO _grgvgryprr 95 d0 (AIV.20)
oa’ da" oq" oa

e interpolando day da’ (da'= X da, y da=X’ da,), se tiene:

U , g , , 0= ,
IV _ ZkTaidesz Y ETKYNE 4P BT (%, ds
da, da, dq" oq" 1 9q

(AIV.21)

(el papel que juega el vector q en la relacion (IV.58) lo desempefia ahora el vector a ).
Ahora bien, si se tiene en cuenta ademas la definicion (IV.48) del tensor U, el

segundo término en la tltima integral valdra:
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p—— »:—l :-—1
pYT 0= =-1 VT a“‘rl = _pTE a"‘rl =1 _
q aV = qr aV =1 m"—‘mrav =1
q ij q, q,
- (AIV.22)
i ‘[PVEL aqgr]ar]‘ =)= U, (P)E T,
1

y llevando este resultado a (AIV.21), esta ecuacion se transforma en:

oP,
aak =-[ZTET[KYN-UPH] E7E ds (AIV.23)
k

Afadiendo ahora a esta derivada la correspondiente a la carga exterior P, que se

dedujo en el capitulo IV, se llega al resultado final (IV.52), que deseabamos probar.
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APENDICE V

INTERPOLACIONES NO LINEALES

En este Apéndice se presentan y describen los dos campos de deformacion
constante mds importantes en la teoria de vigas: el campo de curvatura constante y el
campo de deformacion helicoidal. Se calculan las coordenadas y giros de una seccion
cualquiera, juntamente con sus derivadas, y se extraen las correspondientes matrices

de interpolacién no lineal I'" descritas en el Capitulo I'V.

AV.1.— Campo de curvatura constante

Seanr, r, y e, e, las posiciones y sistemas de referencia de las secciones
extremas de un elemento lineal de longitud L. Supongamos que estas secciones se
desplazan con traslaciones y giros respectivos u;, u, y o,, o,. Con estos datos, vamos a
determinar el giro y el desplazamiento de una seccidn arbitraria S del elemento,
admitiendo que la curvatura se mantiene constante y los desplazamientos varian
linealmente a lo largo del elemento.

Sea s la distancia de la seccién S al extremo r, y A=s/L su coordenada curvilinea
normalizada (0 < A <1). Con la condicién de linealidad impuesta, la posicion en el

espacio absoluto de esta seccion se calcula de inmediato:

r(s)=r, +Ax ; X=r,-r, (AV.1)

No ocurre lo mismo con los giros, ya que una variacion lineal de los parametros o
no implica que la barra se deforme con curvatura constante, como se ha supuesto.

Admitamos que T,y T son las curvaturas del elemento referidas al sistema global
n del espacio, antes y después de deformarse éste —instantes t, y t—y que T,y T son

las mismas curvaturas referidas a las bases locales e,(t,) y e,(t). Supongamos, ademds,
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que R, es el giro que transforma la base absoluta n del espacio en la local e, (t,) de la

seccion S — ver figura AV.1-. En estas condiciones, denotando R, =R(¢a,), se tendra:

1,=R,1, - 1=Ra" . 1=R71 (AV.2)
TL=-0,®(t,L®0a,) (AV.3)
T1L=(1,L®a,)d(-a,) (AV.4)
a(s)=—sT,D(sTDa,) (AV.5)

Como ademds, en virtud de (I1.101), se cumple T°—T, =R (s)G (@)a,, con
R (s)=R(sT )R,y de este modo, %—1:0= R'(s1,)G ()0, , se cumplira también:

R R)

Figura AV.1.

Deformacion con curvatura constante. Variacion de la base local e



Apéndice V : Interpolaciones no lineales 379

o, (5)=F @R(sT,)(T-T,) (AV.6)

Determinados asi el giro os) y la derivada a, (s) en la seccion S cuando la
curvatura es constante, podemos pasar a calcular las variaciones dot y dat, ; en funcion
de las variaciones o, y 8@, de los giros de las secciones extremas. Antes, no obstante,
es necesario hallar las variaciones de las curvaturas T, T y T". De la definicién (11.24)
se extrae directamente 8t° en funcién de los giros diferenciales relativos de las

secciones extremas del elemento 30 y 80, :
Lot =F (LT )(50;—80) (AV.7)
y de aqui, teniendo en cuenta que 80° = RjR 80, se extrae ot,
Ldt=R,F(LT")RIR!(50,-50,)
siendo ahora 00, y 60, los giros absolutos de las secciones extremas:
80,=G(a,)0a, .. 080,=G(a,)da, (AV.8)

En los sistemas paramétricos vectoriales, al cumplirse (Al.24), esta expresion de

Ot se reduce a:

dt=F(LT)R'(50,-50,)/L (AV.9)

Finalmente, de la tercera relacién (AV.2) se deduce que 8t =R ,8T—1 80,, y por

tanto que,

dt=F(L1)(50,—30,)/L -1 56, (AV.10)

Pasando al cdlculo de daty da, , si hacemos coincidir el extremo x, del elemento

con la seccién S, el giro elemental 00 de esta seccion se deduce de (AV.9):

50 =250,+ R ,G (sT)(s57)
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con lo cual, 50 =380, + AR ,G(sT)F (LT)R" (80,-36,)

Este resultado en un sistema vectorial se puede escribir también asi:
00=00,+LG(st)F([L71)(80,-00,)

y de aqui, por aplicacion directa de (I1.24),

dau(s) = F (@)[30,+ A G (s7)F (L1)(50,- 50, )] (AV.11)

Normalmente, para integrar la energia eldstica de un elemento de viga se recurre
al método aproximado de integracion por puntos de Gauss. En nuestro caso, al
suponer la curvatura constante, basta tomar un solo punto (A=1/2) para hallar de forma
exacta la energia de flexion y obtener una buena aproximacién de la energia de
deformacidn por cortante, si el tamafio del elemento no es muy grande. Pues bien, la
expresion (AV.11) se simplifica bastante al particularizarla para este punto, como
vamos a comprobar. En efecto, escribiendo el giro relativo entre los triedros e, y e, en
la forma Lt= ¢e, separando el mdédulo y la direccion del giro, y teniendo en cuenta
que en el sistema natural G[Lt/2]F[Lt]=1+tang(¢/4)e, (AV.11) se reduce a:

oo, = ; F(o)[(50,+ 80, )+ tag(d / 4) e (80,— 80, )] (AV.12)

El célculo de da., , es mds sencillo, pues recordando (II1.7.b), se tiene,

dt=R"(st)[T(at,,; 0)da + G (at)dax , ]
y por tanto, da, (5)= F*((x)[R(s’co)S%— T(a, ;o)da(s)]

En un sistema vectorial, ademas, F*=F", y asf,

dau, (s)=F"(a)[R(sT,)5T—T(ox , ; 00)Su(s)] (AV.13)

viniendo dadas 8T y dau(s) por (AV.9) y (AV.11).
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AV. 2.— Interpolacion Helicoidal

Si ademds de la curvatura K suponemos también constante la deformacion
transversal 7, la directriz de la pieza se transformard en una hélice y las expresiones
del apartado anterior seguirdn siendo vélidas con la tnica excepcién de la (AV.1), que
debe modificarse por dejar de ser recta la directriz. Ahora bien, denotando 7 al plano
normal al eje e de la hélice —figura AV.2—, C al punto de intersecciéon de T cone, y r,,
r,, I'c a los vectores de posicion de los dos extremos de la hélice y del punto C, la

posicién x(s) de una seccion genérica S del elemento valdra:
r(s)=r.+A(x"e)e+R(sT)(r—r.); A=s/L (AV.14)

1 -
siendo rC:r1+E[I+c0tg(¢/2)e]x y Lt=¢e (AV.15)

Figura AV.2.

Deformacion helicoidal de un elemento y proyeccion del mismo sobre el plano
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1 ~
y en consecuencia, r, (s)= T(xTe)e +TR(sT)(r,—r.) (AV.16)

Concretamente, en el sistema de parametrizacién natural, introduciendo (AV.15)

en (AV.14), el vector de posicién x adopta la forma siguiente:

r(M)=r +[AI+f(d, L)e+g(d, L)e’]x (AV.17)
) _ _cos(1/2—k)q)
con: f(d,A) = cotag(dp/2) > sen(0/2) sen(0/2)
(AV.18)
_ _l sen(1/2—-2A)d
EOM= At en(0/2)
y asi, r,s(k)zi[l+h(¢,k)é+k(¢,k)éz]x (AV.19)
sen(1/2-A)o cos(1/2—-A)d
h = — =l-¢—" "7 .
con @.2)=-0 2 sen(¢/2) ko, M)=1-¢ 2 sen(¢/2) (AV.20)

Ahora bien, como al suponer constantes la curvatura y la deformacion transversal,
la energia eldstica y sus derivadas se integran de forma exacta con un solo punto de
Gauss, sélo se necesita calcular los valores de r, , 00 y o, en el punto central del

elemento A = 1/2. En este punto, las funciones g y h se anulan, quedando r y r,_ asf:

r,,=r+[1/21+p(®)é]x (AV.21)
rm,s=i[l+q(¢)éz] X (AV.22)
_ cos(0/2)-1 I
con p(9)= 2sen(p/2) A=l 2sen(¢/2) (AV.23)

Para calcular dr y Or,  es necesario hallar antes la variacion de. Esta se obtiene
de la curvatura LT = ¢e, que diferenciada vale LT = d0¢0e + ¢ de, y como e y de son
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ortogonales, por ser | e|= 1, permite escribir:
dp=Le'dt (AV.24)

de=Lo '[I-e®e |5t (AV.25)

Determinada e, las variaciones Or y or, en la seccién S se calculan sin

S

dificultad diferenciando (AV.14) y (AV.16), de las que se obtiene:

Sr(s) = dr,+A(s)8x + LB(s)dt

| - R (AV.26)
or, ()= T [C(s)0x + LD(s)d7]
con: A=AT+f(0,N)e+g(d, )6’
B=¢"[X[f(0,0)&—1(0,\)e®e]+
g, M[(e"x)[+e®x—-2x®el+
(@ 'n(9,M)-2g0.A)l(e'x)e®@e—x®e] | AV2)

C=I+h(d,\)e+k(d,1)e>

]3= ¢_l[(m(¢ ,A)=2k(d,A)x®e—h(d, MX +
k(d,A)[e®x+ (e x)I]+
(¢, A)x—m(¢,A)(e"'x)De®e]

210, &) = 2A—Dh(d, &) +cotg (¢ / 2)[1 = k(d, )] — (& /2)cosec’ (¢ / 2)
2m(d, ) =2+2k(d, M) +(1=21)0 h(d, L) —deotg(d/2)[1—k(d, A)]
2n(p,A) =(1-20)0[1-k(d, L)+ dcotg(dp/2)h(d, 1)

viniendo ademds 0t dado por (AV.10) o, si se prefiere,

Ldt=FL1)G(,)da,— [FLT)+LT]G(ar,)da,
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En el punto de Gauss, A = 1/2, las expresiones de estos operadores se reducen a:

A=1/21+p(0)é
B=X[0"p(¢)&~u(¢)e®elc
C=I+q(0)e> (AV.28)

D= ¢ [v(0)[xDe —(e"x)eDe]+
q(0)[e®x-2x®e+(e"x)I] ]

cs@/D=L - ygy=2— O e
4sen’(¢/2) 2sen(¢p/2) 2tag(d/2)

con u(¢) =

Noétese que al haber supuesto constantes la curvatura y la deformacién transversal
en el elemento, la energia eldstica no varia a lo largo de €l y se puede tomar como
punto de integracion de Gauss uno cualquiera distinto del punto central A = 1/2; por
ejemplo, el extremo inicial A = 0. Si las cargas son puntuales y estdn aplicadas en los
nodos, con este cambio se puede simplificar la forma de los operadores (AV.27) y
reducir el tiempo de cédlculo de la matriz de rigidez. Sin embargo, si las cargas estan
repartidas, este cambio no representa ninguna ventaja, ya que para calcular el trabajo
exterior de estas cargas se necesita conocer al menos el desplazamiento y el giro del

punto central.

Finalmente, de los resultados obtenidos en este apartado se extrae la variacion del
vector ampliado de derivadas 8q" (s)=[dr, .;00; 0aL, ]"(s) en una seccion arbitraria
del elemento. En concreto, en la seccidén central este vector puede escribirse en

funcién de las variaciones dq de los nodos extremos del siguiente modo.

sa¥ =T ou, | du,
=T | 5 [T | s (AV.29)
1 2

siendo I, y I, las matrices de interpolacion que se introdujeron en el apartado

IV.14. Para el estado de deformacion helicoidal supuesto, estas matrices valen:
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1 C D [F(LT)+L7 ]
M=-|0 —F(@)E" e,
0 F'(o)[R(Lt,/2R]F(LT) +T(et,,: 0)F @E"|
(AV.30)
| C f)F(LfE)
=] 0 F()E e,
0 F'(o)[R(LT/2RIFLT)-T(@.,;0)F @E|
(AV.31)

debiendo tomarse los pardmetros & y o,  en la seccién central, siendo Cy D los

>s

operadores (AV.28) y viniendo definidos E ©, y ©, del siguiente modo:

- L
E=—
2

[T+ tag(¢/4)e] (AV.32)

[0 _ [t o
0=y can| ~ ©|0 Gy (AV.33)

Por otra parte, si el estado de deformacidén es un campo de desplazamientos

lineales y curvatura constante, estas matrices se reducen a:

| ! 0
r=-|0 ~F@)E’ e,
0 F'(a)|R(LT,/2R]F(LT)+T(a.,: 0)F @E']
(AV.34)
| ! 0
=10 F(@)E e,

0 FT(a)[R(LxO/z)RI FLt)-T(a,, ;o)F (a)i:]
(AV.35)





