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RESUMEN

En este trabajo se presenta la evaluacién de varios elementos basados en la teoria
de ldminas desarrollada por Simé y colaboradores.l!=5] Se ha implementado una
version simplificada del elemento de cuatro nodos y varios elementos triangulares.
Los estudios se refieren principalmente al comportamiento no lineal geométrico dentro
de una formulacién lagrangeana total. Se presentan también algunos ejemplos con
comportamiento no lineal material.

1- INTRODUCCION

La aproximacién al comportamiento de ldminas utilizada se inscribe dentro de
las teorias de ldminas (en contraste con la denominada aproximacién de sélido

degenerado[gl), en cuanto a que esta formulada en términos de deformaciones
generalizadas y esfuerzos. En los apartados siguientes se presenta un resumen de los

conceptos esenciales de la formulacién, para mas detalles se recomienda consultar las

referencias.[1—5]

1.1 Descripcién cinematica de la ldmina

Cualquier configuracién de la ldmina en IR® queda definida en términos de:
i) Superficie media de la ldmina, definida por una transformacién p: A— R3

ii) El campo director, definido por la transformacién t : 4 — S2.

* Inv. Asistente de CONICET y Prof. Adjunto Univ. Nacional de Cérdoba (Argentina). En la

actualidad investigador invitado en **.



Dicho campo define en cada punto de la superficie media la direccién de la fibra
que se mantiene recta independientemente de la deformacién (la normal a la superficie
media en las teorias de laminas cldsicas),

El dominio A C IR? se supone compacto con contorno suave JA y puntos
caracterizados por (61,52) C A. Llamaremos Gy A C Ay 0y A C 0A las partes de

O0A donde estdn prescritos ¢ y t respectivamente. S? es la esfera de radio unitario y el
hecho de que t pertenezca a ella implica la inextensibilidad del campo director.

Con esta notacién, usando una hipétesis de Kirchhoff generalizada, toda
configuraciéon de la lamina se describe por

Si={xeR’/x=p+&t , te[h,h"]} (1.1)
donde [h™,h*] define el espesor de la ldmina. Agregaremos un supraindice ’0’ a las

variables geométricas asociadas con la configuracién de referencia SP.

Usando una base estandar {eg, ez, e3} en IR? podemos escribir
p = (piei Pro = <pfaei t= tiei (1.2)

donde hemos introducido la notacién ( )i, = %(;l

Las medidas de la superficie media en las configuraciones original y actual son

respectivamente
dp® =3%gtdg?  dp=jdelde? (1.3)
con
0= (o x o)t T = (g1 x i)t (1.4)
también definiremos
I=3f3"° (1.5)

Tanto en la superficie media deformada como la indeformada, es posible definir un
sistema coordenado convectivo de la forma

{prtt ={an,a3} v {p],t°} ={ad,al}

El gradiente de deformacién relativo (para ¢ = 0) en x0 = (po(él, 52) es una aplicacién

lineal



F:i=a,®a’+t®@a%=a;®a" (1.6)

F=vVa(Vd) ! )

En la configuracién presente podemos definir los tensores que definen la métrica del

sistema.:

a)lra forma fundamental

aaﬁ = ag * aﬁ (18)
b)dngulo entre el campo director y la superficie media

Yo = Piy - t (1.9)

c)pseudo 2da. forma fundamental

Kaf = Pio - tig (1.10)

(¥ t)

e

(f: A ) [él;] ‘

S A

Figura 1 Iustracién de la geometria que define la cineméatica del modelo de la limina

Usando idénticas definiciones para la configuracién de referencia S° podemos definir
medidas de deformaciéon Lagrangianas generalizadas, que en forma matricial son

a) deformaciones de la superficie media

ayl — agl
e(®) = 5 | 922~ ap (1.11)
2(‘1'12 - a?g)



b) deformaciones de corte transversal

)
6(®) = [Yr;—%] (1.12)

c) cambios de curvatura de la superficie media
0
K11 — K13

x(®) =3 | r22— K3y (1.13)
2(k12 — KY,)

1.2 Variaciones admisibles
Sea
C:={®:=(p,t): Ac R — R® x 52} (1.14)

el espacio de transformaciones y ® € C la configuracién presente. Supongamos ademas
que ¢ — ®. € C sea la curva de configuraciones con origen en @, esto es ®. |.—_o= P.
Por definicién el campo tangente a una curva de este tipo en € = 0 se denomina una
variaciéon admisible. Asi,

TsC = {6& := (6, 6t) : A— R® X TS [6p |5, 4=0 y 6t |5, 4= 0} (1.15)
donde
T;5% :={weR3/w-t=0} (1.16)

es el espacio tangente a S2. Debido a esta tltima condicién &t puede escribirse como

ot 2= A T

(3x1) (3x2) (2x1)

(1.17)

Siendo A3y3 la matriz ortogonal que transforma el vector e3 del sistema coordenado
global a la posicién actual de t, y A3yo es las dos primeras columnas de A. Resulta de

mucha utilidad definir

St =260 xt (1.18)



cumpliendose

50 -t =0 (1.19)

1.3 Definicién de esfuerzos

El problema tridimensional se reduce a uno bidimensional en la forma usual de la
teoria de laminas, esto se logra integrando las tensiones en el espesor y definiendo
esfuerzos resultantes a lo largo de las lineas coordenadas de la superficie media.
Estos esfuerzos se pueden escribir en términos de medidas de tensién referidas a la
configuracién deformada o a la de referencia

1t 1 it
n" = [ ogide== [ Pggstus (1.20)
J Jh— J Jh—
1 R 1 it .
m%* =t x :,/ tog®idt =1t x :,/ (Pgdi0de = t x m® (1.21)
J Jh— J Jh—
1R 1 5

donde o y P son los tensores de tensiones de Cauchy y lero. de Piola-Kirchhoff
respectivamente y gi = V& Tel. Porotra parte n® y m® se definen como los esfuerzos y
momentos resultantes a lo largo de una linea con (% constante y 1 es el esfuerzo resultante
a través del espesor. Finalmente m® es una definicién conveniente que denominaremos
momento director. Expresando

tig = My, + A3t (1.23)
podemos definir los esfuerzos resultantes ’efectivos’

AP = P _ Noman (1.24)

7% = ¢* — X3 (1.25)
1.4 Ecuacliones constitutivas locales

La potencia desarrollada por las tensiones en la teoria tridimensional se expresa en
la forma



W::/P:de
)%

:/j[na-{o/a—f-ﬁ’la-f.?/a—{—l-{?]dy,
1.26
_ _Bal. =0t = = aff d ( )
- 1 n zaﬁa+q Ya+m KBa | CH

= /./1 [: Lye + q: Ly6 + m: Ly x] dp

donde hemos introducido consecutivamente, la integracién en el espesor de la ldmina y
con ella los esfuerzos resultantes, la definicién de la métrica y los esfuerzos efectivos, y
finalmente las derivadas respecto del tiempo de las medidas de deformacién.

Definiendo una funcién de energia interna % y usando la desigualdad de Clausius-
Duhem en la forma usual se obtiene

- Ba oY o O -~ Ba _ 0y
Po _ — 5T -
nt =p q p ™m p ™

- (1.27)

Rt
p= ;/ pidé (1.28)

a partir de la cual queda claro el porque de la definicién de los esfuerzos efectivos que
resultan conjugados de las medidas de deformacién Lagrangiana.

1.4.1 Respuesta tensional hipereldstica

Por razones de simplicidad supondremos una respuesta hipereldstica lineal del
material, de tal forma que las ecuaciones constitutivas resultan

Eh

7 = 6
J 7B = o V2Haﬁ7 (eqs — 5'1;6) (1.29.a)
J = G hra(0P(g5 — 62) (1.29.b)
T meP — E—}LBHO&B‘M( — %P (1.29.c)
T 12(1 — u2) Xyl — Xogs e
donde h = ht — h™ es el espesor de la lamina, £ y G son los médulos el4sticos

longitudinal y de corte respectivamente, v es la relacién de Poisson, & = % y HoBYE ests
dado por



HOBYS _ ,q(0)aB (006 }(1 — )[a(027 (085 (087 4(0)ech) (1.30)
2
En (1.29) hemos supuesto descomposicién aditiva del tensor de deformaciones en una
parte eldstica (que denotaremos con un indice e) y una parte plastica (indice p).

Para el caso de un sistema cartesiano local el tensor métrico covariante en la geometria

inicial a,g.)) = ‘P%i . gof)fj es la identidad e igualmente a(?)% — §28 entonces el
tensor de 4% orden HP7S resulta muy sencillo y permite escribir la expresién (1.29.a)

matricialmente en la forma

~11 e
. 7:1,22 Eh 1 v 0 Eél .
Jn = T.le = m v 1 191/ 6262 = Ce¢ (131)

1.4.2 Condicion de fluencia, regla de flujo y ley de endurecimiento

Se utiliza el modelo de plasticidad propuesto en la Ref.[5] que esta expresado en
términos de los esfuerzos resultantes r. El modelo es equivalente al de von-Mises (basado
en la energia de corte), admite endurecimiento isotrépico y cinemético (ambos lineales)
y la ley de flujo es asociada. La superficie de fluencia estd formada por dos superficies
suaves definidas por:

fcz(ep)
Qﬂ(r_p):fll(r_p)_ 2 <0 p=1,2 (1'32)
Ko

donde f, es la energia de distorsién (por unidad de superficie de la 1dmina) normalizada

respecto a %n%h y puede escribirse como

fu=c-p)T A, (r—p) (1.33)

siendo « la tensién de fluencia uniaxial, eP la deformacién plistica efectiva, p la tensién
de retorno y

7r=11 =22 =12 -11 -22 ~-12 -1 -2
r:J[n n ,n ,m ,m ,m ,q )Q]

P
ng 2v/3ngmg 1 -1/2 0
— | _sign(p) 1 — | _
A, = 230 P m(ZJP 0 P 1/2 1 0 (1.34)

0 0 3



donde

1 pu=1
~1 p=2

roh” roh

4 90 = \/g

sign(p) = { } ng = koh  mo = - (1.35)

Para la integracién de la ecuacién constitutiva se utiliza el algoritmo de retorno radial
que en el caso mds general conduce a un sistema no lineal de dos ecuaciones con dos
incégnitas que debe resolverse en forma iterativa. Los detalles del mismo pueden verse

en la Ref.[5]

2- FORMULACION UTILIZADA

Describiremos brevemente las formulaciones variacionales utilizadas por los diferentes
elementos que se describen en los apartados siguientes. Resulta necesario distinguir las
diferentes contribuciones a la energia interna y a las ecuaciones de equilibrio. Como es
usual analizaremos separadamente las contribuciones provenientes de los esfuerzos de
membrana, de flexién y la debida al corte transversal.

Por otro lado la implementacién de las diferentes formulaciones dependen de que se
utilice un sistema cartesiano o uno convectivo para la definicién de las deformaciones
y esfuerzos. El primero es de uso directo en el caso de elementos de geometria inicial
plana, en tanto que el segundo resulta de més sencilla aplicacién en el caso de elementos
con curvatura inicial.

Supondremos una aproximacién de elementos finitos estandar de la forma

NN
p=¢"+u=> N((p" +ul) (2.1)
I=1
L] Q)
£0) — I 4(0)f (0_ ¢
t ;N t t o (2.2)
) NN I i
t= ; Nt t = T (2.3)
y
NN
AT =) NTAT! (2.4)
=1

donde NT son las funciones de forma tipicas de elementos bidimensionales de clase

C,.[10]



2.1 Comportamiento membranal en coordenadas cartesianas

Se han utilizado 2 modelos para representar el comportamiento membranal: un

modelo en desplazamientos estandar y un modelo hibrido-mixto (desarrollado en
_principio para un material lineal elastico)

2.1.1 Modelo en desplazamientos

El modelo en desplazamientos es estandar. Las deformaciones membranales pueden
escribirse agrupadas en un vector de la forma

1
€11 ?(‘P'l 20 U ()091 . ('091) %((Pll <y — 1)
e(u)= | exn | = [ 3(pra-pra— 0l 00 | = | 2y -9 —1) (2.5)
2e12 (pr1- o — @0 - ply) Py - pry

La contribucién al principio de trabajos virtuales asociada a la parte membranal se
escribe

/ ﬁT5edA—/q6udA
A A

Reescribiendo esta expresion en la forma habitual del método de elementos finitos,
la contribucién de los términos de membrana a las ecuaciones de equilibrio (fuerzas
residuales) se expresa

(2.6)

Fl — / BV 7 dA— £l
A

(2.7)
donde

N/‘li (Pll
BL = N @iy (2.9)

fI:/ Nlq da
A

La matriz de rigidez de membrana resulta, por tanto

-parte material

(2.10)



K = /A (BL)T Cep BL d4 (2.11)

donde Cep es el médulo tangente consistente con el algoritmo de integracién de la

relacién constitutival®l (Notar que en el caso elastoplastico se acoplan las contribuciones
de todos los esfuerzos en la matriz Cep y en la expresion anterior deben agregarse los
términos asociados a corte transversal y momentos)

-parte geométrica

sul Kmg Au= / ABT su) i d4 (2.12)
A

NI

sul KL Au’ = sul / [NE , NE

1n 127 [N
nton
ARG ] - [nlz nzz} . [ ’1} dA 153 Au’ (2.13)OD

N
8.1.8 Formulacion mizia

La energia potencial debida a esfuerzos membranales puede escribirse (Hellinger-
Reissner) para un material eldstico

1
nm:/ [_— afcla + al e] dA—/ giu; dA (2.14)
Al 2 A
con
’ 1 1 —v 0
ol | = 1 )
o v 0 (2 15)

h=Pg (2.16)

donde P son expresiones polinémicas, como veremos luego, y f son coeficientes ligados
al valor de los esfuerzos

Reemplazando en (2.14) se obtiene la energia de membrana:

1
) . :/ [_5 BT PT(z1,29) C7! P(z1,22) B + BT P(zy,22) € | dA
A

—/ q;u; dA
A

(2.17)



tomando la variacién respecto de B y de u (la primera igualada a 0 ya que los 3; son
variables definidas localmente y se eliminan a nivel elemental) se obtiene

85Tm = 8§47 [ /A ~-PTc P da g+ /A PTe dA]

(2.18)
= s8T [—Hﬁ s / PTe dA} -0
A
6uIly = sul U BLP d4 g - f}
A (2.19)
= su” [GTp — 1]
con
H = / PTclp d4 . (2.20)
A
G= / PT B, d4 (2.21)
A
Los pasos necesarios para la evaluacién de las fuerzas residuales son:
a)-Evaluamos la deformaciones € (Ag) a partir de u usando (2.5)
b)-a partir de (2.18) calculamos
p=H"'[PTcdd (Ap=H" / PT Ac dA) (2.22)
A A
(81 = p* + Ap)
c)-evaluamos
GT = / BL P d4 (2.23)
A

d)-Finalmente el vector de fuerzas nodales equivalentes viene dado por

Fn=Gl g—f (2.24)



En tanto que para la evaluacién de las contribuciones a matriz de rigidez tenemos:

-parte material

Koy = GT H"l/ PI'B,d4 =cGTH'G (2.25)
A

-la parte geométrica es idéntica al caso anterior, ecuacién (2.13).
2.2 Comportamiento membranal en coordenadas convectivas

En muchos casos resulta més sencillo trabajar en un sistema de coordenadas naturales
no cartesiano ¢ 7 (o ¢1,¢2) (identificaremos con ( ) las magnitudes expresadas en el
sistema natural de coordenadas). Las deformaciones en el sistema convectivo se expresan
como

(e - prg — ol - o)

€ge
e'(w) = | en | = | 2(er -0y — 0 - 1) (2.26)
25y (prg - o1y — Pl - 01

que se relaciona con las deformaciones en un sistema cartesiano local (elegido
arbitrariamente) mediante

e =J13T o ¢ =337 (2.27)

donde J es la matriz jacobiana de la transformacién en cada punto.

Ozg
¥

9¢a
Ozq

las medidas de tensién se obtienen a partir de la condicién de que son conjugadas de

las deformaciones en la-expresién de la potencian’ : ¢/ = 1 : ¢

=333 o & =3Tgay! (2.29)

A partir de la expresién (1.29.a) y de (1.30) puede escribirse la relacién constitutiva
inversa en coordenadas convectivas



(@7 —va o) + 1+ @ 20{Dal)

1 (al9)? 203 )

Eh
2[(1 + V)ag(;) a.gg)

_ +(1—v) (@D ]

Simétrica

(2.30)

En el caso de no linealidad en el comportamiento material (plasticidad) en cada
punto de integracién es necesario transformar los esfuerzos a una base cartesiana para

comprobar las condiciones (1.32) por lo que no resulta ventajoso trabajar en el sistema

convectivo y conviene definir en cada punto un sistema cartesiano local desde el inicio

del célculo y medir deformaciones y esfuerzos directamente en él.
2.2.1 Formulacion ezclusivamente en desplazamientos

La energia interna de membrana se escribe

1 1
B, = —/ ﬁTedA:—/ 2T ¢ dA
2 Ja 2 Ja

(2.31)

La contribucién de los términos de membrana a la ecuacién de equilibrio global

resulta de tomar la primera variacién de (2.31)

6, = / 2T ' dA
A

Sl = / B'L i da
A

con
N,é (p/€
B"']_—n = N,{] (PI77
N,‘g (p/n + ]V,‘l;7 (‘OIE
~/ — CI 6’

La contribucién de la parte membranal a la matriz de rigidez resulta

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)



-parte material

K - /A BT ' B d4 (2.36)
-parte geométrica
& ptn) [Ny
I1J I I n n I3
Kne = /A [N,g ) N,n] . {n&] nfmJ . [N,J dA 13 (2.37)
n

Es muy conocido que los elementos isoparamétricos de geometria inicial curva
bloquean membranalmente cuando se formulan directamente en desplazamientos;
para solucionar este problema se han propuesto dos posibilidades: (i)formulacién en
deformaciones impuestas (ii)formulacién en esfuerzos impuestos.

2.2.2 Formulacion en deformaciones impuestas

Se propone una variacién lineal en ambas coordenadas naturales para las 3
componentes del tensor de deformacién en el plano (eces €nmy 2e¢n )

aq

—1 R L& @1
E&n) = |em | = 1 ¢ . = A(¢,7) « (2.38)

266.,7 1 .f n a]

donde los coeficientes «; se eliminan evaluando componentes del tensor de deformacién
en puntos elegidos.

€ = Qu (2.39)
de donde
a=Q 1z (2.40)
y finalmente
&' = A(¢,n)Q e =P(¢,9)2 (2.41) .

Para un material eldstico lineal la ecuacién constitutiva, que relaciona estas
deformaciones con sus esfuerzos asociados, se escribe



i = C'# (2.42)

de tal forma que

1 1 |
O = 3 a7l & dA = 5 eT / PT(f,n) CP(,n)dA e
1 (2.43)
=3 eTHe
La contribucién a la ecuacién de equilibrio es
1 7 .
8L, = 5 & H é¢ (2.44)
llamando
B =HE (2.45)
con
NN
s¢ =Y Blsul = BsU (2.46)
I=1
resulta
§m = BT B éu (2.47)

La segunda variaciéon proporciona la matriz de rigidez tangente de membrana
A(8IL,) = ABT) B 6u + BT A(B 6u) (2.48)
el primer término (parte material) contribuye con

AB = HA: = HB Au (2.49)

kK = @HT B’ (2.50)

el segundo término (rigidez geométrica) se puede escribir



KmG = Z [Nll N/z ] [n12M nZZM] [NI_QM} 1g (2.51)
M=1

donde M = 1, 3 son los puntos de evaluacién de las deformaciones.
8.2.3 Formulacidn en esfuerzos itmpuestos
Es completamente similar al elemento plano, pero ahora los polinomios interpolantes

se expresan en coordenadas naturales

Usando un principio variacional de Hellinger-Reissner, la energia membranal puede

escribirse
Iy, = / [—% T ¢ 1a + aTe | da (2.52)
llamando
H = / pl c'-1pda (2.53)
b = B'méu (2.54)
Nig ¢
B = NE o, (2.55)
N,IE Qi+ N,{) Pie
G = / PT B, dA (2.56)
resulta
p=H"1[PT¢ da (2.57)

y la contribucién a la ecuacién de equilibrio es

M, = GT B (2.58)



todo esto en forma idéntica al elemento plano; la evaluacién de la matriz de rigidez
también se realiza en forma similar al elemento plano. Resulta importante hacer notar
que para la evaluacién de la matriz H la matriz C~! se evaltia sélo una vez en el centro

del elemento (f, 7).

2.3 Comportamiento flexional

El comportamiento flexional est4d formulado exclusivamente en desplazamientos en

la forma estandar. Para el caso de coordenadas cartesianas la contribucién de los

momentos a las ecuaciones de equilibrio es
/ mléy dA
A

Explicitando la (1.10) y expresindola en forma de vector

K11 tll L (,0/1
K(U) = K929 = tlz * (‘0/2
2K12 (b1~ pra + trg - 1y)
h2
m=Dx" D=-C

La contribucién a las ecuaciones de equilibrio se escribe

suT / Bim d4
A

donde
tllNlIl P Nll:'l
BsU! = t,zN,I2 sul + iy N A’ 51t
tlzN + t’lNé (plzN + (,0/1 N,'li

Las contribuciones de la parte flexional a la matriz de rigidez resultan

-parte material

Ky = /AB{ D., By dA

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

Siendo Dep el médulo tangente elastoplastico que, como se indicara antes, acopla

todos los esfuerzos.



-parte geométrica

sUT K, AU :/ A(By 6§U) m dA (2.65)
A
mll 121 [N
K;) = [NL, N4 [mIZ mzz] . N}] (2.66.a)
L%
K{j —nm- NI t7 o 67 .1, (2.66.b)
N{ t7 @iy + Nj t7 - 11 ]

dA (2.67)

En el caso de coordenadas convectivas, el tratamiento es completamente similar. Los
cambios a introducir son los siguientes:

-las derivadas en vez de realizarse respecto a las coordenadas cartesianas locales x;
y X se realizan respecto a las coordenadas naturales £ y 7

-se remplaza la matriz de elasticidad C por la C' definida en (2.30).
2.4 Tratamiento del corte transversal

Para el tratamiento del corte transversal se usa un método de deformaciones
impuestas, dicho método se basa en la utilizacién de en un funcional del tipo Hu-
Washizu. La metodologia utilizada sigue los razonamientos del procedimiento general
descripto en la Ref.[7].

2.4.1 Elementos triangulares (cuadrdticos)

Las deformaciones se expresan en coordenadas naturales y se interpolan bilinealmente
en coordenadas naturales en el elemento.

aq
P R TR v
ag

Interesa relacionar los coeficientes de «; con deformaciones de corte en los lados del
triangulo. Exigiremos que la deformacién de corte tangente al lado varie linealmente a



lo largo del mismo. Elegiremos para ello 2 puntos en cada lado, correspondientes a los
puntos de Gauss de un elemento unidimensional (?_/—% , %)

Evaluando A en los puntos elegidos y proyectando en la direcciéon tangente en cada

lado
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invirtiendo la relacién podemos expresar los coeficientes «; en términos de las
deformaciones de los lados

a=P7 15 (2.71)
de donde
Y =APly=apPiTH (2.72)

donde T es la matriz de cosenos directores que permite expresar las deformaciones

tangentes en términos de las deformaciones en las direcciones convectivas y a = 32é
— 1 O -

T = (2.73)
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Las deformaciones en coordenadas cartesianas se obtienen ficilmente

5 = [zﬂ =J VY =3tapiTy (2.75)

donde podriamos haber reemplazado



sin embargo esto ultimo no resulta necesario ya que es mas sencillo evaluar en los puntos
de muestreo directamente las deformaciones en el sistema natural.

La energia por corte transversal puede escribirse
1
I = — 9 Ds~ydA (2.77)
A2

donde a partir de (1.29.b) suponemos la siguiente relacién constitutiva que relaciona las
deformaciones de corte en el sistema cartesiano con los esfuerzos de corte transversal ¢

Ds=xGh [(1) ;’J (2.78)
luego
q = Ds v (2.79)
Reemplazando (2.75) en (2.77) tenemos
I, = /A% FT TP T ATI TDI AP TS da
= % ¥T T P‘T/A AT TpgladapiT]y (2.80)
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En el caso de elementos planos y si consideramos linealidad material D; puede
integrarse en forma explicita dado que el jacobiano es constante (para elementos
inicialmente curvos es necesario integrar numericamente). Resulta entonces
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q=Ds7 (2.82)

De (1.9) y (1.12) las deformaciones de corte son

b 1] =
7 [’Yn}

La contribucién a las fuerzas internas (Fs) se obtiene al tomar la primera variacion

de (2.81)

(2.83)

t-cplf—to-gopf
tepm —t0 gl

suT F, = ()7 q (2.84)

§7 = B, 6U (2.85)

dada la forma de la matriz T la matriz Dg resulta con 4 filas nulas (y sus
correspondientes columnas) por lo que puede reducirse a una matriz de 8 X 8. Por
esta razén interesan sélo 8 de los valores de 4’ y en consecuencia B, también tendra 8

filas.

nl 1 2 3 3 4 4 5 6
B; = [Bsf Bsf Bsf BST] Bsf Bsn Bs17 Bsn] (2.86)

B I
Bl sU! = [fo t, N g AI] ; [g,‘rll] (2.87)
I oyl I I +1 sul
BLsul = [Nt , N, A ]« g (2.88)
Las contribuciones del corte transversal a la matriz de rigidez son:
-Parte material
Ks — BZ" I_)S Bs (2.89)

-Parte geométrica
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Para el caso de elementos triangulares lineales o cuadraticos incompletos, se considera
un valor de la defomacién tangente al lado constante en cada lado, dicho valor se toma
como el promedio de los valores usados para muestreo. Bajo esta condicién algunas
operaciones pueden realizarse en forma explicita como veremos en detalle al discutir los
distintos elementos.

2.4.2 Elementos cuadrilteros (bilineales)

Para evitar el bloqueo por cortante se trabaja con deformaciones de corte impuestas
al igual que en los elementos triangulares. La formulacién sigue los razonamientos del
subapartado anterior (2.4.1) y puede encontrarse en [3,7]. En este caso las deformaciones
de corte tangentes al lado, que coinciden con una coordenada local, se suponen
constantes en el lado, lo que implica a su vez una variacién lineal en la otra coordenada
natural. Se utilizan entonces 4 puntos de muestreo que se eligen en la mitad de cada
lado. Esto puede resumirse de la forma:
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donde (¢,7) son las coordenadas locales del elemento cuadrilitero
— 31 -1 —!
y=J " 4=J P 5 (2.93)

sustituyendo en (2.77) e integrando resulta

1
I, = —:,’T/PT I TD,J'Pdaqy =

5 ¥T D, ' (2.94)
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usando (2.81)-(2.85), (2.87)-(2.91) y en lugar de (2.86),



rT A B C D
BT — [ B4 BIZ B BD ] (2.95)
| podemos evaluar las contribuciones del corte transversal a las ecuaciones de equilibrio
y a la matriz de rigidez.

En el caso de procesos elastopldsticos, en vez de plantear el principio de minima
energia potencial total, se parte directamente del principio de trabajos virtuales, en tal
circunstancia no resulta de interés el uso de la matriz D para el célculo de q. El vector
q se calcula a partir de los valores de los esfuerzos de corte transversal en los puntos de
integracién (que satisfacen el criterio de fluencia) mediante la expresion

g=17 p7T / AT 3 T qda (2.96)
A

3- PROCESO DE SOLUCION

En el apartado anterior se han obtenido las diferentes contribuciones a las ecuaciones
de equilibrio del sistema utilizando ya sea el principio de minima energia potencial total
o el principio de trabajos virtuales, que resulta mas conveniente en el caso de materiales
elastoplasticos.

Sumando las diferentes contribuciones (membrana, flexién y corte) sobre toda la
malla de elementos finitos se llega a un sistema de ecuaciones no lineales con los
desplazamientos (y rotaciones) nodales como incégnitas. Una vez establecidas las
condiciones esenciales de contorno (desplazamientos prescriptos) el sistema puede
escribirse como

g(U)—f=0 (3.1)

siendo g(U) el vector de fuerzas internas nodales equivalentes, que genericamente se
escribe como

g(U) = /A BT sdA (3.2)

Normalmente resulta de interés evaluar el comportamiento del sistema estructural
bajo valores crecientes de las solicitaciones (cargas o bien desplazamientos conocidos).
Para ello a partir de un punto de equilibrio conocido (en general la estructura
descargada) se procede a la solucién del sistema de ecuaciones para diferentes estados
de solicitacién que quedan definidos por el vector f funcién generalmente lineal de un
factor de carga o pardmetro de control A .

La solucién de esta secuencia se realiza utilizando el método de Newton-Raphson,
para lo cual resulta necesario derivar las ecuaciones de equilibrio a resolver respecto a las



incégnitas del problema (U). Usualmente se denomina matriz de rigidez tangente a esta
derivada, la que puede obtenerse sumando las distintas contribuciones de las matrices
elementales de rigidez descriptas en el apartado anterior.

9g(U)
U

= K(U) =K, + K + K, (3.3)

Para un valor dado de t+4¢t), (con t el Gltimo paso calculado y At el actual incremento)
el método de Newton-Raphson propone que los desplazamientos actualizados sean
(itera'cién de equlibrio k£ + 1)

t+AtUk+1 _t+At Uk B [K(t+AtUk)]—l{g(t+AtUk) o f(t+At/\)} (3.4)

El proceso iterativo se detiene cuando el residuo de las ecuaciones de equilibrio sea
suficientemente pequefio (medido segiin alguna norma conveniente) o que el incremento
de los desplazamientos entre iteraciones sea también pequeiio.

Resulta importante destacar que, si bién en las formulaciones utilizadas se han
considerado los esfuerzos y deformaciones como incégnitas al usar funcionales de dos
campos (Hellinger-Reissner y Hu-Washizu), tales incognitas han sido eliminadas a nivel
elemental y las ecuaciones globales quedan sélo en términos de desplazamientos.

4- ELEMENTOS DESARROLLADOS

A continuacién se presentan las caracteristicas de los elementos desarrollados e
implementados en el programa de elementos finitos de propésito general OMEGAS.

4.1 Tridngulo subparamétrico de seis nodos
4.1.1 Geometria inicial

La geometria inicial es plana de borde rectos, definida a partir de los nodos vértices,
en tanto que los nudos medios estdn situados a la mitad de los mismos en la geometria
indeformada, lo que implica que si se elige un sistema cartesiano sobre el plano de la
lémina, el tensor métrico inicial resulta la identidad y la matriz jacobiana es constante
en todo el elemento. Esto dltimo, en el caso de material lineal elistico dentro de una
formulacién lagrangeana total, permite realizar algunas integrales en forma explicita.
El campo director inicial est4 definido en los seis nodos por lo que las curvaturas y
distorsiones iniciales no son nulas

3
=3ty d=1-t-9,¢ 0 (4.1)
I=1
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=3 n] = (4.2)
I=1

donde (pg y t? son las coordenadas y directores en los nudos, ¢! son las coordenadas

triangulares de drea, las V I son las funciones de forma cuadraticas y ¢ es la posicién de
la superficie media. Los desplazamientos de la superficie media se proponen de variacién
cuadrética (lo que convierte al elemento en subparamétrico)

6

u=>" Nl (4.3)

I=1

Figura 2. Elemento triangular plano de seis nodos.
(a) Grados de libertad. (b) Puntos de evaluacién del corte ~

Uno de los problemas a resolver es la determinacién de §t , de A(6t) y de sus derivadas
respecto a las coordenadas naturales. En cada punto debe satisfacerse que t - At = 0.
Esta condicién puede ser relajada y es suficiente con satisfacerla en los nodos, lo que
permite expresar

6
At=) NIAt (4.4)
I=1

y una expresién idéntica para la variacién §t que también puede expresarse como
ft =60 xt (4.5)

donde 860 queda definido univocamente por (4.5) y por la condicién adicional



§0-t=0 (4.6)

porlo que §t, §0,t son mutuamente ortogonales. Siendo t un campo vectorial de longitud
unitaria, en cada punto la variacién del director queda restringida al plano normal
al mismo, por lo que alcanza con dos variables para definirla, estas variables pueden
asociarse con el plano 1-2 mediante la transformacién.[1 5]

ot = A 6T

(3x1) (3x2) (2x1)

(4.7)

donde A son las dos primeras columnas de la matriz de transformacién del sistema de
coordenadas local al sistema de coordenadas global. Esta matriz de transformacion ha
de calcularse en cada instante ya que es funcién de la direccién del director t en la
posicién deformada. La expresién (4.5) permite evaluar correctamente A(6t)

A(6t) = 60 x At = 60 x (A8 x t) .
— (80 - AB)t = —(8t - At)t = —(5T - AT)t (4.8)

Como aproximacién conveniente resulta suficiente utilizar (consistente con la
aproximacién introducida en (4.4) )

6
A(st) = -y NI (611 AT (4.9)

=1

La geometria actualizada en funcién de esta descripcién de los desplazamientos
resulta en el instante k£ 4+ 1

oFt1 = o0 4 uFH (4.10)

sinl|Ath]| g

£B+) = egp L [AH] = cos|| AtE||tF +
t | AtE]

(4.11)

Adviertasé que AtF mide la variacién desde el incremento k al k + 1. La expresién
(4.11) se utiliza para la actualizacién de los directores en los nudos los que luego se
interpolan usando una expresién idéntica a (4.2) para la obtencién del director en un
punto cualquiera.

La posicién de un punto cualquiera fuera de la superficie media queda definida por
su distancia ( a la misma (_Th <(¢< %) medida sobre el director (no necesariamente
normal a la superficie media, atin en la geometria inicial), siendo h el espesor de lamina



X¢,6m) = e(&n) + ¢ t(&n) (4.12)

4.1.2 Sistema local de coordenadas

En principio cualquier sistema de coordenadas locales es vélido, sin embargo para
una correcta visualizacién de los resultados es necesario que la direccién de accién
de los esfuerzos sea facilmente identificable e independiente de las conectividades del
elemento, y que en lo posible los sistemas de coordenadas elementales y nodales sean
lo mas parecidos posible, para que haya correspondencia entre los valores gaussianos
y los nodales obtenidos mediante suavizado. Por otro lado, siendo el elemento plano,
la geometria estard representada por superficies planas, pudiendo presentar quiebres
importantes (reales o de discretizacién).

Se ha optado por el siguiente sistema: definir el eje x; local como la interseccién
del plano del tridangulo con el plano X; — X, global, y la orientacién del mismo se fija
obligando al eje x3 local a tener proyeccién positiva sobre el eje X3 global (Figura 3).
En el caso particular de que el plano del tridngulo coincida con el eje X1 — X global,
las direcciones locales y globales se hardn coincidir.

0 0 0 0
g1 =¥ —¥1 g2 = ¥3 — ¥ g3 =81 X g2

Ry = B lgsll = J® = 2 x érea elemental
llesll
(4.13)
x1 = (—(z3)2, —(23)1,0) normalizado
x2 = (—(=3)1(z3)3, —(:03)2(:1:3)3,((1:3)% + (2:3)%)) normalizado
la matriz jacobiana J resulta
9z 9z
| o o¢ | _ |81°X1 81-X2
_[a_zl a_zz]—[gz-xl or - xg (4.14)
on Jon

4.1.3 Comportamiento membranal

Se han desarrollado tres variantes de este elemento. El primero corresponde al usual
de desplazamientos impuestos (apartado 2.1.1) y se lo ha denominado T6SD (Tridngulo
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Figura 3 Sistema local de coordenadas cartesianas en tridngulos

de 6 nodos Subparamétrico en Desplazamientos). Las otras dos variantes corresponden
a la formulacién mixta (apartado 2.1.2), donde se interpolaban esfuerzos.

En el caso de la formulacién mixta los esfuerzos membranales se expresan en funcién
de nueve parametros §; y de las coordenadas z; locales

n="P(zq,z9)-8 (4.15)

Se han propuesto dos matrices interpolantes P

-Modelo Hibrido 1

B1

2
1 z3 =z zj

n
722 | = 1z 22 o | P2 (4.16)
7l? —T2 —z7 1 ﬂg
de tal forma que se satisfaga
12, 222 (4.17)
iy + Ny =
-Modelo Hibrido 2
~11 1w o B1
722 | = 1 21 z | P2 (4.18)
~12 . 1 2 1 “oe )
n ¢ =
1 2 ﬂg



En ambos casos las coordenadas =1 y =9 se miden segin el sistema cartesiano local
a partir del baricentro del elemento

IR el g e
z9 Torg Tl 7= ﬁ n—

(4.19)
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En el caso de los modelos hibridos la matriz H puede evaluarse en forma explicita
dado que el jacobiano es constante, lo que puede hacerse al comienzo del proceso no
lineal; en el caso de no linealidad del material, la matriz H tiene que ser calculada en
cada paso.

Para la evaluacién por integracién numérica, el modelo hibrido 1 necesita 4 puntos
de integracién en tanto que el Hibrido 2 y el modelo en desplazamientos requieren sélo

3.
4.1.4 Comportamiento flezional y corte transversal

En cuanto al comportamiento flexional y de corte corresponde al de los subapartados
(2.3) y (2.4.1) respectivamente. En el caso del corte transversal, siendo el jacobiano
constante, la matriz Dy (ec.(2.80)) puede integrarse en forma explicita.

4.2 Tridngulo isoparamétrico de seis nodos

La diferencia principal entre este elemento y el anterior es que aqui la geometria
inicial de la superficie media queda definida por los seis nudos, y en consecuencia puede
ser curva.

6
e =S N(¢,n) PO (4.20)
I1=1

Por razones de conveniencia las ecuaciones se expresan en coordenadas naturales
(convectivas). Para el postproceso (y en caso de no linealidad material) es necesario
evaluar los esfuerzos generalizados en un sistema cartesiano ortogonal; para la definicién
del mismo en cada punto se sigue el criterio definido en el elemento plano. Las

transformaciones del sistema natural al cartesiano se realizan mediante las expresiones
(2.27)-(2.29) mas la siguiente:

q=3"4 (4.21)



4.2.1 Comportamiento membranal

Dentro de las versiones implementadas la primera corresponde al caso estandar de
desplazamientos impuestos (seccién 2.2.1) y se denomina T6ID. Sin embargo es sabido
que los elementos de geometria inicial curva formulados en desplazamientos presentan
problemas de bloqueo membranal en mallas gruesas. Con el objeto de aliviar este
problema y mejorar el comportamiento del elemento se han intentado otras variantes, las
cuales se basan en formulaciones de esfuerzos impuestos (seccién 2.2.2) y deformaciones
impuestas (seccién 2.2.3).

Para el caso de esfuerzos impuestos se han usado las mismas formas polinomiales de
los elementos T6SH1 y T6SH2 pero expresados en coordenadas naturales

(i) T6IH1
fige 1 & 7 7200 0 0 0 gl
g =19 0 0 0 1 ¢ ¢ 77’, 0f- _.2_ = P({n) B (4.22)
Tgn 0O - 0 0 0 0 0 =¢ 1 By
(i) T6IH2
g 1 ¢ o0 0 0 0 0 0 gl
Aim|=10 0 0 1 ¢ 4 0 0 o0|-|"%| = P(n)B (4.23)
en 0 0 00 0 0 1 ¢ o ﬂ
9

Notar que, debido a la curvatura del elemento y al trabajar en coordenadas naturales,
el caso (i) no satisface las ecuaciones homogéneas de equilibrio, por lo que no parece
presentar ventajas esta variante. Las coordenadas ¢/ 7' se miden a partir del baricentro
del elemento

¢ =¢-¢ o9 =n9-73 (4.24)

con

- (4.25)

En lo referente a deformaciones impuestas, es necesario definir qué deformaciones
(puntos de muestreo) han de utilizarse para determinar los coeficientes «; (ecuacién
2.39). Se han intentado dos variantes en la eleccién de los puntos de muestreo



(i) T6IA1, evaluar las tres componentes en los nudos vértices del tridngulo, en tal
caso puede escribirse directamente

£¢e ¢ & _Egn

2ec) ¢ € n 3 (4.26)

= P({,n) €

(ii) T6IA2 evaluar la deformacién en la direccién tangente al lado en los mismos
puntos que se evalia la deformacién de corte transversal (6 medidas de deformacién),
mas las tres componentes evaluadas en el centro del elemento. Utilizando la expresién
(2.38) podemos escribir
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con A= (1-1/v/3)/2y B = (14 1/+/3)/2. De aqui podemos eliminar los coeficientes
a; y expresar las deformaciones en términos de las deformaciones en los puntos de
muestreo. '

e =AQ 'B8=P(,n)e (4.28)

siendo por ejemplo para el caso (i)



entonces §(&) resulta
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4.2.2 Comportamiento flezional y corte transversal

(4.29)

(4.30)

El comportamiento flexional estd formulado en desplazamientos impuestos al igual

que el elemento anterior, la diferencia radica en que, al igual que la parte membranal,
esta definida en coordenadas naturales.

El tratamiento del corte transversal es tal cual ha sido explicado en el subapartado

4.3 Tridngulo isoparamétrico de tres nodos

4.3.1 Geometria

El elemento es plano, la geometria inicial estd definida por

(2.4.1), formulado en términos de deformaciones en el sistema de coordenadas natural.
Lo tnico que resta decir es que al no ser constante la matriz jacobiana no es posible
realizar en forma explicita la integral indicada en (2.80).



3
ol =" ¢l ! (4.31)
I=1

e+

3
£ = Iyl = 4.32
2 Il (4:32)

[l

Los desplazamientos de la superficie media se interpolan también linealmente por lo
que el elemento es isoparamétrico

3
u=>Y ¢ uf (4.33)
I=1

En cuanto al campo director, no es suficiente con una interpolacion lineal ya que en
tal caso el elemento bloquearia por cortante en el andlisis de laminas delgadas[8 . Por
ello se han agregado grados de libertad jerarquicos (61) en cada lado cuyo objeto es
mejorar la interpolacién del campo director en la geometria deformada

6

3
t=) e+ nlole! (4.34)
=1 I=4

NY son las mismas funciones de interpolacién cuadratica usadas antes y 6 el grado de
libertad jerarquicos sobre el lado. En el analisis lineal de placas los vectores el coinciden
con la direccién del lado,® lo que permite interpretar los valores 6 como las rotaciones
de la normal en la direccién tangente al lado. Para mantener esta idea en el analisis no

lineal de ldminas aqui se ha propuesto que los vectores el sean

et = (p? +t) - (p' +t!)
e’ = (¢ +t°) — (9% + t7) (4.35)
e® = (p! +t1) = (p* +t°)

que es necesario actualizar en cada paso de calculo, lo que asegura la suavidad del campo
director a lo largo del lado pero complica un poco la formulacién. Como se indica en [8]
es necesario orientar cada lado del tridangulo para que quede univocamente definido el
sentido de giro de 6 entre elementos adyacentes, lo que se logra orientando el usando
la numeracién global de los nudos en cada lado. En la fig.4 se muestran los grados de

libertad del elemento.



Figura 4 Tridngulo de tres nodos y grados de libertad jerarquicos

4.3.2 Comportamiento membranal

El comportamiento membranal se formula en términos de desplazamientos impuestos
y corresponde al tridngulo de deformaciéon constante, por lo que sera necesaria una
importante discretizacién en casos dominados por significativos gradientes en los
esfuerzos membranales. Por otro lado debido ala simpleza del elemento la determinacion
del vector de fuerzas residuales y la matriz de rigidez pueden realizarse en forma explicita
o con un tnico punto de integracién (ecuaciones 2.7, 2.11 y 2.13 del subapartado 2.1.1).

4.3.3 Comportamiento flezional y tratamiento del corte

Debido a los grados de libertad jerarquicos se complica un poco la determinacién de
§t , A(8t) y sus derivadas respecto a las coordenadas naturales. Tomando directamente
variacién de (4.34) tenemos

3 6
st = ¢lstl + S NI [591 el 4o 5eI] (4.36)
I=1 I=4

con



sel = 6(p7 — ¥ +t7 —t%) (4.37)

donde K y J son los nudos anterior y posterior del lado I respectivamente. Esta expresion
asegura que t{ . 6t = 0 en los vértices, pero no en el resto de los puntos. Por otro lado
recordando (4.5) podemos obtener una expresién similar a (4.9)

A(6t) = ZNI (G - Amipt }:NI ol
I=1
+ A AT — KKATK)5OI+(5<p —spX + A sT7 — AESsTE) A6

(4.38)

En cuanto a las derivadas de §t y A(6t) las obtendremos derivando las expresiones

(4.36) y (4.38)

Z i AT ST 4 Z NE [T 567 + sl ‘ (4.39)
I=4
A(6tiy) = ZN, (61! - ATt ZN, [ef667 + 6el) (4.40)
I=1 I=4

La evaluacién de la parte flexional sigue los lineamientos descriptos en el subapartado

2.3 (ecuaciones (2.59-2.67))reemplazando alli las expresiones (4.36-4.40).

En lo que se refiere a la formulacién de la energia de corte en términos de
deformaciones impuestas se utilizan las mismas ecuaciones que para el elemento de
seis nodos (seccién 2.4.1), reemplazando alli (4.36) y (4.38). La otra diferencia resulta
del ntimero de grados de libertad en este elemento, que hace necesario disminuir la
cantidad de puntos donde se evalian las deformacién de corte, para satisfacer el test de
la parcela generalizado.” En los elementos anteriores se utilizaba una variacién lineal de
la deformacién a lo largo del lado; en este caso la deformacién habra de ser constante.
El valor de esta deformacién se obtiene como el promedio en el lado, que se calcula como
la integral numérica de la deformacién en la direccion tangente a lo largo del lado, que
a los fines practicos resulta el promedio de las deformaciones evaluadas en los mismos
puntos de muestreo que los elementos anteriores (ver Fig.4). Es decir

1 1
7tII 2o 1 1 !
HIT | = 11 .5 (4.41)
1117 11
Tt 2 2
donde 7’ , %H . %I IT 5on las deformaciones tangentes en los lados y ' ha sido definido

en (2.74).



4.4 Tridngulo lineal no conforme

4.4.1 Geometria

P

Figura 5 Tridngulo de tres nodos lineal no conforme

La posicién de la superficie media estd definida por las coordenadas espaciales de los
tres vértices del triangulo, por lo que el elemento resulta plano y su comportamiento
membranal idéntico al elemento anterior, esto es al triangulo de deformacién constante.

3
90(0) _ Z ¢l (p(O)I (4.42)
I=1
3 3
by = Zfl tol — Z)EI(SO(O)I + tul) (4.43)
=1 I=1

El campo director se interpola linealmente a partir de los directores a la mitad de

cada lado (ver Fig. 5) -
6
t=Y NE (4.44)

siendo las funciones de interpolacion



Nt=1-2¢
N®=1-2¢ (4.45)
N6 =1_2¢

Definido el campo director de esta forma, es ficil ver que no satisface continuidad a
lo largo de todo el contorno entre elementos sino sélo en la mitad de cada lado por lo
que el elemento es no conforme.

La variacién del campo director es simplemente

6 6
st= " N¥esth =Y NERK gTK (4.46)
K=4 K=4
Por otro lado
6
Aty =— > NE@tK . ATE) ¢K (4.47)
K=4

En cuanto a las derivadas de las dos tltimas expresiones son sencillamente

Z NERK g7k (4.48)
6
A(btig) =— Y NE(stE.ATK) ¢& (4.49)
K=4

4.4.2 Comportamiento flezional y tratamiento del corte

Dada la linealidad de la interpolacién del campo director, el elemento resulta de
curvatura constante. Las contribuciones de la parte flexional a las fuerzas residuales y
a la matriz de rigidez se obtienen reemplazando las expresiones (4.46-4.49) en las del
apartado 2.3. Siendo las curvaturas (y los esfuerzos) constantes es suficiente utilizar
un dnico punto de integracién para la correcta evaluacién de las fuerzas residuales y la
matriz de rigidez, lo mismo que para las contribuciones membranales.

En cuanto al corte transversal, siguiendo los razonamientos del subapartado 2.4.1
pero exigiendo ahora que las deformaciones de corte transversal tangentes al lado sean
constantes, es posible expresar las deformaciones de corte transversal en la forma:



v
y =31tz o 7 —3 1A% (4.50)
7

£ =£ 1=¢§
donde
4
7‘; prg -t . _
77 = 04 = ((P/f — (p/.,7 -t (451)
6 6
v Pyt

La contribucién a la ecuacién de trabajos virtuales resulta

Fs:/BZ’qu:BZ’/ATJ—quA:BZ"q (4.52)

A A

donde
Nyt* sul , At §T?

B, §U = (N,If—N,‘;)t5 sul 5 ((,mf—(p/,ll_is 5T (4.53)
N,Int6 sul , (p/nz_is 618
q= / AT Tqda (4.54)
A

En el caso elastico, la ultima integral puede integrarse en forma explicita si se
reemplaza

q=D,J'A%5 (4.55)

4.5 Elemento isoparamétrico de cuatro nodos

Ademas de los elementos triangulares se ha implementado una versién simplificada
del elemento cuadrildtero de cuatro nodos desarrollado por Simo et al.3

4.5.1 Geometria

La geometria del elemento esta definida por funciones de forma bilineales, tanto para
la posicion de la superficie media como para la descripciéon del campo director.



4
o0 = ZNI(f,n)fpfrO) (4.56)

I=1
4
¢ = S (e, il (4.57)
I=1

(0)

donde ¢y t(IO) son respectivamente la posicién de la superficie media y el director

en los nodos del cuadrildtero, y las NI(f,n) son las funciones de forma que para cada
nudo (de coordenadas (fI,nI)) se escriben!®

N(g,n) = %(1 + ey +anh) (4.58)

Observar que no se normaliza el campo director, por lo que sélo en los nodos
se satisface la condicién de que éste tenga modulo unitario. Esta es la primera
simplificacién que se ha realizado respecto del elemento presentado en (3], la que no
tendra influencia significativa en caso de mallas finas pero si en el caso de mallas gruesas
con grandes curvaturas, presentando un comportamiento ligeramente mas flexible.

A 3
e
,]
of | 5 [w,AT)
: ° M
1 2

Figura 6 Elemento cuadrilatero de cuatro nudos

Los desplazamientos de la superficie media y los incrementos en el director se
interpolan usando las mismas funciones bilineales (en la Fig.6 se muestran los grados

de libertad utilizados)

4
u= Z NI(f,n)uI (4.59)
I=1



4
At =" NI(g,n)At (4.60)
I=1

La geometria actualizada se obtiene usando la expresién (4.10) para la superficie
media y la (4.11) para el campo director en los nodos los que luego se interpolan en el
interior del elemento usando una expresién similar a (4.57)

4
o1 = 3 N, ) (D + ub ) (4.61)
I=1
4
L = 5 N (g, ) ¢t (4.62)

I=1

Para la eleccién del sistema de coordenadas locales se ha optado por el siguiente
esquema; en cada punto de interés

(i) x3 queda definido por el producto vectorial de los vectores definidos por (p,(g) y

ory)

(i1) x1 resulta paralelo a (p,(fo)

(ii) xg resulta del producto vectorial x3 con x;
4.4.2 Comportamiento membranal y flezional

El comportamiento flexional y membranal estd formulado en forma estandar en base
a los campos de desplazamientos impuestos (ver subapartados 2.1.1 y 2.3), en tanto
que la formulacién del corte transversal ha sido detallada en el subapartado 2.4.2.
Las deformaciones y esfuerzos generalizados se evalian en el sistema de coordenadas
local definido en el subapartado anterior. Esta formulacién membranal presenta
alguna desventaja respecto a la formulacién mixta de [3] (especialmente con mallas
gruesas)como se vera en los ejemplos presentados en la seccién 6.

Debido a la simplificacién introducida en (4.57) y (4.62) las derivadas del campo
director se expresan directamente por

4
tig = > NIt (4.63)
I=1



5- SIMULACIONES NUMERICAS LINEALES

En este apartado se presentan los resultados numeéricos obtenidos mediante los
elementos descriptos. Para su identificaciéon los elementos se designan con la siguiente
nomenclatura:

-T6SD Triangulo 6 nodos, Subparamétrico, membrana en Desplazamientos
-T6SH1 Tridngulo 6 nodos, Subparamétrico, membrana modelo Hibrido 1
-T6SH2 Tridngulo 6 nodos, Subparamétrico, membrana modelo Hibrido 2
-T6ID Tridngulo 6 nodos, Isoparamétrico, membrana en Desplazamientos
-T6IH2 Tridngulo 6 nodos, Isoparamétrico, membrana modelo Hibrido 2

-T6IA1 Tridngulo 6 nodos, Isoparamétrico, membrana modelo deformaciones
impuestas 1

-T6IA2 Tridngulo 6 nodos, Isoparamétrico, membrana modelo deformaciones
impuestas 2

-T3IJ Tridngulo 3 nodos, Isoparamétrico, con grados de libertad Jerdrquicos
-TLNC Tridngulo Lineal No Conforme
-Q4ID Cuadrilatero 4 nodos, Isoparamétrico, membrana en Desplamientos

-Q4IM Cuadrildtero 4 nodos, Isoparamétrico, membrana en esfuerzos impuestos
(Mixto), resultados de Simo et al [2:3,5]

Todas las evaluaciones para los elementos triangulares cuadraticos y para el T3IJ
se realizaron usando 3 puntos de integracién, salvo las del modelo hibrido 1 (T6SH1)
donde se utilizaron 4 puntos al igual que en el caso de cuadrilateros. Para el TLNC
se usé un unico punto de integracién para membrana y flexién, e integracién explicita
para el corte transversal.

5.1 Andlisis de autovalores de las matrices de rigidez y test de la parcela

Se ha analizado una placa plana (ver Fig.7) sometida a fuerzas y momentos que
producen valores unitarios para los seis esfuerzos generalizados de membrana y flexién
(nll — nl2 = 22 = Rl = P12 = M?22 = 1); en las fig.8 se muestran las mallas
utilizadas para elementos triangulares y cuadrildteros. En todos los casos se reproducen

los resultados correctos.

Se ha realizado ademés un calculo de autovalores de las matrices de rigidez
elementales de los elementos que conforman la malla. A excepcion del elemento T6SH1,
todos los elementos presentan 6 autovalores nulos correspondientes a las tres traslaciones
y giros de cuerpo rigido posibles.- Los elementos correspondientes al médelo hibrido 1
presentan siempre 1 o 2 autovalores nulos mas (modos espureos de cuerpo rigido) lo
que hace que dicha versién del elemento no pueda utilizarse en mallas gruesas y que en
general su uso demande muchas precauciones.
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Figura 7 Test de la parcela

5.2 Comportamiento puramente membranal

El comportamiento de los elementos isoparamétricos de tensién plana basados en
desplazamientos impuestos es bien conocido, sin embargo resulta 1itil compararla con los
modelos mixtos basados un esfuerzos o deformaciones impuestas. El ejemplo analizado
se puede ver en la Fig.9 y corresponde a un problema con una importante cantidad de
energia de corte, donde se intenta evaluar la habilidad del elemento para distorsionarse.
En la Tabla 1 se muestran los resultados (desplazamiento del centro de la linea de
aplicacién de la carga) usando el elemento Q4ID y los obtenidos por Simo?
formulacién mixta. El mismo ejemplo ha sido analizado con elementos triangulares con
mallas obtenidas a partir de las mallas de cuadrilateros. En la Tabla 1 también se

usando una

presentan estos resultados.



(a) malla para tridngulos de 6 nodos

Y
‘i—bx

(b) malla para tridngulos de 3 nodos

4

(c) malla para cuadrildteros de 4 nodos

Figura 8. Mallas de elementos para ’patch test’

Nodos NDOF Q4IM Q4ID T3IJ T6SH1 Resto

por lado TLNC T6zzz
2 . 4 16.743 5.960 5.956
3 12 21.124 11.844 11.979 47.889 18.360
5 40 23.018 18.763 18.272 31.686 23.298
9 144 23.685 22.078 22.015 23.632 23.852
17 544 23.878 23.427 23.406 24.087 23.927

Tabla 1 Problema membranal de Cook. Desplazamiento del centro del lado

Observando la tabla puede verse que el elemento cuadrildtero mixto se comporta
mucho mejor que el cuadrildtero en desplazamientos (Q4ID), pero en general los
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Figura 9. Problema membranal de Cook

elementos triangulares cuadraticos son mas eficientes. En tanto que los tridngulos
lineales (T3IJ y TLNC) tiene un comportamiento similar al Q4ID. Por otro lado el
elemento T6SH1, si bién converge a los resultados correctos, presenta desplazamientos
excesivos para mallas gruesas.

5.3 Problema dominado por la membrana, bloqueo membranal
5.3.1 Cubierta cilindrica de Scordelis-Lo

Los elementos de geometria inicial curva presentan en general el problema de bloqueo
por membrana. Un ejemplo muy conocido utilizado para evaluar el comportamiento de
diferentes elementos es el sector cilindrico bajo accién de la gravedad que se muestra en
la figura 10. Se ha analizado este problema utilizando diferentes mallas con el objeto de
observar la convergencia de los elementos y la influencia del bloqueo membranal. En la
Tabla 2 se presentan los resultados normalizados respecto a la solucion correcta. Estos
mismos resultados se han graficado en la Fig.11.



Pared
Rigid

C.de B. en la pared u; =0, u3 =20

Carga: Peso Propio, ¢ = 0.625

Figura 10. Cubierta cilindrica de Scordelis-Lo, geometria

NDOF Q4IM Q4ID T6SH1 T6SD T6IH2 T6ID T6IA1 T6IA2

26 145.0 119.8 587.5 581.4  348.0 34.7 352.1 47.4
92 108.3 94.6 136.0 134.9 55.6 54.4 112.1 48.4
198 107.1 109.5 74.7 74.7 100.7 69.4

344 101.5 97.3 104.4 104.4 87.6 87.2 98.3 86.0
1344 100.0 99.2
2060 100.5 100.5  100.0 99.4 100.3 100.0

Tabla 2 Cilindro de Scordelis-Lo

Los resultados de la Tabla 2 pueden dividirse en dos partes, los correspondienetes
a elementos de geometria inicial plana (que incluye a los cuadrildteros en este caso)
y los de geometria inicial curva (dltimas cuatro columnas). Entre los primeros puede
notarse que a diferencia de los cuadrildteros las formulaciones en desplazamientos y en
esfuerzos inpuestos en los tridngulos dan resultados muy similares. Entre los elementos
de geometria inicial curva, puede verse como el elemento en desplazamiento bloquea para
mallas gruesas lo mismo que el T6IA2 y el elemento mixto por lo esta tiltima formulacién
no parece ofrecer ventajas en elementos triangulares. Por otro lado el elemento T6IA1
no bloquea por membrana por lo que parece ser la mejor alternativa entre los elementos
de geometria curva.

Finalmente en la Tabla 3 se muestran los resultados usando los elementos T3IJ
y TLNC que es sabido que tienen un comportamiento membranal pobre, por lo que
requiere mallas muy finas para obtener resultados dentro de una precisién adecuada.



Nodos NGDL T3IJ NGDL T31J

porlado
2x2 13 568.8 12 986.8
I x3 42 113.5 42 148.1
4x4 87 74.5 90 80.1

5x5 148 74.2 156 76.3
11 x 11 850 91.6 930 92.0
21 x 21 3300 97.7 3720 94.8

Tabla 3 Cilindro de Scordelis-Lo

En la Fig. 11 se muestran los resultados presentados en las Tablas 2 y 3.
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Figura 11. Cubierta cilindrica de Scordelis-Lo

5.3.2 Lamina curva en voladizo

Otro ejemplo muy usado para probar el bloqueo membranal es una lamina cilindrica
en voladizo sujeta a un momento flector en la punta (Fig.12). Esta estructura modelada
con s6lo dos elementos triangulares curvos debiera resultar en un estado uniforme de
flexiéon y membrana. Se ha analizado la estructura para diferentes extensiones del
voladizo (medido en términos del dngulo de abertura ¢. En la Tabla 4 se presentan



el rango de valores del momento flector evaluado en los puntos de integracién a medida

que se incrementa ¢.

¢ T6ID T6IA(1) T6IA(2)

5 0.992 1.001 1.000

10 0.878 — 0.920 1.005 0.998

20 0.408 — 0.710 1.020 0.990 — 0.996

30 0.244 —0.615 1.038 —1.048 0.978 — 0.991

Tabla 4. Momento flector m*® para diferente valores de ¢

v
R = 2540mm

L = 20mm

h = 12.7mmm

E = 310275 N/mm?
V = 03

Figura 12. Cantilever curvo bajo un momento constante

El elemento T6ID conduce al resultado correcto sélo para valores muy bajos de ¢
(menores que 5 grados). Los elementos en deformaciones impuestas dan resultados
relativamente buenos, el primero (T6IA1) presenta un comportamiento un poco flexible
en tanto que el segundo (T6IA2) es un tanto rigido. Los resultados obtenidos con el
elemento mixto T6IH2 son similares a los del T6ID.

6- SIMULACIONES NUMERICAS NO LINEALES

En esta seccién se presentan algunos ejemplos de modelado de estructuras con

comportamiento no lineal geométrico.



6.1 Columna empotrada-libre bajo carga axial

Como primer ejemplo se muestra un modelado de un comportamiento puramente
membranal. Una columna, con una imperfeccién geométrica en la forma del primer
modo de pandeo, es cargada axialmente. La discretizacion con 3 nodos en el ancho
de la columna y 21 en la longitud (20 elementos de 6 nodos, 40 de 4 nodos o 80 de 3
nodos). En la Fig.13 se muestra la configuracién deformada para un valor de 4 veces la
carga tedrica de Euler, y un grafico del desplazamiento lateral del punto del borde libre
versus el valor de la carga A obtenidos con triangulos de seis nodos. El elemento T6IA1
muestra un comportamiento un poco flexible y para A = 3.6+ se produce el colapso
de los elementos en el empotramiento. El elemento T6IA2 detecta correctamente la
carga de pandeo pero posteriormente muestra un comportamiento sensiblemente mas
rigido que los elementos en desplazamientos. Respecto a los elementos Q4ID, TLNC y
T3IJ digamos que muestran un comportamiento excesivamente rigido y no presentan
desplazamientos importantes aun para valores de 4 veces la carga de pandeo tedrica.
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Figura 13. Columna imperfecta bajo compresiéon axial
A T6SD, B T6IA1, C T6IA2



6.2 Enrollado de una viga placa

Una viga esbelta empotrada-libre es sometida a un momento flector en el extremo
libre y se deforma hasta convertirse en una circunsferencia. Para las caracteristicas
geométricas y materiales, el momento teérico necesario para llegar a una configuracién
circular es 2II. Se ha utilizado una estrategia de avance de desplazamientos impuestos
(en este caso la rotacién del borde libre) y se ha medido el momento necesario para llegar
a una rotacion de 2II, como se muestra en la Fig.14 para las modelizaciones mediante
tridangulos y cuadrilateros. Los resultados se presentan en la Tabla 5 normalizados
respecto del valor tedrico.

Q4ID TLNC T3IJ ([T6SD T6SH T6ID] T6IA(1) T6IA(2)
0.990 1.001 0.989 1.002 0.980 1.016

Tabla 5. Valor del momento para un giro de 211

6.3 Torsién de una cinta

MODEL: TORSIO DEF =1
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Figura 15. Torsién de una cinta, configuracién final

Este ejemplo muestra la capacidad de la formulacién para modelar sin problemas
grandes desplazamientos y rotaciones. Una cinta empotrada-libre estd sometida a
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un momento torsor aplicado en el centro del borde libre y se la lleva mediante 5
incrementos de desplazamientos hasta la posicién final, giro de 180°. En la Fig.15 se
muestra la configuracién final para una malla de 10 elementos triangulares de 6 nodos

(T6SD,T6SH2,T6ID,T6IH2, T6IA1,T61A2).

6.4 Lamina cilindrica bajo carga puntuai-

E = 3102.7 N/mm?
= 0.3

= 2540 mm

= 254 mm

= 12.7/6.35 mm
= 0.1 rad

D >N N

Figura 16. Limina cilindrica bajo carga puntual, geometria

En la Fig.16 se muestra la geometria de una lamina cilindrica articulada en dos bordes
y libre en los otros, bajo la accién de una carga puntual en el centro. Se han considerado
dos esbelteces (diferentes espesores) las que conducen a diferentes comportamientos de
la estructura. La ldmina mas gruesa tiene un comportamiento de punto limite con
una rigidizacién posterior. La ldmina delgada presenta también un comportamiento de
punto limite pero posteriormente presenta ademas un ’snap back’ que corresponde a un

punto limite en una componente de desplazamiento.

Para la ldmina mas gruesa se han considerado dos mallas, 5 x 5 y 7 x 7 nudos.
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0.7

1T TT L rr1rr1yrrrov|ypr1rr17 17 17 rrTd

Factor de Carga

(2)

B L

’ . T6ID
| I | | I | 1 11 T | .| | S . | 1 1 1 1§
0. s. 10. 15. 2. T, 30. - S -~ T6IA1
Desplazamiento
= —— —+ T6IA2
e—— — T6SD
o—————a Q4ID
:; L L L T rT LR LI O O | TL LS T3IJ
Mmoo —x
4
| ©— — — — - TLNC
(34
Ii
?
Vs, :
et |
£ = i
S AN L]
& ¢
5 s i (b)
& X 4
s N &
N b 4
< N
< < p
(8
g LJ
: 1
T T N Y N I B B IO . . sy B Y
0. 5. 10. 15. 20. 2. 30.

Desplazamiento

Figura 18. Lamina cilindrica bajo carga puntual, h=6.35.

a)desplazamiento del centro. b)desplazamiento del borde libre.



Los resultados usando los diferentes elementos implementados sobre estas dos mallas
se pueden ver en las figuras 17.a y 13.b; en la primera se aprecian importantes
diferencias entre los distintos elementos, sin embargo los resultados de la segunda malla
- permiten predecir que refinando la malla se convergerd al mismo resultado con los
distintos elementos. Puede observarse que los elementos Q4ID y T3IJ dan resultados
muy similares; lo mismo ocurre con las dos versiones de membrana en deformaciones
impuestas (T6IA1 y T6IA2), en tanto que el TLNC resulta resulta un poco mas flexible
que los primeros y similar al T6ID.

Para la ldmina mas delgada, en la Fig.18 se presentan los resultados para la malla
de 7 x 7 correspondientes a los desplazamientos del centro del cilindro y del centro del
borde libre. Puede notarse que los elementos Q41D y T3IJ dan resultados muy similares
y los elementos T6SD y T6ID dan resultados casi coincidentes.

7- SIMULACIONES NUMERICAS CON NO LINEALIDAD MATERIAL

En este apartado se presentan algunos ejemplos donde se ha considerado
comportamiento no lineal en el material. El objetivo es validar la implementacién
realizado y no el modelo constitutivo, lo que ya ha sido hecho en el trabajo original

(Ref.[5)).

7.1 Placa perforada bajo traccién simple
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- 36 —
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Figura 19. Placa traccionada con agujero. Geometria y material
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Figura 20. Placa traccionada con agujero.
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Como primer ejemplo se ha considerado un estado plano de tensién correspondiente
a una placa rectangular con un agujero circular bajo traccién compuesto de un
material con endurecimiento isétropo (ver Fig.19). Se ha discretizado sélo un cuarto
de la estructura debido a la simetria; para ello se han utilizado dos mallas, una de
cuadrildteros (125 elementos) y una de tridngulos de seis nodos (120 elementos). En
la Fig.20.a se muestra el desplazamiento del punto A en funcién del factor de carga A.
Los resultados con ambas mallas son coincidentes con los presentados en la Ref.[12].
En la Fig.20.b se muestra el avance de la zona plastificada para diferentes estados y la
configuracién deformada para el ultimo estado de carga

7.2 Placa cuadrada bajo carga puntual

Este ejemplo ha sido tomado de la Ref.[5], y se ha analizado considerando linealidad
geométrica y comportamiento elastoplastico perfecto. Los datos geométricos y del
material son [ = 32, h = 0.5, E = 7 x 10%, v = 0.2, k9 = 243. Debido a la
linealidad geométrica el problema resulta puramente flexional. Teniendo en cuenta la
simetria se ha discretizado en forma uniforme un cuarto de la placa con 256 elementos
de 4 nodos. En la Fig.21.a se ha graficado el ‘desplazamiento vertical del centro de la
placa en funcién del valor de la carga en tanto que en Fig.21.b se muestran las zonas
plastificadas para diferentes valores de la carga. Los resultados coinciden muy bien con
los de la referencia.

7.3 Cubierta cilindrica bajo presion uniforme

Se presenta aqui la misma estructura del subapartado 5.3.1 pero considerando
ahora no linealidad tanto en la cinematica como en el comportamiento material. Las
propiedades del material son £ = 2.1 104, v = 0, kg = 4.2, con comportamiento
elasto-pléstico perfecto y en lugar de peso propio supondremos una presion uniforme
sobre toda la superficie. Se ha utilizado una discretizaciéon uniforme de 81 nodos que
corresponden a 64 cuadrildteros o 32 tridngulos de 6 nodos. En la Fig. 22 se muestra
el desplazamiento del borde libre (normalizado respecto al espesor de la ldmina) para
ambos tipos de elementos. En la Tabla 6 se muestran los porcentajes de plastificacion
en funcién de el desplazamiento para ambas mallas.

uB/h  T6ID Q4ID
%Plast. A x 102 %Plast. X x 102
0.4 0.0 0.1285 0.0 0.1311

0.8 125 0.2039 10.2 0.2120
1.2 38.5 0.2314 56.3 0.2411
1.6 58.3 0.2343 67.6 0.2413
2.0 63.5 0.2316 72.3 0.2365

Tabla 6. Valores de plastificacién en funcién del desplazamiento
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7.4 Cilindro Pinchado

Un cilindro completo apoyado en paredes rigidas en sus extremos es sometido en
su seccion media a dos cargas puntuales diametralmente opuestas. Las caracteristicas
geométricas del cilindro son: Longitud total 2L=180, didmetro D=600 y espesor h=3.
Las propiedades del material son F = 3000, v = 0.3, kg = 24.3, «' = 50. La estructura
ha sido tomada de la Ref.5 pero aqui se ha supuesto un endurecimiento isotrépico mas
bajo. Para la modelizacién se ha discretizado sélo un octavo del cilindro donde se han
dispuesto 1024 elementos cuadrildteros igualmente espaciados. En la Fig.22.b se ha
graficado el valor de la fuerza puntual en funcién del desplazamiento radial del punto de
aplicacién de la carga. Notar que el desplazamiento maximo corresponde a un 92% del
radio del cilindro. En la Fig.22.a se muestran estados progresivos de deformacién asi
como la evolucion de las zonas plasticas. Los resultados son cualitativamente similares
a los de la Ref.[5], sin embargo puede verse una zona eldstica aislada dentro de la parte
plastica que no aparece en la referencia.

8- CONCLUSIONES

La conclusién mds importante es que todos los elementos implementados convergen
a la solucién correcta cuando se refina la malla.

El elemento T3IJ presenta un comportamiento membranal pobre (corresponde al
triangulo de deformacién constante) pero presenta un buen comportamiento a flexién.
Sin embargo debido a la interpolacién del campo director, la evaluacién de las fuerzas
residuales y la matriz de rigidez tangente resulta mas complicada desde el punto de
vista analitico. Las propiedades de convergercia no son tan buenas como en el resto
de los elementos, debido tal vez a las simplificaciones introducidas en la variacién del
campo director.
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El elemento TLNC presenta igualmente un comportamiento membranal pobre y
un buen comportamiento flexional realzado por la simplicidad de la formulacién, sin
embargo los resultados no son tan promisorios como los obtenidos para el mismo
elemento en el anilisis de placas!!.

Los elementos hibridos triangulares no presentan ventajas respecto a las
formulaciones en desplazamientos, ademds su extensién a materiales elasto-plésticos
es mas complicada por lo que no parece interesante su utilizacién.

En general los tridngulos de seis nodos son un tanto flexibles para mallas gruesas,
comportamiento ya descripto para los correspondiente elementos de placa en régimen

lineal en la Ref.[8]

El elemento curvo T6ID presenta problemas de bloqueo membranal (mallas gruesas).
Las versiones implementadas en deformaciones impuestas (T6IA1 y T6IA2) no
solucionan el problema en todos los casos. El T6IA1l presenta muchas veces un
comportamiento muy flexible y el T6IA2 muestra un comportamiento excesivamente
rigido en problemas dominados por la energia membranal.
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