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PROLOGO

En esta monograffa se presenta un nuevo método de prediceion de puntos
criticos para el andlisis de inestabilidad estructural. La formulacion gue aqui
so presenta, surge del estudio realizado en la tesis doctoral:  “El mélodo de
desplazamiento eritico en el andlisis de inestabilidad estructural”, escrita en
la Esenela de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos do la Universidad
Politéenica de Catalunia, en el ano 1996, por William Taylor Matias Silva bajo
la direccion del Prof. Eugenio Onate,

Con el método aqui propuesto, se muestra la eficiencia y la huena aproxi-
macion de los resultados mediante la simnlacion numérica de varias tipologing os-
tructurales en la prediccién de cargas eriticas de dichos sistemas, Cabe destacar
que esta linea de trabajo presenta toda su potencialidad parn continnar con
nuevos desarrollos y/o mejorar los ya iniciados en el andlisig de inestabilidad de
gistemas estructurales.

William T, M. Silva

Barcelona, noviembre de 1996






RESUMEN

Se presenta la deseripeidn Lagrangiana Generalizada para el andlisis estatico
de gdlidos con no linealidad geomdétrica. Se deseriben 1ns relaciones incremnentalos
bésicas de la cinematica, de la estdtica y del modelo constitutivo. Se obtiene la
forms mcreinental completa de lns eenaciones de equilibrio no lineales o traves
del principio de los trabajos virtuales, La discretizacion de dichas eenaciones
por el método de los elementos fnitos conduce a la obiencidn de ann exprogion
paraméirica general y no simétrica de la matriz de rigidez secante incremental,
Se oblienen formas simétricas de dicha matriz asignando determinados valores a
los pardmetros. A partir de la matriz de rigidez secante ineremental se dedice.
de forma directa, la clasica expresién de la matriz de rvigidez tangente cmpleada
en problemas no lineales,

Se formula, de manera incremental, la matriz de rigidez secante a través
de la descripeion Lagrangiana Generalizada, de tal modo que se pueda obtener
una relacién entre merementos finitos de fuerzas y desplazamientos. Se disenten
lag posibilidades de aplicacion de la matriz secante en el andlisis no lineal de
estabilidad, de bifurcacidn y de carga limite en sistemas estructurales,

Se presenta una nueva téenica de prediceién de puntos eriticos para ol
andlisis de inestabilidad estructural, Este método se basa en la determinacion
de un eampo de desplazamiento eritico que aproxima el modo de bifireacion
o ¢l modo de deformacién critico del sistema estructural,  Se determinan
estos desplazamientos eriticos imponienda la condicion de singularidad en una
crpresion aprowimada de la matriz de rigidez tangente en el punto eritico, La
carga critica se obtiene a posteriori, de modo directo, utilizando la pelocidn
secante entre carga y desplazamiento, Se detalla este procedimiento v las formas
explicitas de las matrices secante y tangente para elementos de harra v de s56lido
en dos y tres dimensiones. Se muestra la eficiencia y la buena aproximacidn de
los resultados en la simnlacion numérica de varios ejemplos.
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ABSTRACT

A Generalized Lagragian approach for the geometrically non linear static
analysis of solids and structures is presented. The basic geomelric, kinenalic an
constitutive relationships are obtained in ineremental form. The full ineremental
form of the equilibrinm equations is derived from the virtual work expression and
the corresponding secant stiffness matrix is obtained i a general non syimmetric
parametric form. A convenient simplified symmetric expression vesulis from
particular values of the parameters.

The secant stiffness matrix is formulated in an éneremental form using (he
Generalized Lagragian deseription so as to provide a non linear relationship
between finile increments of nodal displacements and forces. The expression of
the tangent stiffness matrix can be easily obtained as the limit of the incremental
secant stiffness matrix when the values of the displacement inerements tend to
zero, The possibilities of application of the secant stiffness matrix for non linear
structural problems including stability, bifureation and limit load aunalysis are
also discussed,

A new technique for predicting structural instability points using the linite
element method is presented. The approach i8 based on the estimation of the
critical digplacement, pattern using an approximation of the tangent stiffness
singularity condition at the instability point. The critical load is subsequently
computed using a secant load—displacement velationship. Details of this pro-
cedure are given together with explict forms of the secant stiflness matrix for
analysis of trusses and solids. The aceuracy and effectiveness of the method are
shown in the non linear analysis of several two and three dimoensional structnres.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

La utilizacion de manera general del concepto de la matriz de vigidez secante
en el contexto de la mecanica no lineal del sélido ha recibido poca atencion por
parte de la comunidad cientifica de la mecinica computacional. Una excepeidn
la constituye el empleo de métodos basados en una expresion aproximada de
la matriz secante on la regsolucién del sistema de ecnaciones no lineales como
los métodos cunsi-Newton y secante-Newton. En estos métodos se deduce nna
expresion unnmerica de la malriz secante ililizando 1-ngt')|'il.umh de Brayiden y [0
derivados del BFGS. Se trata de métodos polentes para la solucion de ecunciones
no lineales,

Recientemente, varios investigadores (BADAWIL [1002], CARRERA [1902], FE-
LIPPA [1091], KROPLIN [1985,88,80 y 90] y ONATE [1986 y 91)) han reconocido las
Imsihilitlmlm de aplicacion de la forma “exacta” de la matriz de rigidez secante
en ¢l andlisis no lineal de sistemas estructurales. Se pueden enconbrar en la lite-
rabira téenica en el drea de mecdnica no lineal trabajos que han desarrollado el
conceplo de la matriz seeante aplicada a distintos campos comao, por ejemplo, en
la deduceion de distintos algoritinos para la solucidn de sistemas de ecuaciones
no lineales; en la prediceidn del grado de inestabilidad de sistemas estructurales
en andlisis estitico y dindmico; en la prediceion y localizacion de puntos Hinile v
de bifurcacion; en el andlisis posteritico a través de la formulacion de algoritimos
de buisqueda de ramas secundarias de equilibrio. También se ha explotado el
concepto del operador secante para reinterpretar el concepto de los operadores
tangentes consistentes en plasticidad (KROPLIN [1990)).

Cabe destacar que, en el drea de inestabilidad estructural, gran parte de los
estudios se centran en el concepto de la matriz de rigidez secante obtenida a
bravés de la formulacién niixta del método de los elementos finitos. Por otro
lado, los prineipales eddipos del método de elementos finitos orientacdos a la
aplicacion practica estdan elaborados con la formulacién en desplazamiontos de
dicho método. Este hecho, por si sélo, ha motivado la investigacion de métodos
que utilicen el concepto de la matriz secante deducida a través de la formulacion
en desplazamientos del método de los elementos Anitos.
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Las diversas posibilidades de aplicacion de la matriz de rigidez seeante en
mecanica no lineal del s6lido, como las mencionadas anteriormente, incentivan o
ln investigaeién de este tema en distintas dreas de aplicacion del imétodo de us
elementos finitod. Bn esta monogreafia se han explorado dichas posibilidades en el
drea de inestabilidad del equilibrio de sistemas estructurales. En eate contexio.
se propone en la monografia un nueve método para la prediceion de la carga
eritiea de dichos sistemas utilizando el coneepto de la matriz secante. A efectos
introductorios se deseribe en el préximo apartado la evolucion del concepto de
la matriz secante en los métodos de andlisis no lineal de s6lidos a través de una
breve resena historica,

1.2 MARCO HISTORICO

FEn la mécanica no lineal del sdélido se utilizan Tundamentalimente dos
principios en las aplicaciones del método de elementos finitos para la resolucion
de las e¢cuaciones diferenciales de equilibrio descritas en coordenadas materiales:
El principio del minimo en la energia potencial total y el principio de los tralajos
virtuales. Se sabe que los dos principios son andlogos en muchos casos pero se
utiliza mds frecuentemente el principio de los trabajos virtuales por su cardcter
mas general. Bl principio de minima energia potencial conduce a expresiones
simdétricas para la matriz de rigidez secante, mientras que a partiv del principio
de los trabajos virtuales se obtienen expresiones no simétricas de dicha miatriz,
A continuacion se enfoca la evolucion de los dos principios en el contexto de la
mecanica no lineal,

[in 1868, MALLET y MARCAL establecen una nomenclatura estandar para
el analisis de no linealidad geométriea de sdlidos mediante el método de los
elementos fnitos ufilizando la descripeidn Lagrangiana Total.  Con el fin
de proporcionar una discusion mas amplia del tema se introducen algunos
conceptos a continuacion, Se considera un sistema estructural sometido a cargas
conservativas cuasiestaticas, diseretizado por medio de elementos finitos, con
desplazamientos nodales expresados mediante el vector v, Estos desplazainientos
representan el movimiento del sélido de In configuracion indeformada G, hacia In
configuracion actual C. Las fuerzas que actiian en los nodos son independientes
de v, y se deseriben mediante el vector p.  La energla potencial total del sisteina
estructural se obtiene mediante nna funcién J = U7 =W, que exprosa la diferencia
entre la energla de deformacion U y el polencial de las fuerzas externns W =
p’v. Las fuerzas residuales se definen como r = 8.J/0v, y ¢l simbolo A indiea
al ineremento asociado a la variacidn de las variables cinenidticas v ostaticns
definidas en la dltima configuracion deformada. Manteniendo el espiritu del
trabajo de MALLET y MARCAL se utiliza, en cste apartado, el incremento de
estas variables para expresar sus variaciones virtuales.
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MALLET y MARCAL [1968] han expresado la energia potencial total. las
ecuaciones de las Merzas residuales (fuerzas no equilibradas) y las ecuaciones
incrementales de equilibrio del siguiente modo:

J=U=W =5V [ Ko+ N4 4N v = ply
_E?.? - | K N N - =D {1,2,1)
r_fi—v_[ o+ 4N+ ) '&]V pP=

Ar= [Ks+N;+N; |Av -Ap=10

donde Ky es la matriz de rigidez lineal evaluada en la configuracion indeformada,
mientras que Ny y Ny son matrices de rigidez no lineal, también evaluadas en
la configuracion indeformada, que dependen lineal v cuadraticammmente de los
desplazamientos nodales v. Nétese que lag matvices N se rvepiten en los tres
niveles variacionales en  ¢2.2.1). Debido a esto se denomina esta nomeclaturn
“notacion-IN" y, a las matrices N, formas repetidas.  (Esta notacian estid
actualimente en desuso, empleindose en esta monografia el simbolo N para
denotar Ia matrices de funcién de forma de un elemento finito).

Cinco anos mas tarde RAJASEKARAN y MURRAY [1078] estudiaron minuciosa-
mente la estructura de lag matrices que aparecen en lag ecuaciones anteriores,
Dichos autores tomaron como punto de partida lag matrces fundamentales gque
expresan relaciones entre las variables cinemdticas y estdticas a nivel local. Fs-
tas matrices se {:m'ﬂtﬁpmulun o #us llmmﬁlugmﬁ K. N,y N, Y o8¢ expresan e
términos de los gradientes de los desplazamientos; esto himplica que dichas walri-
ces no tienen en cuenta el tipo de interpolacion que se adopta en Ia digseretizacion
del sélido, es decir, son independientes del tipo de elemento finito con que se
diseretiza ol a6lido, Dichos autores demonstraron que, para deteviminados ol
mentos finitos, lag matrices no lineales Ny v Ny no fienen una forma iniea,
Sin embargo, estos autores no han presentado una expresion general valida para
un elemento finito arbitrario,

En 1974, FELIPPA presentd una diseusion rvespecto al frabajo de  RA
JASEKARAN y MURRAY proponiendo una expresion paramétrica v general para
cada nivel variacional representado en las ecuaciones (1.2.1).  Las ccuaciones
(1.2.1) pueden ser reeseritas de manera compacta como
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1 o P
J= E vIiKYy i (p(l _ p)’\"

r=Kvi4p'—-p=f-p=0 (1.2.2)

Ar=KAv-Ap=0

donde K”, K" v K denotan la matriz de rigidez asociada a ln energia de
deformacion del sélido, la matriz de rigides secante nsociada a las (Herzas internas
y la matriz de rigidez tangente, respectivamente. Ademis, p! s el veetor de
tensiones iniciales, que se anulan si se considera la configuracion indeformada
libre de tensiones, y £ = K'v + p® representa el vector de fuerzas internas,
La matriz de rigidez asociada a la energia de deformacién del solido tiene
gran importancia teorica, ya que el resto de las matrices, en los demis niveles
variacionales, se obtienen a partir de ¢lla.

Fm problemas lineales estas maltrices coincidon, es decir, K = K' -
K = K. 5in embargo, en problemas no lineales dichas matiices o diferentes:
ademads, lag expresiones de KY y K contienen pardmetros arbitrarios. Las
expresiones generales y paramétricas de dichas matrices fueron obtenidas por
FELIPPA [1974], mediante las siguientes hipdtesis:

e K’ e5 simétrica,
e La configuracion de referencia estd libre de tensiones injcinles

e La medida de la deformacion es enadritica respecto al pradiente de
desplazamiento.

* La transformacion entre el gradiente del desplazamionto y log desplaza-
mientos nodales en el modelo de elementos finitos os lineal.

En 1991, FELIPPA y CRIVELLI presentaron una expresion general v
paramétrica de las ecuaciones de gobierno del problema geométricamente no
lineal, donde eliminan las dos primeras restriciones mencionadas anteriorinent e,
Ademis, incluyen la posibilidad de que la transformacion entre las viirinbley
cinemdticas de una particula arbitraria y los grados de libertad del sistema sen
no lineal,

Por otro lado, en lo que concierne a la literatura téeniea en el ambito de
la no linealidad geométrica del sdlido, surge a partiv de 1973, con la tesis doc-
toral de WOOD (1073], otra nomeclatura estandar utilizando ol metodo de oy
elementos finitos. Esta metodologia se debe a imvestigadores como NAVAK [1071]
y AENKIEWICZ [1973], entre otros. Se trata de la linealizacion directn de las
ecuaciones no lineales de equilibrio expresadas por el principio de los trabajos
virtuales utilizando la deseripeion Lagrangiana Total, lo que condice directa-
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mente a la obtencion de la cldsiea matriz de rigidez tangente: Bsta nomeclatra
s¢ la denomina “notacion-IB" porque emplea el simbola B para veforirse o la
matriz de deformacion gue forma parte de la expresion de ln mabriz tangente.
Con esta formulacion se deduce la expresion de la matriz de rigidez tangente
como guma de tres matrices: Ky, matriz de rigidez lineal; K, matriz de despla-
zauniento inicial gue depende lineal v cuadraticamente de los desplazamientos
y K, matriz de rigidez geométrica que depende del estado de Lensiones ¢ue
actia en el sélido, Posteriormente, WOOD y SCHREFLER [1978] hian preseutado la
correlacion de manera explicita entre la notacidn-IN v la notacién-13 a través de
la expresion de la matriz de rigidez tangente obtenida por ambas formulaciones,

notacion-N = Ky

Ko+ Ny + Ny
(1.2.3)
notacion-IB = K¢ = Ky + K; + K,

Eate hechio representa un hito importante porque unifica s dos notaciones
en el contexto de la no linealidad geométriea del sélido, A partiv de entonces
ha sido posible generalizar esta unificacion parn la matriz de rigides secante. lo
que ha posibilitado la obtencidn de varias expresiones siimétricas de dicha matriz
comao se verd a continuacion.

ONATE et al [1086] utilizando el principio de log trabajos virtuales, expresaron
la forma completa, sin linealizar, de las ecnaciones de equilibvio en la deseripeion
Lagrangiana Generalizada, Estos autores dedujeron, con este proeodimiento,
una expresion no gimétrica para la matriz de rigidez secante incremeiital,
ONATE [1991] obtuvo una expresion simétrica para la matriz secante con la
misma formulaciéon anterior, ademdids de utilizar las expresiones explicitas de la
correlacion obtenida por WOOD [1978]. Posteriormente, ONATE [1996) ha obtenido
una expresion general para la malriz secante andloga a la forma paraméirica
propueata por FELIPPA y CRIVELLI [1991]. Estos trabajos han sido el punto de
partida de muchas de las wdeas que se presentan en esta monografia.

La descripeidn Lagrangiana Generalizada permite obtener las ecuaciones de
gobierno del problema en forma incremental de tal modo que la matriz de rigides
secante relaciona incrementos finitos entre fuerzas v desplazamientos. Adends,
dicha ll(frs;(;l‘ipdéll uniifica la formulacion de las ecunciones de iovinieiho e e
pueden eseribiv en la forma Lagrangiana Total o en la Lagrangiana Actualizada,
como casos particulares de la deseripeion Lagranpiana Generalizada,

Utilizando el concepto de la matriz de rigidez secante on el andalisis de
no linealidad geoméirica de solidos se puede citar, en anos mas recientes, los
trabajos de BADAWI y CUSENS [1002] y CARRERA [1992]. En estos trabnjos se han
obtenido expresiones simétricas particulares de la matriz secante utilizando la
formulacion Lagrangiana Total,
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1.3 OBJETIVOS

El objetivo global del presente trabajo es avanzar en el estudio y desarrollo de
nuevas posibilidades de aplicacion de la mabriz de vigides secante en el contexto
de la mecdnica no lineal del salido.

Dicho objetivo global puede descomponerse en los siguientes objetivos con-
crelos:
a) Desarrollo de las ecuaciones no lineales de equilibrio utilizando la formulacion
Lagrangiana Generalizada a través de:
- la deseripeidn ineremental de las variables cinemiticns.
- la definiciéon de una relacion constitutiva incremental hipereslasticn.

- la deseripeion incremental de las ecuaciones neo lineales de equilibrio uti-
lizando el principio de los trabajos virtuales,

b) Obtencién de una expresion general y paramétrica de la matriz de vigidez
gecante por medio des

- la diseretizacion de lag ecuaciones incrementales de equilibrio en su formn
completa por ¢l método de los elementos finitos con formulacion en despla-
zamientos.

¢) Discusion sobre aplicaciones de la matriz secante en:
- la resolucion del sistema de ecuaciones de equlibrio no lineal.

- la prediccion de puntos eriticos y del grado de estabilidad de sistemas
estricturales,

d) Propuesta y validacion de una nueva y sencilla téenica para la prediceion v
localizacion de puntos eriticos a través de:

- la definicidn de una expresion aproximada para la matriz de rigidez tangente
en un estado eritico.

< la posterior prediccion de la carga eritica utilizando la matriz secanite,

[ata téenica denominada método de desplozamaento eritico, pucde conside-
rarse la principal aportacion de esta monografia,
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lifroduceion

1.4 CONTENIDO DE LA MONOGRAFIA

Para la materializacion de log objetivos enumerados en el punto anterior. la
monografia se estructura en siete capitulos y cuatro anexos.

Eu el capitulo 2 se presenta la formulacion ineremental de s cenaciones
de movimiento del solido en mecanica no lineal utilizando la deseripeion La-
grangiana Generalizada, Para ello se disente en detalle los conceptos que funda-
mentan dicha deseripeidn. Ademds, se presenta la notacion que se utbiliza en esla
monografia. Se define un modelo constitutivo hiperelistico incremental para mo-
delar el comportamiento del material. Se describen lag ecuaciones inerementales
de equilibrio utilizando el principio de log trabajos virtuales y se discuten las
implicaciones que hay en el modelo constitutivo al describir el movimiento del
solido en la configuracion indeformada o en la confignracion actualizada,

En el capitulo 3 se discretizan las ecuaciones de equilibrio no lineal en sn
forma completa por medio de los elementos finitos mediante s formnlacion
en desplazamientos. A partir de esta diseretizacion se obtiene una expresion
general y paramétrica de la matriz de rigidez secante, Con la expresion de dicha
matriz se deduce, de forma directa, la clisica expresion de la malriz de rigidez
Langente empleada en problemas no lineales. Por alimo, se comentan algunis
aplicaciones de la matriz secante en el contexto de la solucidn de senaciones no
lineales y en el andlisis de inestabilidad de sistemas estructurales.

En el capitulo 4 se presenta un nueve método pava la prediccion y locali-
zacion de un punte critico simple en la trayectoria fundamental de equilibrio,
El método se basa en la determinacion de un campo de desplazamiento critico
que aproxitua ¢l modo de bifurcacion o de deformacion eritico del sistoma os-
pructural. Se determinan estos desplazamientos eriticos imponiendo la condicidn
de gingularidad en una expresion aproximada de la matriz de rigidez tangente
en el estado eritico. Este procedimiento implica un problema generalizado v no
lineal de autovalores que se resuelve con téenicas iterativas, transformando nn
problema no lineal en una secnencia de problemas lineales de valores propios,
A posteriori, se caleula la carga critica, de manera directa, utilizando 1y matiiz
secante.

En el capitulo 5 se abordan los mélodos de resolucion de sistemas algebraicos
de ccunciones no lineales, En primer lugar, se disente la naturaleza de i o
linealidad geomdétrica del problema en cuestion. Se describen hrevemente los
principales métodos incrementales iteralivos con coutrol de o respuesta. Se
diseute cdmo incluir en estos métodos la matriz de rigidez secante. tanto en
la fase predictora como en la fase correctora.  Se presenta la definicidn de
puntod singulares simples en problemas no transitorios (cuagiestaticos). Se
definen y se discuten de forma detallada les principales pardmetros que se
utilizan en los métodos indirectos para la deteccién de puntos criticos. En esta
monogralia se utilizan edlos métodos para contrastar los resuliados obtenidos
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con ¢l método presentado en el capitulo 4. Por tltimo, s¢ discuten los ASPeetos
de la implementacion computacional de algunos de log algoritmos desarrollados
en este capitulo.

En el capitulo 6 se estudia el comportamiento del modelo numérico del
método de desplazamiento crftico. Se haece el andligis de inestabilidad de e
librio de distintas tipologfas estructurales utilizando dicho método. Se analiza
la inestabilidad de equilibrio de estructuras artienladas planns y espaciales 1ti-
lizando el elemento de barra articulado desarrollado en ¢l Anexo A3, Se estudia
la inestabilidad de equilibrio de arcod y laminas por medio de elementos de
solidos 2D y 3D, desarrollados en el capitulo 3 y ¢l Anexo Ad, respectivanente,

Finalmente, en el capitulo 7 se presentan los conclusiones del estudio, se
destacan las aportaciones originaled y se sugieren futuras lineas de investigacion.

En el anexo Al se presenta la forma matricial de la vepresentacion tensorial
de las variables cinemdticas que se definen en ol capitulo 2.

En el anexo A2 se describe el desarrollo algebraico para la sinetrizacion y
parametrizacion de la expresion de la matriz de rigidez secante incremental.

En el anexo A3 se detalla la forma explicita de las matrices que forman patte
de la expresion general de la matriz de rigides secante para elementos de barra
articilados.

En el anexo Ad se presentan las matrices relevantes en ¢l cdlenlo de T inal iz

de rigidez secante incremental para elementos de solidos ein dos dimensiones,
adoptando la hipdtesis de tensidn plana.
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CAPITULO 2

FORMULACION INCREMENTAL DE LAS
ECUACIONES DE MOVIMIENTO DEL
SOLIDO EN MECANICA NO LINEAL

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se desarrolla la forma incremental de las ccunciones no
linsales de equilibrio en las formulaciones Lagrangiana Total (LT) ¥ Lagrangiina
Actualizada (LA) para el andlisis de problemas con no linealidad geométrica por
el método de los elementos finitos (MEF).

La forma incremental de las ccuaciones de equilibrio para la solucién de
[ﬂ‘ﬂl.')lt‘-ﬂltw de no “.'llt!il.lid.‘;!.(,] gq‘.ﬂ[j'lét',]‘i('.ﬂ, en mecanien de m“;[i(luﬁ ]ﬂu'!({l‘: obleiorse
por varios procedimientos. Bl método mis popular consiste en una linealizacion
divecta de las ecnaciones no lineales de equilibrio expresadas por el prinei pin de
los trabajos virtuales, lo que conduce directamente a la obtencion do la elisicn
malriz de rigidez tangente (HUGHES y PISTER (1978]). Este mdétodo ha sido
ufilizado por nn gran nimero de autores tanto en el contexto de la formulacion
Lagrangiana Total como en el de la formulacion Lagrangiana Actualizada, Los
trabajos mds sipnificativos sobre el tema pueden encontrarse en la lista de
referencias de los capitulos 8 y 6 de los libros de ZIENKIEWICY y TAYLOR [1994h]
y de BATHE (1996, reapectivamente.

Un ﬂr-_'p;um]t,: procedimiento para obtener las ecuaciones incrementales de
equilibrio resnlta de restar las counciones del principio de log trabajos virtiales
para dos configuraciones de equilibrio y efectuar seguidamente una linealizacion
de las ecuaciones resultantes. Este método fue sngerido inicinlmente [
YAGHMATI [1968] y [uego seguido por otros autores (LARSEN (1971], BATHE, RANINI
y WILSON [1975], MONDKAR y POWELL (1977}, Este procedimiento es alpo s
complejo que el de linealizacion directa, no obstante tiene In ventaja de que
permite mostrar claramente todos los términos no lineales que intervienen en
el anilisis.  FREY (19784] y FREY vy CESCOTTO [19786] han demaostrado que las
ecuaciones finales que se obtienen por ambos procedimieitos son las isinns
8i el campo de desplazamientos se expresa como una funcion lineal de los
desplazamientos nodales, tal y como sucede en las aproximaciones clisicas por
el método de los elementos finitos en sélidos (vor ZIENKIEWIC? ¥ TAYLOT [1994a]).

11
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[En este trabajo se adopta una fercera alternativa menos popular basada en la
expreston del principio de los trabajos virtnales en una configuracion delormada
deseonocida en el instante ¢ 4+ Al como ineremento de si eXPresion ei la veceing
:onfipuracion de equilibrio conocida en el instante ¢ (vir CESCOTTO [1978]). La
forma incremental completa (sin linealizar) de las ecuaciones incrementales de
equilibrio resultantes conduce a la obtencion de una matriz de ragudez secante, o
partir de la cual puede deducivse de forma directa la matriz tangente clisica. De
esta manera, se osbablece una relacion ineremental de las variables cinematicas
y estiticas entre las dos confipuraciones deformadas del s6lido.  Los valores
de dichas varinbles se suponen conocidos entre los instantes inicial v 4. Las
incognitas son los incrementos de estas variables entre los instantes 1y L4+ AL

Para deseribir las eenaciones no lineales de equilibrio de forma inevemental
se utiliza una formulacién Lagrangiana Generalizada. En el apartado 2.2 se
introducen algunos conceptos generales acerea de esta formulacion,

Ein el apartado 2.3 se muestran las formas diferencial y variacional de las
wenaciones de movimiento deseritas con variables Eulerianas,  Dichas expre-
siones, junte cou las ecnaciones del modelo constitutive, constitiyen ol sisteims
global de ecuaciones a resolver.

En el apartado 2.4 se definen las variables cinematicns basicas [P deseribir
de forma incremental la ecuacion de movimiento, utilizando para este fin la
formulacidn Lagrangiana Generalizada. Paca mediv deformacidn ¢ ineremento
de defornacion se adopta el tensor de (‘irm-}u-I_.up_a;r.\mg{-:, Se deseriben | pe-
presentacion tensorial y matricial de las variables cinemdticas definidas en este
apartado,

En el apartado 2.5 se estudia un modelo constitutivo que cumpla con el
Principio de Objelividad y que represente un malberial eladtico, homopgéneo ¢
is&étl'mm (que permita p;randns tlL*.‘-splammui(mu'm. erandes giros v deformaciones
infinitesimales. Para este fin, como medida de tension ¢ incremento de tension
se adopta el segundo lensor de tensiones de Piola-Kirchholl.  Nuevamente
se describen la representacion Lensorvial y mabricial de lns vaviables estdticas
definidas en este apartado.

Una vez definidas las variables cinemditicas y estiticas capaces de describir
de manera ineremental la ecuacion de movimiento, en el apartado 2.6 ¢ obticne
la forma variacional de dicha ecuacién a través del principio de los Lrabajos
virtuales en representacidn tensorial y matricial. considerdndose golamente
fuerzas conservativag,

Con el modelo constitutivo aqui adoptado se demuestra en el apartado
2.7 que Ias ecuaciones incrementales de equilibrio obtenidas en In fornmlacion
Lagrangiana Total son idénticas a lag ecuaciones de equilibrio derivadas de la
formulacion Lagrangiana Actualizada.
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2.2 CONCEPTOS GENERALES

En el andlisis numérico de los problemas en mecdnica no lineal es necesario
utilizar una descripeién incremental del movimiento del sélido. El objetivo es
encontrar las configuraciones de equilibrio del sélido para distintos valores de
carga, Asi, para conocer la solucidn en el instante £ 4 Af ge debe conocer 1
aplucion para todas las configuraciones de equilibrio previas en el intervalo de
tiempo [0, At, 2At, -+ t]. Con la finalidad de describir la cinemdtica del solido
si acdopta un sistema de referencia Cartesiano esbacionario.

Se designa configuracion inicial o configuracton "V, a la conliguracion
indeformada sin tensiones del solido, siendo "V su volumen en el tiempo
cero (1 = 0). La configuracion del sélido en el tiempo £, sometido a nn
nivel de carga conocido, se define como configuracidon 1 o configurncion 'V,
donde 'V es el volumen del sélido en el instante . La configuracion del solido e
el tiempo t 4+ At, correspondiente a una variacion de la confipuracion ¢ debido
a un ineremento de cargas que actian en dicha configuracion, se designa coino
configuracion 1 + At o configuracién AV | siendo AV ol vohunen del solido
en el instante £ -+ At (ver Figura 2.1).

Pira estudiar el proceso de deformacion del s6lido se necesita definir una cof-
figuracidn de referencia con respecto a la cual se expresan las varinbles estaticas
y cinemiticas, En principio, cualquier configuracion de equilibrio conocida entre
las configuraciones inicial y en el tiempo ¢ puede utilizarse como conliguracién
de referencia denominada genéricamente como configuracion "V, Este pro-
cedimiento se conoce con el nombre de formulacidn Lagrangiona Genevalizada
(LG), denominacion debida a FREY [1978a) y CESCOTTO [1978]. Ksta [ormlacian
deseribe el proceso de detormacion del sélido de manera elegante, consistenie y
unificada y engloba las demds descripelones Lagrangianas, Como casos parti-
culares de dicha formulacion se pueden citar la formulacion Lagrangiana Tolal
(LT) en la que se toma como configuracion de referencia la configuracidn in-
deformada "V, y la formulacién Lagrangiana Actualizada (LAY en la que la
confipuracion de referencia coincide con la configuracion 'V, Generalimente son
las formulaciones mas utilizadas en el andlisis por elementos finitos.

Las ecuaciones basicas de ambas formulaciones, LT y LA, pueden obtenerse a
partir del principio de los trabajod virtuales o métodos energéticos. No obstante,
el método de los trabajos virtuales es mds general y permite tener en enenta
ficilmente leyes constitutivas 1o lineales que dependan de la historia del proceso
de carga. Por consiguiente, este procedimiento serd el adoptado en este tralbjo.

En la formulacion Lagrangiana Generalizada el principio de los trabajos
virtuales en su forma incremental se escribe en la conliguracion deformada
desconocida 2V utilizando como configuracion de referencia "V, Se suponen
conocidas lag variables cinemdticas y estiticas en el intervalo de tiempo [0,4] v
el ineremento de carga entre los instantes £y £+ At Los incrementos de las



14 Capfinly 2

variables cinemdticas y estdticas pertenccientes al intervalo [L 1+ At sou las
incognitas del problema. De este modo se puede mostrar claramente todos los
Lérminos no lineales que intervienen en el andlisis,

Las aplicaciones de lag ecuaciones incrementales de equilibrio basadas en la
matriz de rigidez secante estdn restringidas, en principio, a problemas en los
que la ecuacion constitutiva puede expresarse en forma ineremental, Eu este
trabajo no se estudia en forma detallada los modelos constitutivos no lineales
que permiten dicho tratamiento.

Se adopta el modela de la elasticidad infinitesimal y se aplica, indistinta-
mente, tanto en una descripeion material en la formulacion LT como en la espa-
cial en la formulacion LA, Este procedimiento, como se verd en el apartado 2.6
de este capitulo, es vilido porque se supone que el solido experimenta peqguenas
deformaciones (infinitesimales) y grandes desplazamientos y. ademds, se supone
al material isétropo y homogéneo. Bajo este conjunto de hipdtesis las simula-
ciones numéricas basadas en las formulaciones LT y LA obtienen los wmisimos
resultados. Por otro lado, si se acepta la hipdtesis de grandes deformaciones, lis
formulaciones LT y LA representan materiales diferentes al adoptarse el tensor
constitutivo de la elasticidad infinitesimal, Ello conduce a rvesultados distintos
en las simulaciones numéricas para el mismo problema. Para mayores detalles
se puede consultar GARINO y OLIVER [1988].

2.2.1 Notacién

En esta monografin, mas especificamente en los eapitulos 2, 3 v 1. s
combinard la notacién tensorial con la matricial. La notacion que se sigue es [a
misma adoptada en el capitulo 6 del libro de BATHE [1996], y para mas detalles,
tainbién e puede consultar el libro de KLEIBER [1989].

Lag matrices y vectores ge indicardan con una letra negrita mayiscula A
y mintgeula a, respectivamente. Salvo cuando se indigue lo conlfrario, las
matrices serdan cuadradas v log vectores serdan vectores coluinna. La inversa de
ln matriz A se denota por A~' y su traspuesta con A’

Las variables cinematicas v eataticas e definen en un sisteima de relerencia
Cartesiano estacionario  (ry,re, 23). De esta manera, las coordenadas de un
punto genérico X & B en el instante 0 son (":1:;.”:(:9,“:::3). Las coordenndas
del mismo punto en el instante ¢ vy ¢4 At vienen dadas por (ol fey) v
(‘+A£,’ﬂ1,L+Azﬂ?g,t+&tﬂ?;;), respectivamente. La densidad, el drea y ¢l vohimen
del enerpo B se representardn en log instantes 0, [, y { + Al conio
0p, tp, HHAEL 04 g ALY y O by Ay pegpectivamente.  La
configuracion de referencia se indica con un subindice izquierdo, Finalmente,
un subindice derecho, definido por una de estas letras 4,7,k y [ = 1, 2,3, indica
la direccion del ¢je en que esta definida la variable. Los tensores de segundo
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y cunrto orden en el espacio Euclidiano tridimensional serin vepresentados por
matbrices columna y matrices cnadradas, respectivamente.

2.3 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

3¢ deseriben a continuacidn las formas Eulerianas diferencial ¢ intepral de
las ecunciones de movimiento de un sélido que permiten expresar las relaciones
de equilibrio en problemas de no linealidad geomélriea v fisica, (ver MALVERN
[1969], cap. 5).

2.3.1 Forma diferencial

La ecuacion de conservacion del momento lineal en el ticmpo f 4 At Lt
problemas cunsiestaticos puede expresarse como

tAL
¥ Ty I z+mf_s3_0
]

é.l "F&?m‘! o1 t+Al V‘

bty — AL (2.3.1)

m-m% a+mw _ t-mr.J-:; o .f.-I-.MSf

donde A5, os 1o porcion de la superficie del contorno  H3S (g
cuerpo B ¢ RV (N = L,2,3), en una configuracion deformada arbitraria
en el fiempo £ 4+ Af. La normal nnitaria a "'*"‘M.S‘_,- en el punto ! +_“”".7'
8¢ CXPresa como lt""A‘:rv..,-. ”mff son lag fuerzas de superficie proseritas
en HAlG, - ERALER oniasenta la fuerza de volumen y M3 son las
componentes cartesianas del tensor de tensiones de Cauchy. Las fnerzas de
volumen pueden escribirse como """mf‘{‘ = i, "'*'A"t'f,"‘ , siondo 31, 1,
densidad del sélido y *FAF fuerzas por unidad de masa on el instante L AL L
simefria del tensor de tensiones de Cauchy en (2.3.16) resulta de ln conservacion
del momento angular,

2.3.2 Forma variacional

Considérese el cuerpo B sometido a fuerzas de volumen _[,-f‘ v fuerzas de

superficie f7 prescritas en la porcién AL, del contorno MY, Ey la parte
restante del contorno A8, tal que "*A*,S'f A HALS < 0, ol moviiiiento
se prescribe por Hm'u;. Se supone que el campo de desplazimientos
Hal“"ﬁ genera deformaciones ememdlicamente admisibles en B v enple lis

condiciones de frontera, os decir, TF8%y, o thaly, o tHALg
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Sea du; una variacion virtual suficientemente suave del campo de desplaza-
mientos ‘+Mu; en el instante £+ At definida sobre el dominio 3V La
forma débil de Ia ecuacion (2,3,1) puede escribirse como

BI+A£“_£1_ -
[ i Cymit + AU av =0 =
Ay v

L]
Sl
=3
T

donde duy es tal que du; = 0 sobre ""*NS.,,. . Agl integrando por partes In
ecuacion (2.3.2) resulta que

i dui . )
Srral T Mayy dV = [ Suy THALFR gy / Sui AL g
fl+s:sr.1,,a' i ) r:-.’.‘.q.r f.-i-;\:_gj,
i l:j.‘dr.'.'l.‘l

(2.3.3)

donde los operadores de fuerzas internas y externas quedan naturalmente
indentificados. Cada uno de estos términog puede ser interpretado conio el
trabajo virtual realizado por tales fuerzas al aplicarse al cuerpo tna varineion
virtual del campo de desplazamientos en el iustante £ 4 Af.

El problema consiste en determinar el campo de desplazamientos ""‘M-u.,; (e
satisfaga la ecuacidn variacional

FHM(L-I—AL“” _ F“"‘”(HA"M;‘) = (} (2.3.4)

para cualguier variacion virtual du; admisible que satisfaga las condiciones de
[rontera.

Naotese que debido a la simetria del tensor de tensiones de Cauchy, el
operador de fuerzas internas puede reescribirse como

pint _ / SHNW.i "'+A"’rr;j dV (2.3.5)
ALY

donde 6“'+Aft‘;j representa la parte simétrica del tensor gradiente de desplaza-
mientos virtuales ddu; /0 M en el instante ¢ + Al | os decir,

{51-4'-1.3! » 1 ( i) ﬁ*u.,; DJ'U.? ) S

fj = 2 ET’E"""‘“"H.'J Y i £+L\"’;-'f:u'
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Una dificultad fundamental para resolver la ecuncion (z.3.4) s que los lhnites
de integracidn sobre el dominio t+aty y HALG won incognitas del problemn.
Asl, para seguir el proceso de deformacion del cuerpo B se necesita definiv
una configuracion de referencia con respecto a la cual se refieren las variables
estiticas y ecinemdticas. Como se dijo antes, el proceso de deformacion del
cuerpo B se deseribird en la monografia utilizando mna formulacion Lagrangrana
t/eneralizada (LG), donde se adopta una configuracion de equilibrio conocida
arbitrarin "V perteneciente al intervalo [{].i‘.], dentro del cual se suponen
conocidas lag variables cinemiticas v estdticas, La estrategin de solucion se
detalla en el proximo apartado,

2.4 DESCRIPCION INCREMENTAL DE LA CINEMATICA

Parn mas detalles sobre la tematica desarrollada en este apartado se piede
cousultar el eapitulo 2 del libro de KLEIBER [1089] y el capitulo 6 del libro de
BATHE [I‘JDG].

. £
configuracion configuracién l P HHA
en el cen el
tiempo O tiempo t r

—

tu ﬂ
LAt \

t+ AL
3'U3 \ U

configuracion
= Xall; de referencia

configuracion
en el
tiempo t+At

Xl

Figura 2.1 Movimiento de un 86lido en un sistema de coordenadas
Cartesiano estaciondrio

Sean [0,7T] el intervalo de tiempo de interds en la deseripeion incremental
de la cinematica del solido, Aqulf, la variable 1 se debe interpretar como nn
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pardametro gue se inerementa de forma mondtona, e indiea el nivel de progreso en
el proceso de deformacién. Para problemas cuasiestiticos, los valores discrelos
de ¢ indican pasos de carga.

Considérese un cuerpo B © RN (N = 1,2,3), que en la conliguracion
mdeformada posee ¢l volumen inicial OV, v en una configuracian de equilibrio
conocida en el instante ¢ posee un volumen 'V, En dicho instante ¢l cuerpo o5t
aometido a fuerzas de volumen ”,}.-, y de superficie ‘Ff preseritas en la poreion
del contorno '8 = 'S de B.

Las coordenadas de una particula arbitravia A € B en cada instante
de tiempo & son referidas a un sistema de referencia Cartesiano estaciona-
rio #y. Te, s, (ver Figura 2.1), Bl desplazamiento de X' en la conliguracion
de equilibrio 'V esta definido como

i / il i i
Ui = "y — "Wy ; e =1,2,3 (24.1)
El desplazamiento 'u; de & en el intervalo de tiempo [0,1] se denowming

desplaozamiento inicial,

Al merementar las fuerzas de volumen y las fuerzas de superficie se tiene que

RALD — 1B 4 ALP (2.4.24)
BRAS = 4 4 AL (2.4.20)

doido A!'P representa el ineremento de las fuerzas de volumen 3 A[;‘ es ¢l
incremento de las fmerzas de superficie. H‘m‘f}” y t-i—A.‘@; entan definidas en o
ecuacion ¢2.3.1).

Debido al ineremento de las fuorzas de volumen y de superficie el cuerpo
cambiara su posicion de 'V a Hﬁ‘“‘v. El incremento del desplazamicnto de 1
particula A" se define, entonces, como

Awy = 0 - by (2.4.3)

El desplazamiento total de la particula A en el instante {4+ A2 viene dado
por

..'-I-.'}f.“i = ﬁ,”“. + A“*. (2.4.4)
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2.4.1 Tensores de incremento de deformaciones de primer y segundo
orden

Los tensores Lagrangianes de deformacion y tengion, en la deseripeion
Lagrangiana Generalizada, serdn representados en una configuracion intermedin
de equilibrio conocida "V, El tensor de deformacion de la particula X' € B en
el instante ¢+ At rveferido a la configuracién "V se puede eseribir como

LA Lottal BRAL. . AL AL :
r Eij = E( s T et g T S T g ) (2.4.5a)
COll
g At
bady,, = @ 1D i
g = 5 '*:l.‘_." , I {(2.4.5)

donde r""'l,.’ i s el gradiente del desplazamiento fotal.

Nétese que para "V ="V la ecuacion (2.4.50) se convierte precisamente on
la conocida expresion del tensor de deformacion de Green-Lagrange utilizadn en
la formulacion Lagrangiana Total. En ¢l caso en que se toma como referencia la
configuracién en el tiempo ¢, "V = f’V.l la formulacidn se conoce con el nombre
o Lr}.y'.'r‘(mlr;'ir_mn Aectualizada.

El incremiento en la E;:lt-:l'cn'mm:ic’m de A, debido al incremento de desplaza-
miento entre 1V y AV ge puede obtener al sustituir ln ecuacion (z.0.4) e
(2.4.50). Dicho ineremento se eseribe en forma tensorial como

(AT t
F‘AEij = v Eif —rEiy = rtij -+ iy (24,6)

!

donde 45 es el tensor de deformacion de la particula A € B en 'V referido
a "V, que se define como

i 1 e t bt
rfij =5 (ptig -+ ptig i+ pug g puug ;) (2:4:74)

con

ok
J Tug y .
rlig§ = W ' 0= TUds (2.4.7D)

donde f.u,;‘j es el gradiente del desplazamiento inicial.  Notese que en o

deseripeién Lagrangiana Generalizado el tensor de deformacion Ee, ; e amla, ya
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que ¢l efecto del desplazamiento inicial se incorpora en la coordenada actualizada
de A, es decir, "":i,‘.,- = Vg + t'lﬁ.;. Por tanto, s¢ acepta como hipdiesis hasien
en dicha formulacion que el gradiente del desplazamiento inicial respecto a las
coordenadas de 'V se anula, lo gue implica 5'”'1'.3' = ).

Considerando las ecuaciones (24.6) y (24.7a), 108 tensores Lagrangianos e
ineremento de deformacion peg; y 1 pueden eseribirse como

1
reij = 5 (rQuy ;4 pAugi+ .fuuk,, pAUg o+ p Bty :.-uk__.,) (2.4.684)

=0 para TV ="V

1
Mij = 5 ANTIEE -"A“k.j (2.4.80)
cotn
O(Au;) o o
;-ﬁ'.‘-&i';" = m:— ' )= 1R {2.4.8c})

donde ,Aw; ; es el gradiente del incremento de desplazamiento,

Obsérvese que los tensores ye; vy p1y son funciones lineal y enadidtion
del gradiente del ineremento de desplazamiento ,-An.m-, respectivaniente. Por
esta razon, al lensor pegy se le denomina tensor de incremento de deformaciin
de primer orden, ya que mide los incrementos de deformacion de manera lineal
@1 ,-Aui'j, vor (z.4.8a). El tensor i1l He denomina tensor de incremento de
deformacidn de sequndo orden, porque mide los inerementos de deformacion de
manera cuadritica en f'A"‘i,j- vir ¢2.4.80). Las ecunciones ¢z.4.8a) v (2.4.80) 501
thcilmente particularizables para lag formulaciones LT y LA, adoptindose conio
configuracion de referencia "V ="V y "V = 'V, respectivamente. Nitese que
los términos subrayados en la ecuacién  (2.4.8a) son cero en la formulacion LA
("V = V), al ser cero las derivadas jug;.  Para la formulacion LT el tensor
rej; se ve afectado por el desplazamiento inicial o través de sn gradiente i~“')‘.~.i-

2.4.2 Variacién virtual de los campos de desplazamiento y de defor-
maciones incrementales

Para aplicar el principro de los trabajos virtuales al sé6lido en ln configuracion
HRALY g necesario aplicar nna variacion virtual al desplazamiento At vy,
conseenentemente, evalnar la variacion virtual del tensor de deformacion 3/,

La trayectoria de equilibrio de la partfenla A" en el intervalo de tiempo
[0,¢] es conocida, con lo que las configuraciones del cuerpo B en este intervalo
bienen sug posiciones fijadas respecto al sistema Cartesiano de referencia. Una
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variacion virtual del desplazamiento Lotal 6{“‘5"':”) de A significa que se estd
aplicando una variacién virtual al campo de desplazamientos en la vecindad de la
configuracion tEALY eg decir, gue se esta aplicando una varineion virtoal en el
incremento de desplazamientos 5(Aw;) entre las confignraciones 'V y braty,
La varincidn virtual de las variables cinemiticas pertenecientes al intervalo de
tiempo [0,¢] es nula, ya que se las considera fijas, Por lo tanto, 0'{" i) =0y,
por consiguiente, :’i‘(,".qj) =0, ver Figura 2.2,

configuracion
en el

(SN
P

canfigur?ciﬁn tiempo t varlacién
en e . .
tiempo O wrtggl en AU
XU, \.,_______ E-Hﬁlu
o~ ,
configuracion
o' configuracién | en el -
22 de referencia tiempa t+At
Xl

Figura 2.2 Variacion virtnal del campo de desplazamionto en la vecin-
dad de la confignvacién £ + At

Las variaciones virtuales del desplazamionto total H'A"u,- y el tensor de
deformacion, "'1"%.":3.;_,, de X € B oen las eenuciones (2.4.4) Yy (24.6), respecti-
vamenle, se axpresan ﬂﬂﬁl’lll

(TH'IMMI- - .:')'fu’ + dAy {2.4.50)
e
=)

LY SRS

stt y Eij = rSﬁ.E,,@J- 4 5;K&E¢j (2.4,90)
-l

= 0
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La variacion virtual del tensor de deformacion en la configuwracion (F2117 e
niendo en cuenta las ecuaciones (2.4.6) y (2.4.90), puede escribirse como

5”“%-"553‘ = dpley = l”'r-ﬂ-i.j + ﬁ;-'r;f;_-,‘ (24.10)
donde
1
dyejj = i(ﬂ,rﬂl‘m“ + 0 Ay + f,-u;‘.,li Op Ay j -+ dpDuy, fﬁ“'k.,j) (2.4.11a)
=0 para "V = v
1 ;
Optiij = 5(6,.1_‘\.1:,5.,‘,- pOUg D Oy Dy, ) (2.4.110)
L1
: NIGYANTE - 2
dpAug = —('-“'—Q ; =323 (2.4.11¢)
; a Ty

donde oAy ; es la variacion virtual del gradiente del incremento de desplaza-
miento.

Natese que la variacion virtual del tensor de deformacidn de primer orden
dpe;; @8 independiente del gradiente de incremento de desplazamiento ,Auw;, j:
Por otro lado, la variacién virtual del tensor de deformacion de segundo orden
f‘ia,..w;‘;j es funcion lineal de dicho gradiente. En la formulacion LT ("V = 9y el
Lensor 6"'”",'5 también se ve afectado por el desplazamiento inicial o iravés de
au gradiente f.uk‘i.

2.4.3 Forma matricial de los tensores de incremento de deformaciones
de primer y segundo orden y de sus variaciones virtuales

Ahora ge escribe la representacion matricial de los tensores de deformacion
definidos anteriormente, yva que se considera mas adecundo teabajar con vectores
y matrices al implementar las ecnaciones cinematicas en un codigo nmeérico de
elementos finitos, De aqui en adelante siempre se escribiva la representacion
matricial de los argumentos tensoriales.

De esta manera, los vectores de desplazamiento total, iuicial y de ineremento
de desplazainiento de la particula A de B, se definen como

t+at, - [ r.+.c}.t“h n+$z“m .t-i.m”” I'r (5.4, 123)
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u= [ fuy fuy, fug )7 (2.4:420)
A= [ Ay, Ay Ang :lT (2.4.12c)

Entonces lag ecuaciones ¢2.4.4) v (2.4,9a) 8¢ recscriben en forma veetorinl
GG

MH+aly — ty 4 An (2.0.134)

5130 = §(Au) (2,4.13b)

Los tensores de orden dos en el espacio Eunclideo tridimensional se vepre-
sentaran en matrices columna. De esta manera, la representacion matvicinl de
los tensores de incrementos de deformacion de primer v segundo orden e deline
COImno

ré = [ el etz réa 2-{'"-121 3-."““;1 L ] (2.4, 14a)

. . T
P = ey oMy rTas 2eMiay 2e7s, 2k | {24.240)

cuyas componentes se¢ obtienen directamente de las ecuaciones ¢zam) v
(2.4.00), respectivianente y que expresadas en forma malricial se escriben como

ré = [Ln-l-.f.L,(f.g)] rE (2.4 15a)
1
= .§ vL(+8) vB (2.4, 15D)

donde. f.g es o pradiente del desplazamicnto inicial fu de una particula de B,
y rg representa el gradiente del ineremento de desplazaaiento Au  de esta
particula, La forma matricial de estos gradientes se eseribe como

" ﬁ'“.l frAuli
T‘E — ;Iu'a"! }!' TE = I'Au.'! (Pa"n‘ﬁ)
rUg rAu..'l

con
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AR QUBTIE
LRET ‘{grr-;,
& "y A Aug)
g =« 07w o ¥ pAU; = cs')_".f:; > (2.4.17)
A ‘u AN Auy)
TT(I gy
L F % ’

Ly ¢s una matriz retangular (6 % 9) cuyas componentes son ceros y unos. Por
ofro lado, las matrices LL; v Ly son retangulares (6 = 9) v sus componentes
son funcion del gradiente de desplazamiento y del gradiente del incremento de
desplazamiento de la particula, respectivamente. Estas matrices se definen como

!Ei H, JS‘; H,
v H' i T H'

f.L, = e ; ? y ply = : : (2.4.18)
rt'ET Hg J'ET H;

donde las matrices H; son cuadradas (9 = 9) y sus componentes son ceros v nnos.
Obsérvese que Ia matriz LL; se anula en la formulacion LA ("V = 'V — Ly = 0).
La forma de los vectores y de las matrices dofinidas en lasg ecuaciones anteriores
se encuentran detalladas en el Anexo Al de esta monografia,

De manera aniloga, se definen las matrices colummna de las varinciones
virtuales de los incrementos de deformacién de primer v segundo orden como

(S,NE = |_ 51{!”. 6;:!13‘3'3‘ 61-(‘333. 25;-”]2, 261-!”3, Efjrﬂ:{u ]'.l" r_i?_t.l,l!!.-]_}
A= | 1y Setz Setjan, 2001010, 260143, 208,04 | (24.100)

cuyas componentes se obtienen o través de las ccuaciones (2.4.11a) y (2.4.110), ros-
pectivamente y que expresadas en forma matricial se eseriben como

Spe = [Lu + .f,L.(;".g)} Org (2.4.204)
ot = rLi(r8) drg (2.4.20b)

donde d,g representa el gradiente de la variacidn virtual del ineremento de
deaplazamicuto d(Au) de una particula de B, La ecuncion ¢z.4.200) 50 obticne
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a partir de la igualdad 6, L, (;g)rg = L (,g) 6,g, que se puede demostrne
facilmente (ver ZIENKIEWICZ v TAYLOR [1994b), cap. 8).

Las ecnaciones (2.4,15) y (24,20 juegan un papel importante eu la obtencion
de las matrices que forman parte de la expresion de la matriz de rigidez secante
al diseretizar por elementos finitos las ecnaciones no lineales de equilibrio,

Poriiltimeo, de acuerdo con las definiciones dadasg en las cenaciones (o 1d) ¥
(2.4.19), la forma matricial de las ccunciones (24.6) v (24.10) se EXPLesi por

rAe = e 4 ) (24,20}
H5le = d(;0e) = bye + by (2.4.218)

in este apartado se han establecido lag relaciones cinematicas hisicas
para una particula arbitrarin A del sélide. También se han delinido sus
formas tensoriales y matriciales. En el préximo apartado se definivd Ia relacion
constitutiva de las particulas del sélido.

2.5 RELACION CONSTITUTIVA INCREMENTAL

El tema expuesto en este apartado se puede encontrar eon nias detalle on los
capitulos 3 y 7 del libro de KLEIBER [1989], en ¢l capitulo 6 del libro de BATHE
[1996] y en las referencins  CESCOTTO [1978] y PERIC [1992].

Se supone que el movimiento de lag particulas del sélido estd sujeto
grances desplazamientos, grandes givos y pequenas deformaciones, s decir,
deformaciones infinitesimales.

Sea "V la configuracién de veferencia del cuerpo B ¢ RN (N =
1,2,3) y "8 el espacio de tensores simétricos, tal que el incremento del so-
gundo tensor de tensiones de Piola-Kivehhoff pAS estd relacionsdo con el
incremento del tensor de Green-Lagrange pBeg por medio de una funcidn de
energin almacenadn, ,W:"V =% '8§ — L. segiin la relacion Lipereldstion

0, W

m {2.5.1)

'.r-A.lg"j —_
Se supondrd aqui que ;W viene dada por una forma cuadritica en deform-
ciones eldsticas, que puede escribirse como

1
,-W = E I'D'iﬂ.‘f "‘&E‘j ,-AE'.!*,J‘ (252
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donde ;Djjpy es el tensor constitutivo eldstico tangente definido de la siguiente
TILATLET R

D W
5 T (= o
J..”'nl! HT‘A&H,‘}[}"&!-’H

Para un malerial ig6tropo, el tensor D, Jki 8e eseribe de manera semejante
al de la elasticidad infinitesimal dado por

vDijet = A big O + 1 (B 81 + by d41) (2.5 4)

donde A y je son las constantes de Lamé del material y  d;; es la delta de
Kronecker,

w 'V la conlipuracion de referencia del cuerpo B en el instante £ El tensor
Sea 'V la configuraci | cuery ¢

constitutivo eldstico tangente ng g se relaciona con el tensor constitutivo
definido en "V a través de la m;{nu*nw exXpresion

(DUM —— [dﬂt(inw‘ )] -1 1 ]_\-'p ,.rm ,.Fkr r FJ'H T D:mnry {3 .5'.-\.:)

donde f;..F,;J = d twy/0 "aj o es el tensor gradiente de la deformacion de
una particula de B, respecto a las coordenadas "a;  de la configuracion de
referencia TV, y c.ln1'.(f. Frn) e el determinante del tensor de deformacion.

Para el caso de pequeiing deformacionss y grandes desplazamicntos, L1

L
i
,f.l't,-,_,-, y, ademds, despreciando la deformacion voluinétrica, r.let(f‘. f4) =+ 1, Ia
relacion entre los tensores de elasticidad tangente en la configuracion "Wy en

la configuracién "V dada por la ecuacién (255, resulta
t t ! t
gr)e““.; = T:B"“l r[i;j;} T'R'&-'l" 'f'l-ltl!"'l T'Dpf‘;"g {2.5.6)

donde (R;; es un tensor ortogonal denominado tensor de rotacién procedenie
plhg g
de la descomposién polar de ".F‘.;_.,-.

Para un material isétropo, euya respuesta no depende de ,.l't.”. resulia que

Dt = i'D-ij ki (2.567)

De esta manera, si el solido sufre deformaciones infinitesimales y =i se
desprecia su deformacion volumetrica, se concluye que los tensores de elasticidad
tangente definidos en lag formulaciones LTy LA son iguales, es decir, 1Dy
oRight: |
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El sepundo tensor de tensiones de Piola-Kirehhoff en o confign-
racion HFAY ge obtiene de manera ineremental a t aves de

f---|-ﬁ‘t.‘?.3u - :Ht'_f e IAS;'J {258}

cdonde E‘Sfj denota el segundo tensor de tensiones de Piola-Kivehhofl en la
configuracion M. Nétese que para la formulacion LA, 'V = v = f.S}-J- =
fS,;_,- = "fr.,-j, coineide con el tensor de tensiones de Cauchy definido en la
configuracion V.

Teniendo en cuenta la definicidon dada por la ecuacion (zs3),  Ia
ecuncion (2.8.1) pumla SO recserila como

p&ﬂi‘ui = PD#’_;’M ,-At-:m (2,5.9)
Sustituyendo la ecuacion (z.a.6) en la ecuacion (2.5.9) se obliene
&S5 = yDigrt Geg + i) (2:5.10)

A partit de  la ecuacion  (2si10)  se  puede  definir el
término ,-A.S'.;‘;}"" = ¢Dijp v aue representa el ineremento de tensiones de
primer ovden, y, por otro lade, el términe -,‘A.S'fj”"‘ = ¢ Dyiipe vipig que denota ol
incremento de tensiones de segundo orden, Estos términos tienen ann partici-
paciom mmportante a la hora de aclarar el significado fisico de alpunas matrices
que forman parte de la expresion general de la matriz de vigidez secante,

Finalmente, haciendo uso de las ecuaciones (2510) y (258 se puede
reeseribiv la expresion del segundo tensor de tensiones de Plola-Kirchlioff en
la configuracion ALY como

i A | 1
RIS = L85+ +Dyw Geem + i) (2.5.01)

Los tensores definidos hasta ahorn han sido siempre representados con
respecto a la configuracion de referencia "V, de acnerdo con la formulacion
Lagrangiana Generalizada,
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2.5.1 Forma matricial de los tensores de tensiones y de incremento de
tensiones

Para la implementacién numdérica es necesario expresar matricialmente los
tensores definidos en el apartado anterior. Para representar los tensores de
tensiones on las configuraciones [V y Aty y ¢l tensor de ineremento de
tensiones entre dichas confignraciones se definen las signientes matrices colummna

4 ﬁ .‘ ¥ . f - ] " ¥ e
i+ '.l':s I 'I'f-!kh,'“' 1-.&}. Fltlé‘:\(‘.sm‘f-l-‘ﬂ’tlfsu !I:lh;jn HJ%'IISMI! (2.85:12a)

1 { P ten  Fea U WY
r = [ v pSas S, f-f’l:zr :-Slih 5 24 ]J (2.5.120)
1AS = | p A8y, pAS8y; rASy, pASy, yAS)y, rASy | (2.5,12¢)

Los tensores de enarto orden se reprosentan por matrices cuadradas.. Por
ejemplo, el tensor de elasticidad tangente Dyjp, definido en la ecnacion
(2.5.4), Liene la siguiente representacion matrieial

(A 2p A A 0 0 0]
A A 20 A n o0 o
D= A A A+2p 0 0 0
e 0 0 4 0 0 ot e
0 1] 0 0 p 0
. D 0 0 0 0 p

La contraccion entre dos tensores de segnundo orden se reemplaza por ol
producto interno, y la aplicacion de un tensor de cuarto orden o uno de segindo
orden se reduee a una transformacion matricial, por ejemplo,

[RELY t ._\.f.
; r Sf} #

VE = #rf-z}‘ts‘l” i L\,'.tE
(2.5.14)
rASi; = Dy vDegy = 2AS =D yAe
Utilizando estos eriterios la ecnacion (2.5.11) se reescribe como
LAk t
ra= .8+ D (pe+ ) (2.5 15)

con
rA5 = 4D (pe+ .q) (2.5,150)
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donde ?-S expresa las tensiones corvespondientes a la configuracion 'V y LAS ol
ineremento do tengiones entre los instantes |/ v [+ At Nétese que ol térmniio
SASY — D se corresponde al ineremento de tensiones de priver ovder,
que coincide con ¢l ineremento de tensiones de la elasticidad infinitesimal. Tor
otro lado, el término A8*" = D .y repregenta el incremento de tensiones
de segundo orden que aparece debida al término cuadritico en 1o medida de
deformacién del tensor de Green-Lagrange.

n el apartado 2.4 se han definido las relaciones cinemdtions bisicay v
en este apartado el modelo constitutivo necesario para describiv ol proceso de
deformacion incremental de A’ € B en el intervalo de tiempo [0, 7).

En el proximo apartado se impone la condicion de equilibrio sobre nna
particula arbitraria A del cuerpo B en la conliguracién "-'"-3-'-1,# n través
del principio de log trabajos virtuales,

2.6 ECUACIONES INCREMENTALES DE EQUILIBRIO

En la eenacion ¢2.2.3) se ha eserito la forma varincional de las ecuaciones
no lineales de equilibrio, donde los tensores de deformacion y de tension son
Eulerianos. En este apartado se eseribe la forma variacional de las equaciones
de equilibrio de manera incremental utilizando la deseripeion Lagranpinia
Generalizada, Los tensores lagrangianos de deformacion y tension, lns ferzas
de volumen y de superficie, definidos en la configuracion " 88 | se expresan en
funcién de las coordenadas ("xy, "y, "23) de la configuracion de veferencia "V,

La condicién de equilibrio de A’ € B en la configuracién 18ty expresada
con respecto a la configuracion de referencia "V, aplicando ¢l principio de los
trabajos virtuales, se escribe como

/ §itale;y tHAlg,, dV = Mg (2.6.1)
|
con
talp - / giaty, HRALD g / gttaty, AL 1g (2.6.2)
ry rSy

donde AR ey el trabajo virtual de las fuerzas externas en ¢l instante + At
La expresion H"‘}-"[{" ="p "'"'m?{i representa las fuerzas de volimen gue actiian
sobre el solido en el instante £+ AL, expresada en la configuracion de referencia
V. I estd definida en la ccuacién (22.2). Las fuerzas de superficie que
actiian sobre el sélido en el iustante ¢+ At, expresadas en la confipgneacion "V .
88 GXPTesan por ""%.'3{{;.‘" = ordg f+5ﬂj';f"'r

fLy,



30 Capitulo 2

Las fnerzas de volumen y de superficie de la ecnacion (2.3.3) se refieren a s
valor en el instante £+ Af, lo cual les confiere un cardcter no-couservativo.
en el sentido de que dependen del nivel de deformacion en ol estado de
equilibrio.  Sin embargo, en muchos casos del cdlenlo de estructurns, ostas
fuerzas son conservativas, Por ejemplo, si las fuerzas de volumen son debidas
al peso propio, el peso por unidad de masa no varia con la deformacion, v
dichas fuerzas serdn conservativas, También las fnerzas de superficie pueden
serlo, en el caso de cargas repartidas en las que sea factible la hipdtesis
ﬂ'l'%-xf.}q TdS = HAH‘E" 84S, Una cargn puntual serd conservaliva udentras
no varfe de magnitud y direccion con la deformacion. En este trabajo se supone
(ue lag fuerzas exteriores son conservativas ¥, por Lanto, i‘“{l-@p(\nditﬂ"_uH e s
deformacion y que son conocidas al inicio de cada paso de earga.

Asl pues, si las fuerzas exteriores son conservativas, la ecuacion (2.62) |
tanto para la formulacién UT ("V = "V) eomo para la formulacion LA ("V
"V). puede escribirse de la forma

tedlp fer"Mu.f ‘+"},"'1'£'* dV 4 [ git ‘Mu; H"%"'[‘.? S (2.6.3)
“'l'f ' (l:g}
donde AP = 0y LHALEH gon las fuerzas de volumen que actian sohre

el sélido en el instante ¢ + Al,  expresadas en términos de las coordenadas
iniciales (“ay, "o, %ws) ¥ "'*’%tt‘:.'-' las fuerzas de superficie que actiian sobre

el solido en el instante ¢ + Af, expresadas en términos de las coordenadas
mniciales ["";r:l : ”':r,n._,. "':l:;,).

Sustituyendo las ecuaciones (24100 y (25.11) en el primer miembro de la
ecuacion ¢2.e.1), éata se reescribe como

cuadraticos en pduy cithicos en duy

/ [Greg rDijhr et Oreij rDijit vt + 8o e Digrt vert + Somij vDut it +

¥ I‘,F

términos no linales en pAu;

+ 8y :'-S-ij] dV = t+atp _ / dOrey; {:..‘i-,:j dV (2.6.4)
17

Ein la ecuacion (2.6.4) se expresa la forma incremental completa del principio
de los trabajos virtuales aplieado a la particula X € B, Esta ccuacion es la hase
para la obtencidn de las ecuaciones de equilibrio incrementales al diseretizarla
por el método de elementos finitos. Nétese que el segundo miembro de (2.6.4) es
independiente del gradiente del ineremento de desplazamicntos AN
expresa las fuerzag residuales o en desequilibrio después de la di.Hl.'.t'(".T.i:di‘!l:itall
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por clementos finitos. Por otro lado, en ol primer miembro de  (264) todos
los términos son dependientes del gradiente del incremento de desplazamicntos
rdtg ;o En particular, los términos subvayados son funciones cundriticas y
cibicas en pOw; ; como se indica en (2.6.4), La consideracion de los témmines
no lineales en ,Aw;; es biisica para la obtencién de la matriz de rigldez secatile.
En la linealizacién de la ecnacion (2.6.4) se desprecian estos términos, o (e
conduce a la obtencién de la expresion de la matriz de rigidez tangente. La
obtencién de estas dos matrices serd el tema del proximo capitulo.

* Forma matricial de la ecuacién incremental de equilibrio

La forma vectorial de lag ferzas de volumen y do superficie que actiin
sobre X' € B en el instante {4 At ¥ enyas conmponentes estian expresadas oo
funcion de las coordenadas (r'wh Paa, -;-m“) dala nuuﬁgurm:ic}ll de reforencia. TV
se definen como

4+ Atpn {-A0el AL IHAEH T ’
TET = [ Whatell. Srated. brafed ) (2.6.54)

SRLY -FARes bRALps ps T
-f+‘f.}‘ F5 = [ - ?‘rilﬁ' !‘Hﬁ;‘ft_ff +£3._(r3‘; l'}‘ (3.6:5h)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.6.5) Yy (24.136), la conacion @eo) e
reeseribe en forma vectorial como

£+4‘5£-R - /6(-’-&“)1' t'i'A’.‘f.tlH dV + / a(ﬂu)r tl+%.'fh. dV (.6.6)
"V PS!

Haciendo nso de las ecnaciones ¢z4.21), (2.5.15) v las relaciones definidas on
(25.14), la forma matricial de la ecuncion (2.6.4) se escribe como

cuadviticos en g evibicon on g

/\[JI‘ETI rD e "‘:(5_."“1‘ v e+ 5':"!-;- D r‘E)‘ + ’dr‘ﬂvl y 2 J'T,E tapm” ﬁ.S]rﬂ-’ =

l"",;"

términos no lineales on g

. ¢-I-:MR - ./‘JI'ET LS dv (267)

i g
Las cousideraciones hechias respecto a la ecuacion (2.6.4) son vilidas para la
ecuncion (2.6.7).

Notese que haciendo uso de las ecuaciones (24.15) ¥ (24.20). la ccuacion
(2.6.7) puede expresarse también en funcién de log gradientes del desplazaumiento
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inicial f.g, del ineremento de desplazamiento gy de la variacion virtual del
incremento de desplazamiento dpg. En lag referencias FELIPPA y CRIVELLL [1091]
y FELIPPA, CRIVELLI y HAUGEN [1094] se presenta una forma bastante compacia
para la eenacion (z.e.7) eserith en funcion de estos gradientes de desplazaimientos
utilizando la formulacién LT,

[in este capitulo se han planteado las relaciones cinematicag v de aquilibrio
de una particula arbitraria A" del cuerpo B En el proximo capitulo, estas
relaciones seran definidas en funcion de incégnitas (desplagamientos nodales) on
puntos diseretos del s6lido (desplazamientos nodales) a través de la diseretizacion
del dominio & por elementos finitos.

2.7 COMPARACION ENTRE LAS VARIABLES CINEMATICAS
Y ESTATICAS OBTENIDAS EN LAS FORMULACIONES LA-
GRANGIANA TOTAL ¥ ACTUALIZADA

Ein este apartado se particularizan las ecnaciones incramentales de eqnilibrio
(2.6.4) para las lormulaciones UT v LA. Se demuestra que las ccunaciones de
equilibrio obtenidas en la configuracion indeformada "V con la forimulacion 1T
son idénticas a las obtenidas en la configuracion deformada 'V basadas en lo
formulacion LA.

Con esta finalidad se definen los tensores de gradiente de deformaciones entre
las configuraciones °V, 1V y th Aty {ver Figura 2.3).

Sea ﬂ-+-%f1'1{‘f el tensor pradiente de deformacion de una particnla arbi-
traria X del sélido B entre las confipuraciones °V y #7380 - Lag coordenidns
de X' € B en el instante 1 + Al vienen dadas por

i'-""'-\‘t;j:'; = ”u;,; | "'I.Lf. |- i\'fh‘ @74

El tensor gradiente de deforimacion se puede eseribir entonces como

o 1AL,

i S i
=T = fi;,j + gty n!_‘m;‘j (2.7.2)

l‘+ﬁ0£l;*,, _
L O s
& M

donde [fu;; = 9 'y /0 ", es ol gradiente del desplazamiento inicial respecto s
las coordenadas "a; € "V, gAuy ;= OAu;/0 "aj es el gradiente del ineremento do
desplazamiento respecto a las mismas coordenadas v 6;,’; es la delta de Kronecker.

Sea [F;; el tensor gradiente de deformacién de X € B entre las configu-

raciones "V y 'V, Las coordenadas de X' € B on ol instante £ estan definidos
en (24.1), De esta manera, se puede escribir la expresion de este Lemsor conmo
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configuracién
en el
tiempo t
) tF tdt F
configuracién ot kj t" ik
en el

tiempo 0 ar

b4+ AL t+At
)(‘.I.I!I + DF” d.K|

o=

t+AL

vV
= Kl configuracién

en al

%L, tiempo t+At

Figura 2.3 Tensores gradientes de deformacién de una pariienla del
gilido durante su movimiento yespecto a un sistema de
coordenadas Cartesiano estaciondrio

f[-;'. -~ d t*""i - i .
0ty = ﬁ—ou = O b Uy (27.3)

donde 5'”‘?'-.:' es el gradiente del desplazamiento imicial respecto a las coordenadas
{8 ]
B £ V.

Por 1iltimo, se define como ""Af._l'i‘

ij el tensor gradiente del ineremonto de
deformacién de X' € B entre las configuraciones 'V y A, Do actierdo con la
eeunacion  (2.4.3), la expresion de este tensor tiene la siguiente forma

b bty

by
B:I.‘J

H'ﬁi-["-ij = =05 + 1Au; (2.7.4)

donde AN A /8 f‘;l-‘j es el gradiente del ineremento de desplazunionto
respecto a las coordenadag ‘:!*'-i. e v,
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2.7.1 Relacién entre los tensores gradientes de la deformacidn

Debido al teorema de ln descomposicion polar el Lensor pradiente de de-
formacion puede deseribir el estivamiento y la rotacién entre dos confignracio-
nes de equilibrio cualgquiera. Sea di; un vector inlinitesimal pertenceiente al
cnerpo 3, dpy € B Este mismo vector en las confignraciones Oty AN 4o
denota como "da;, "‘n',':!:,- y "'""—\""'ri::;,-‘ respectivamente.

Teniendo en cuenta los tensores gradientes de deformacion definidos en las
ecuaciones (27.2), (2.7.3) y (2.7.4), s pueden escribiv las siguientes relaciones
entre estos vectores infinitesimales como

By = PHAIF; Od

i
trj:a:“- = 'f‘,F‘.';J- "d::,.'J- (2.7.5)
f.'l"ﬁ.f-d:”i = f-'+-$il7u fl"-li"j

Sustituyendo la ecuacidn (2780 en (2.7.5c), y permutando los indices de
acuerdo con las t'csglmi de ln notacién indicial, se obtiene ln signient.e expresion

L P

ik ﬁl?;u- Uil (2.7 6a)

Comparandao  la  ecuaecidn (z7.6a) con la delinicion  dada por la
ecuncion (2.7.8a) se concluye que el tensor pradiente de deformacién en ol ins-
tante ¢ + Al respecto a la configuracion °V se relaciona con los demas tensores
gradientes de deformacion de la siguiente forma

AL . 1Al a
+OFRy = AR L (2.7.6h)

2.7.2 Relacién entre los gradientes de ineremento de desplazamientos

Partiendo de las relaciones cinemiticas definidas en las  ecuaciones
(2.7.2), (27.3) ¥ (274) se deduce la relacion entre los pradientes de incremento
de desplazamiento respecto a las coordenadas "z; € "V vy 'ay € 'V, De esta
manera, sustituyendo la ecuacion (2.7.3) en ¢2.7.2), el gradiente de ineremento do
desplazamiento respecto a las coordenadas "z; € "V se escribe en funcion de los
tensores pradientes de deformacion, t'i"%"'l:‘..; iy aF'rf_'i* GO0

i o A t
0Dty = THF — (Fyy (2.7.7)
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De la definicién del gradiente de incremento de desplazamicnto respecto o
las coordenadas bz; € 'V en (2.7.4) y e la relacion expresada en (27600 In
ecuacion (2.7.7) se reeseribe como

oAU = 1Ay . E"IFJ.'-;)' (2.7.8)

A partir de esta relacion se pueden definir Ing relaciones entre los tensores
de incremento de deformacion escritos en funcién de las coordenadas de las
configuraciones "V y by,

2.7.3 Relacién entre los tensores de ineremento de deformaciones

Los tensores de incremento de deformacion de primer y seguido orden on i
deseripeion LT se eseriben como

| /

08 = 5 (oduyj+ oAujy+ by, 08U+ 0dugy g ) (27.09)
.

allij = 2 DAH;:‘,{ “A"‘fn,‘f (2. 7.9h)

SLIHLILII}{(‘-IM’IO (27.8) en ¢(2.7.0a) v observando las reglas con operaciones inei-
ciales, Ja ecuacion (27.94) después de efectuar algunas operaciones algebriicas
se puede escribir de la siguiente manera

l- ) (ST
0fij = 5 ( t8%Uim oFinj + 18wy oFini + (22,10}

"r ’ ﬂ"“i r
.IP b”‘)“!i t&'uk‘r” ”F'”j + flﬁw-kl'." ul ”.“: n”:.,:_q)

En la ecuacién (2.7.3) se pucde despejar @l término ‘!l'”"‘;f COLG f}-u.,-'., =
EFH = 'sij . Sustituyendo este término en  (2.7.10) y operaudo unevainente se
llega a la sigiiente expresion

1
by g
06 = OI' ke IfJF“U' 5 ( f.&'”’k‘,m + ff‘ﬁ'“m\fa‘.) (2.7.114)
01 1
hkm — 5 ( ﬁA""*"Af,ru e tA'”'m,A-.) (2.7, 11D}

donde peg, es el tensor de incremento de deformacion de primer orden entre los
instantes ¢y £+ A definido en términos de las coordenadas bz, € 'V,
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Por consiguiente, la relacién entre los tensores de incremento do deformacion
de primer orden deseritos en las formulaciones LT y LA se expresa cono

b tp - 5
0t = oF ki oFmj t€km (3.7.12)

Por otro lado, al sustituir la ecuacion (2.7.8) en (2. 7.90) se llega a la siguiente
expresion

Tt L. s 3
oy = oF mi nrn;,r :‘2' !A“k,m f.A”A'.,-n. (2.7.13a)

o0

1
i = 5 AN TTATAN [ (2.7.130)

donde  prmn o8 el tensor de ineremento de deformacion de segnmdo orden entie
los instantes ¢ y ¢ + At definido en tériminos de las coordenadas b, € 'V, Por
lo tanto, la relacién entre los tensores de incremento de deformacion de seguido
orden deseritos en lag formulaciones LT v LA se eseribe como

it b
aij = nE'm-i u]' nj 1Thnn (2.7.14)

Al aplicarse una variacién virtual en el eampo de desplazamientos en ol
instante £4-Al se consideran fijas todas las confignraciones de equilibrio previas
hasta el instante &, De este modo, de las ecuaciones (24.90) v (273 50
(ll]!ll'.lllb’l’.‘ ql.lL‘ ll-.l. V:-l.l'ii‘Midli Vi.l‘tul.lﬂl dl.‘:l t:ﬂ[l:?u(.ll" Hl’ﬂ.diﬂllhﬂ l.'.lﬂ 1“ fuhfﬁll'lllitifidll vl
las configuraciones "V y 'V es nula; esto es, :S(ﬁ["ij) = (0,

Asi, Ia varincidn virtual de las relaciones definidags en las  ecna-
CloNes (2.7.12) v (2.7.14) s¢ escribe como

6(11”17‘?') - FJFA:i ::':F‘H'Lj (tepm)
(2.7.15)
anm;,‘) — {iprraf (r']Fuj fs(ﬁ}mn)

Hasta este punto se han establecido las relaciones cinémations basiens entre
lag variables descritas en las formulaciones LT v LA, En el proximo apartado s
definen las relaciones entre las variables estiticas,



Formulacion ineremental de las venaciones de movimiento en mecdnica no lineal 37

2.7.4 Relacién entre los tensores de incremento de tensiones

Sea "“%"S,-j el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirvelihoft en la configi-
racion H"MV representado en térninos de las coordenadas bpe Wy £y 'J'ih,, el
segundo tensor de Lensiones de 1’10[.1-1{11thmff en la t'ulthmlmt i A s
erito respecto a las coordenadas 'z; € fV. EI tensor ') .53 se utiliza on la

formulacién LT, mientras que el tensor Halg ‘w ae adopta en [;1 descripeion LA

Eatos tensores plli‘:t']ul‘l (:l(!&i(':()lll;.H'JI'N:I'B(’.‘ en [orma ieremental como

OIS = 851 + 0AS en la LT

{2 #.1a6)

"""'}":.5,,,J = cr;_, (A ndtese que L‘:’-‘H = ‘nu' en la LA

El objetive de este apartado es determinar la relacion entre los tensores e
incremento de tensiones A5 y (A8 a partir de la relacion entre el segundo
tensor de tensiones de Plola-Kirchholf y el tensor de tensiones de Cancliy,  (ver
MALVERN [1969], c¢ap.f).

De esta manera, los segundos tensores de tensiones de Piola-Kirehliofl en
el ingtunte ¢ 4+ Al deseritos en las formulaciones LT y LA se relacionan con el
tensor de tensiones de Cauchy definido en este instante como

!+AJ‘ g,

1+ AL t+Alp=1 A= AL
J = Ilﬂl{ i F?-g) .I.ﬂ_”” lqj“ Timn (2 7.17a)
”‘M = det (H-A,F a) HNL mla H-A’l' ;rln HA"‘-"HM (2 7178)

Se¢  puede  eliminar  [Acilmente ¢l  tensor tat Smp 0 partir de  la
ecuacion (2.7.17a), y teniendo en cuenta (2760 y las reglas de las operaciones
indiciales, la ecuacion (2.7.17b) so recscribe como

'+A;E;U e [(:lﬂt(t‘]r“fnﬂ]] “””- nl'j b Aﬁ’l P ('i’. 7.18)

Sustituvendo las ecuaciones @.7.16) en (2.7.18), ¢ata ¢ reeseribe colno

iy + tASy = [det(tFmn)|™ (Fin (Fa (05 + 0ASH) (2.7.19)

Utilizanda la expresion Yayj = [det(fF )]~ §Fi EFjs 580 que relacionn
el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff con el tensor de tensioues
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de Clanchy en la configuracion 'V, se obtiene finalmente la relacion entre los
incrementos de tensiones utilizados en las formulaciones LT y LA, Esta relacion
tiene la siguiente expresion

fya S T i : e
!QS‘I-J —] |l](".’1".(ul' !”'l”_)] ) “!' 14 nflf‘q f].Ab-;-ﬂ (2.7.20)

2.7.5 Relacién entre las ecuaciones incrementales de equilibrio

Una vez que las relaciones enfre lag variables cinemiticas, las variables
estaticas y los tensores constitutivos descritas en las formulaciones 1T y LA
han sido definidas, se procede a continuacion a demostrar la equivalencia entre
lng ecnaciones inerementales de equilibrio obtenidas en lag formulaciones LTy

LA,

Clomao punto de partida se esceribe la forma material de la ecuacion de
conservacion de masa en funcion de los tensores gradientes de la deformacion
definidos en las confipuraciones "V, 'V y +aly, Asi se obtienen las
signientes expresiones para la ecnacién de conservacion de masa entre |las
configuraciones °V, 'V y Aty

Oy = {1&11%‘“""},'&1‘7'-”) t+at gy
Ty = c:lcl;(f,Fw) fav (2.7.21)
Ly = det(tHAF;,) HAtdv

Se analizan ahora los términos que forman parte de la expresion de equilibrio
en (ze4).  Obsérvese que hay dos términos en losg cnales aparece ¢l tensor
de tensiones LS, j y los demis dependen del tensor constitutivo Dy Por
otro lado, nétese que la expresion que relaciona los tensores geg; vy ey en
(2.7.12), los tensores 0Tij ¥ 17kl €N (2.7.14) y BUS variaciones virtuales en (2.7.15) os
la misma. Por lo tanto, para demostrar gue Ja ecuacidn ineremental de cquilibrio
en (2.6.4) obtenida en la deseripeién LT es idéntica a la deducida para la
formulacién LA es suficiente demostrar tal igualdad solamente para dos términos
de (2.6.4). De esta manera, se puede elegiv uno cualguiern de los terminos que
dependen de (D5 v otro de los que dependen de .fu'f-"fj.

Los pasos para realizar dicha demostracion se describen a continuacion.
Como primer paso, se escoge el primer término del miembro izquierdo
de (z6.4) que se deseribe en la confignracion actualizada LV (LA). Seguida-
mente se reemplaza el tensor constitutivo EDijM que aparece en este Léruino
por (2.5.5). Después se reovdenan los términos de acuerdo con Jas re-
glag de la notacién indicial,  Finalmente, teniendo en cuenfa las ecua-
clones (2.7.12), (2.7.15a), juntamente con (2.7.21p), 8¢ llega a la expresion corres
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pondiente a este término expresada en la configuracion °V (LT), Lasg expresiones
analiticas de este desarrollo algebraico se describen de la siguiente manera

fﬁg(:.,jj tDigkl ey Ly =
e

: by ST & TR & R L T o 1 s fo
<=, /”t"-f.,j ([dﬂl(nl“m-n )] : nbr'.p EIFJH oF ke o1 til).“rﬂ'n'f) g il
ty

- f (iil?irl oo 6‘”1'3') oBpyrs (fll"hw 6814 16 ) [dot (G| " v
v

= / éuf‘qu nqurH 1€y Yav (2.7.22)
oy

Ahora se escoge el iltimo término del miembro izguierdo de  (26.4), des-
cribiéndolo en la configuracion actualizada "V (l../\), La ulilizacidn de 1a velaeidn
"'rri.:j = [det({Fmn)]™" §F f‘,F‘j,, LSrs. de la ecuaciém (27154, juntamente
con (z.7.2op), permite formular Ia siguiente expresion para este térnino en ln
confignracién material "V

/ de1li t“ij ‘v = f Oetlij ([‘Ll"“"(ﬁﬁlm-u)]' L P 6 f‘,SM) v
"p" I‘-'[.i'

=f (HFII;" {lFJq 6!‘”3}) [’_‘]ic;pq [(l(‘l.!h({il?j",r?)] = ri’f‘"‘
1y

- / 8ot &Spq "dV (2.7.23)
0y

De este modo, se ha demostrado que cada término de la ecuacion incremental
de equilibrio en la formulacion LA tiene su correspondencia en la formmlacion
LT, Esto no guiere decir gque s¢ obtendrdn los mismos resultados ninmdricos
basados en estas formulaciones ya que de acuerdo con la ecuacidn (2.5.5) se Lrata
con modelos constitutivos distintos. S6lo bajo lag hipdtesis de deformaciones
infinitesimales, material isétropo y homogéneo se obtienen resultados mundéricos
idénticos utilizando ambas formulaciones,
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CAPITULO 3

OBTENCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ
SECANTE INCREMENTAL Y SUS APLI-
CACIONES EN MECANICA NO LINEAL

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se discretiza la expresién incremental del Proncipro de
los Trabajos Virtuales en su forma completa, es decir, manteniendo todos los
Lérminos que son funeidn no lineal del gradiente de ineremento de desplazaimien-
tos. La discretizacion de las ecuaciones no lineales de equilibrio por el mdtodo
de los elementos finitos conduce a la obtencidn de una expresion paramétrica
pgeneral de la matriz de 'r'\«'ytdr:z secante, Con la t-!}cprnﬁit'm de dicha matriz so
deduce, de forma directa, la clagica expresion de la wmabviz de rigides langenle
ampleada en problemas no lineales,

En el apartado 3.2 se diseretizan las ecuaciones no lineales de equilibrio por
el método de log elementos finitos (MEF) en elasticidad fridimensional. aqui
denominnda Ifm'mu!m'iﬁn de solido 31, Se oblienen las variables cineinaticns y
estaticas definidas en una particula arbitraria del s6lido interpolando [ns vavia-
bles incdgnitas definidas en puntos discretos del solido. Se supone nun formu-
lacion en desplazamientos del MIEEF ¥, por lo tanbo, estas variables incognitas
son los desplazamientos nodales del solido discretizado,

En el apartado 3.3 se obtiene la expresion parametricn v ogeneral para la
matriz de rigidez secante ineremental utilizando la deseripeidu Lagrangiana Ge-
neralizada. Ademas, se presenta una discusion detallada respecto al significado
fisico de cada una de las matrices que forman parte de la expresion de la ma-
triz secante. Por iltimo, se particulariza la expresion de dicha mabriz para las
formulaciones LT y LA,

En el apartado 3.4 se deduce la expresion de la matriz de vigudez langente o
partiv de la expresion de la matriz secante.

En el apartado 3.5 se deduce una expresion parameétrica para la jaleiz de
rigidez secante total, concepto dste que serd utilizado en la monogralia para el
eatudio de la inestabilidad estructural,

-':l 3
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Por tltimo, en el apartado 3.6 se comentan algunas aplicaciones de la matiiz
de rigidez secante en el contexto de solucién de ecuaciones no lineales y on
¢l andlisis de inestabilidad estructural, temas que seran desarrollados con neis
profundidad en los capitulos siguientes.

3.2 DISCRETIZACION DE LA ECUACION INCREMENTAL DEL
MOVIMIENTO POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS

En al Capitulo 2 se han planteado las relaciones cinematicas y de equilibrio
de una particula arbitraria A del cuerpo B, Eu este apartado. dichas
relaciones seran interpoladas en funeidn de inedpnitas en puntos discretos del
solido (desplazamientos nodales) a través de la discrotizacion del dominio del
solido por elementos finitos.

Se utiliza una diseretizacion estandar en elementos finitos soparnmétrioos
de sdlido 3D con coutinuidad C€°, #n nodos y  funciones de [orma
N ""({, 1, ¢) definidas en cada node  k en funcion de lag coordenadas taturales

(&m,€)-

3.2.1 Discretizacidon de los campos de desplazamiento incial y de
incremento de desplazamiento

Sea £ un elemento finito arbitrario de n nodos y volumen V () perteneciento
al sélido B discretizado en ne elementos, tal que V€ ¢ B, Ademis, considérese
una particula arbitraria del cuerpo B que pertenezea al elemento £, A € £ Do
esta manera, el desplazamiento de A" en el instante [ y su ineremento de
desplazamiento entre los instantes ¢ y ¢+ Af se interpolan en funaidn de Jos
degplazamientos iniciales y de los incrementos de desplazamientos nodales del
elomento £, respectivamente, en la forma nsual (ZIENKIEWICZ v TAYLOR [1904a]
y BATHE [1996])

mn 1
l'u,,‘.; = ZN’“' "uf‘ y Ay = E N* Auf ;= 1,28 (3.2.1)
fe== ] k=l

donde "'ui-‘ eg el desplazamiento del nodo k en la configuracion £y Aa? denota ¢l
incremento de desplazamiento que sufre el nodo & al pasar de la configuracién
i alat+ Al

La forma maftricial de la ecuacién (3.2.1) se expresa como

fh=N'a y Au=N Aa {3.2.2)
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N = | N, N!,'--\N"] 1 Nt = N1,

gyl ! . AT 321
; a Af“ gk — i I‘”}]\-1 "u.{’_,, fu.h h’ ¢ 4
'a = ; ; Aa=q | ? & i ; k(T

tan Aat Aa® = | Aaj. Aaj. Aay |

donde N, N¥ y N¥ son la matriz de funciones de forma del eleimento. la
matriz de funciones de forma del nodo kv la funcidn de forma del nodo
k., respectivamente. Iy es la matriz identidad 3 x 3, ‘a es el vector de
desplazamientos nodales del elemento en el nstante 1y tak pg ol veetor de
desplazamientos del nodo k de £ en el instante . Por tiltimo, Aa y Aa® son
log vectores de inereimmento de desplazamientos nodales del elemento vy del
nodo k entre los instantes ¢ v £+ Af, respectivamente,

Una vez definidos los desplazamientos nodales del elemento en el instante £y
los incrementos de desplazamientos nodales entre los instantes § v 1+ Al se
aplica nna variacion virtual al campo de desplazamientos del elemento eu el
instante ¢+ At, La hipotesis adoptada en el aparbado 2.4.2 del Capltulo 2
implica suponer los desplazamientos Hjos en el intervalo de flenipo 'U. {.'| v, ol
tanto, 8fu = 0 == #'a = 0, de acuerdo con la ecuncidén  (2.4.130) v con la
definicion dada por (a22).  Asi pues, la variacién virtual del ineremento de
desplazamientos de la particula X entre los instantes £y ¢4+ Al se puede
expresar en funeién de la variacion virtual del incremento de desplazaamientos
nodales del elemento £, Por lo tanko &e puede eseribir que

d(Au) = N §(Aa) (3.2.4)

3.2.2 Discretizacién de los eampos de incremento de deformacion de
primer y segundo orden

Sen "V(e} ¢l volumen del elemento £ cuando B © 7",", tal que ryLE) o
"V. Las coordenadas de la particula A del elemento £ se interpolan en
funcidn de las coordenadas nodales de £ como

7]
b = Z NETgh o G=1,2/8 (3.2.5)
k=1

donde 'f es la coordenadn ¢ del nodo & del elemento £ en la conlipi-
racion V. La forma matricial de la ecuacion (a.2.5) se expresa como
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Tx = N "x(#) (3.2.6a)
con
! xl
rale) - . Tyk = [ ";r,-{‘:T ":}:ig, Tk ] (3.2.60)
!‘xn

donde la matriz de funciones de forma N del elemento ha sido definida en la
ecuacion (3.2.3), "%() s el vector de coordenadas nodales en la confignuracion
de referencia "V y "x* representa el vector de coordenndas del nodo .

Una vez efectuada la diseretizacion del enerpo B en la configuracion de
referencia "V, y teniendo en enenth que Y e £y TV o ry g gradiente do
desplazamientos de la partfeula X en el instante ¢ y el gradiente de incrementos
de desplazamientos de X' entre los instantes ¢ y ¢+ At se interpolan como

1) ik
ok . ; |
bujg= S NEbE g rBigy = 3o NS Act (3.2:7a)
k=1 k=1
con
. ON*
NE = (2.2.7b)

T

donde "N.'E ¢ el gradiente respecto de r:r:i de In funeién de forma del podo
k del elemento £.

La forma matricial de la ecuacion (3.2.7a) se expresa como
) i
‘g=4Gta y g =G Aa (3.2.8)

donde G es una matriz retangular (9 x 3n) cnyas componentes expresan ol
gradiente de las funciones de forma del elemento £ en términos de las coorde-
nadas (", ", Twg) de la configuracién de referencia "V, La matriz G tiene
[a sipuiente forma

+G = [ :'Gl- rGQg iy p-Gn| (3.2.00)
con T
B
I ’ k
PG = 5"—’,% I; (3,200
Nk
Iy

F'ﬂ
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donde G* es unn matriz retangular (9 x 3) cuyas componentes representin
el pradiente de la funcién de forma del nodo k& del elemento £.

s Obsgervaciéon 3.1

Nétese que la transformacion dada por la ecuacion (s.2.8) es lineal y ilirecta
pues relaciona gradientes de desplazamientos traslacionales de una particila
arbitraria del solido con gradientes de desplazamientos nodales, tambidn trasl-
cionales. Por lo tanto, la matriz de transformacidn G es luncién solamento del
pradiente de las funciones de forma del elemento, Sin embargo. si se vonsideran
como grados de libertad lag rotaciones, come ocurre en elementos fnitos de vi-
gas, placas y liinas, esta transformacion es no lineal, y tampoco es directa,
dependiendo ademds del tipo de parametrizacion que se utilice para deseribir
las rotaciones (CRIVELLL y FELIPPA [19938]). La relacicn ¢s.z.a, indirectamente,
tiene un pupel importante en la deduccion de la expresion de la matriz de rigidez
secante. Para los easos en los que se empleen grados de libertad traslacionales
el problema queda bien delinido. Por otro lado, segin  FELIPPA, CRIVELLL y
HAUGEN [1094], la existencia del operador secante para los casos con grados o
libertad rotacionales es enestionable, adetmds de considerarse wn campo de ine
vestigacion abierto. I

Sustituyendo la ecuncion (3.2.8) en las ecuaciones (2.3.182) ¥ (2.3.150), i3 11
crementos de deformacidn de primer y segindo orden de la particila ' de £ eutre
los instantes £ y 1 + Af se expresan por

e = [Lu+f.L,(§.g)] +G Aa =B/ ('a) Aa (3.2.100)
= % yLi(pg) +G Aa = ‘; +Bi(Aa) Aa (3,2.100)

donde

B (‘a) = [hﬁf-h(iﬁ)] rG =By, + LB, (‘a) (3.2:114)

rBilda) = Li(yg) »G (3.2.1ib)

gon lag matrices de incremento de deformacion de primer y sepgundo orden para
cada elemento £ del sélido B discretizado,  Estas matrices son rectangnlares
(6 = 3n). Notese que las matrices .f.B;, vy B son funcion lineal del gradiente
de desplazamientos iniciales fa y del gradiente de incremento de desplazamicn-
tos Aa del elemento finito £. La forma de estas matrices se detalla en ¢l Cuadro
3.1
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pe = .f,'.BL Aa

|
: 7= 5 +By Aa

/By, = ['frﬂ}.- By, ;']3*;]
rBy = [?'B{! 'f'B:f:l N | 'J'Ev‘ ]

Lk k
I‘B!.. - 'f‘B

Lo [ B+ L]

/Bt = BY L7
[N 0 0
0 oN5 0
0 0 RN _ "
i ad : tysk — pb by
"o T WNE eNE 0 b #B =By el
N0 N
0 RNY NE
. whi g E—im ) elin pliz wli
pls = Hzl H:ez s porl = r-{-zl rla  rézs
E-i!:!l $-£33 1-533 rla r-‘;m ?‘g.‘i."j
v h ot it : i
ko f}N . - f.) ”.-"_ I bk , "” . d&“l{ . i j}.
e Yy rhij = 8- "ay o k="'N.J' ai i b= 8% o %"‘N-f A

Jnadro 3.1 Matrices de deformacion de primer y segundo orden para
elementos de sdlido 3D

e Observacion 3.2

Nitese que B, = Ly G es la matriz de deformacion estindar de la
tearia de elasticidad con deformaciones infinitesimales conocida comna matriz do
deformacion infinitesimal (ZIENKIEWICZ y TAYLOR [1904a] y BATHE [1006]). Esin
matriz es independiente del gradiente de los incrementos de desplazaniontos del
elemento. Por otro lado, .f.B;,1 - f.Ll ¢ G es la parte de la matriz de delormacion
de primer orden dependiente del gradiente de los desplazamientos iniciales 'a, En
la formulacion LA ("V = tV) esba matriz se amla (il,q = [} = iBH = [))y Por
otra parte, la matriz By es funcion lineal del gradiente de los inceementos e
desplazainientos Aa. 1
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# Observacién 3.3

Las matrices ;;B,, v By pueden ser evaluadas en un nodo k del elemento £ en
funeion de la matriz de deforinacion infinitesimal definida en este nodo de o
giguiente manera

t8Y(fa) = »Bf, [ I + (L7 (‘a)) = B} +)B] (‘a) (3.2.124)
B (Aa) = "B‘Ln +L7(Aa) (3.2.12h)

donde 'L y L son matrices (3% 3) cuyas componentes sou luneion lineal
del gradiente de desplazamientos iniciales ‘a y del gradiente de incrementos
de desplazamientos Aa  del elemento £, respectivamente. Notese que par L

formulacion LA ("V = "V ?L 0= ’B = (), Estas ectunciones preseaban
una forma adecuada para su uup.h.mr.-mnmcSn mm:érjcet. La forma de las matrices
'Ly oL se detalla en el Cuadro 3.1. |

La variacion virtual de los incrementos de deforinacion de primer y segundo
orden en ¢l interior del elemento £ 8o expresa en funeion de la varineion
virtual de los desplazamientos nodales en el instante ty de los incremerntos
de desplazamientos nodales entre los ingtantes £y ¢ 4 Al Teniendo en cuenta
las cenaciones (2.4.20), (3.2.4) y (3.2.10) a8 variaciones virtuales de los incresentos
de deformacion de primer y segundo orden se escriben como

dpe = ﬁ.B;, d(Aa) y 8, = B §(Aa) (4.2.13)

3.2.3 Discretizacidn de la ecuacidon conatitutiva incremental

Sea A8 el vector de incremento de tensiones en la particula A del
cuerpo B entre los instantes Ly L 4+ Al en el interior de un elemento
finito £ del =dlido diseretizado. De esta manera, sustitiyvendo las ecnaciones
(3.2.10) en (2.4.150), se expresa tal estado de tensién en funcion del ineremento
de desplazamientos nodales de £ como

+A8 =.D [ By e 2 ,.B;] Aa (3.2.14a)

Con la finalidad de comentar el significado fisico de las matrices gue se
deduciran en el apartado 3.3, se desarrollard con mais detalle la expresion
matricial del ineremento de tensiones. De esta manera, reemplazando o milriz
de deformacion ,'.'.BL por la expresion ¢a.2.11a), la ecuacion (3.2.14a) se veescribe
como
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. |
IH'AS = T'D J'BL[] 'I :‘BL] (Jﬂ) + E TBI(&B)J Aﬂ fj.'_:'..i'l"”.”

i

donde el incremento de tensiones de primer orden se escribe como st de los
dos términos siguientes

pA8(ta, Aa) = ,ASI"(An) + ,ASL (s, An) (3.2.14¢)

con
-:'Asiwﬂ(ﬂﬂ) =D By, Aa (3.2,140)
+A8Y('a, Aa) = ,D ,’,'.B;,, (‘a) Aa (3.2.1d0)

donde el primer término depende solamente del incremento de desplazmnientos
a través de sus gradientes y el segundo tiene en enenta la influencia del gradionte
de los desplazamientos iniciales. Notese que el vector nASE™ o anula para I
formulacion LA, es decir, que parn "V =1V — ;B;,; =) = A8}"¢ = ().

Por iltime, el incremento de tensiones de segundo orden tiene la sipuiente
CXPIesion

i : l
A8 d(AB‘E) = 5 12 Bi(Aa) Aa (3.2.041)

Finalmente, se puede reescribir la ecuncidon  a2144) en funcion de los
incrementos de tensiones de primer y segundo orden como

-AS('a, Aa) = LASI(Aa) + FASI('a, Aa) + A8 (Aa?)| (32140

Az, el incremento de tensiones del elemento finito E. entre los instan-
tes £y ¢4+ At experimenta la influencia de los desplazamientos anteriores acu-
mulados hasta el instante ¢, y tiene términos que son funeién lineal v cundrition
del gradiente de los incrementos de desplagamientos iniciales, Obsérvesn que los
terminos de  ¢a.2.1ag) que dependen del gradiente ‘a se anulan para I formm-
lacion LA, Naturalmente, el desarrollo efectuado en lag eenaciones (3.2 14) biena
solamente importancia teérica ya que esta informacion se utilizari para acliviy
el significado fisico de las matrices que se obtienen en los proximos apartados.

Para implementar numéricamente la ccuacion (32140 o5 preferible ex-
presarla en funcién de la matriz de deformacion infinitesimal definida e el
nodo £ del elemento finito €. De este modo, partiendo de las definiciones
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dadas por lag ecuaciones (3.2.12) y sustituyéndolas en la ecuacion (3.2.24m. s¢
Nega a la signiente expresion

il . " !
188 =D 3Bl [ L +117(a) 4 5
=

Lo 3 L' (An) ] Aa* =

A8 LD )"_‘ ,.]3?"_0 [.’,‘.L"’(‘a) + ; AL (AR) ]Aa" (3.2.15)
k=l

donde A8" = A8l g ¢l incremento de tensiones obtonido por
la teorfa de elasticidad infinitesimal, como ya se ha definido antes on Ia
ecuacion (3.2.144). Esta ecuacion presenta nna forina adecunda para su nnple-
mentacion numérica. Las formas de todas Ias matrices gque aparecen en las
genaciones (2.2.14) y (3.2.15) se encuentran detalladas en ol Cuadro 3.1,

¢ Ohservacion 3.4

Nétese que las tensiones en el instante L+ At dadas por la ecuacion
(2.4.153) pueden ser calculadas de lorma total (secante) a partiv de las delor-
maciones totales en "8V, Ello se debe a que la representacion del material,
en cualquier configuracién de equilibrio conocida, se ha expresado en funcion
del tensor constitutive de la elasticidad infinitesimal, Por lo tanto, el mate-
vial es lineal eldstico a lo largo de todo el proceso de carga en el intervalo de
ticmpo [0,7]. De esta manera el tensor constitutivo secaute es igual al teusor
constitutivo tangente, es decir, "3 = D, Supdngase que las coufignraciones
en ¢l tiempo cero y en el tiempo t coincidan, lo que implica que los desplaza
mientos iniciales son nulos, "V = "W == la = 0, v que el ineremento de
desplazamiento entre la configuracion indeformada y la configuracion en el ins-
tante { + At sea "3'a = Aa, tal que B (Aa) = FAIB (HFA), Por o
tanto, ln ecudcion (3.2.44b) se reescribe como

D b Atg A
ﬁ+%ﬁs I i+/_‘;‘!-D r'EI-u R . 3.5;_!']31(3 FAR

; [EAY
5 a) | a

(3.2.10a)

donde """"‘"}.tBI es la matriz de deformacion total funcion lneal de 3 a a traves
de su gradiente, Por otro lado, se puede redefinir la ecuacion  z.2.10a) de ln
siguiente manera

i

! , . | I d

HALg = H’j,‘.‘]j > ,,Bﬁ_“ [ I uF “A,.‘L‘(“‘ﬁ’a) Ll (3.2.16D)
k=1 -

donila ‘+A,.*L{H'M-ﬂ) o8 la matriz de gradientes de desplazamientos totales del

elemento. Notese que para "F%a = Aa — HAIL(1HA,) = L(Aa). i
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En este apartado se han deserito las imterpolaciones del incremento de
desplazamiento, del incremento de deformaciones y del incremento de Lensiones
de la particula A respecto a log incrementos de desplazamientos nodales del
elemento £ entre los instantes £y 4 Al

En el proximoe apartado se extenderd esta interpolacion a Ly exprosion del
principio de los trabajos virtuales aplicado a la particula A" perteneciente il
elemento finito £,

3.3 EXPRESION PARAMETRICA DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ
SECANTE INCREMENTAL

La digeretizacion del principio de los trabajos virtnales aplicado a la particula
X' perteneciente al elemento finito £ conduce a la obtencidn de una relacion
secante no simétrica de equilibrio entre las fuerzas nodales exteriores en ol
instante i4-Af y el incremento de desplazamientos nodales del instante £ al f+A4A¢,
Se encuentra que dicha expresion tiene una forma paraméirica en funcion de dos
pardmetros y que puede considerarse una generalizacion de la forma paraméirica
obtenida por FELIPPA y CRIVELLI [1991] utilizando una formulacion LT

a Observacion 3.5

Como se apuntara en el Capftulo 1, en el dmbito del anilisis de la no
linealidad geométrica de solidos eldsticos lineales hay dos maneras de obtener
la matriz de rigidez secante utilizando la formulacion LT. La primera de ellas
ge basa en el principio de la energla potencial total, adoptando una formea
especial para la expresion de la energin de deformacion, con la que se obticne
una expresion simétrica para la matriz secante. Este procodimicnto es debido a
MALLETT y MARCAL [1968]. En la segunda se toma el principio de los trahajos
virtuales como punto de partida, obteniéndose una expresidn no simetrica para
la matriz secante (ONATE [1086]), WOOD y SCHREFLER [1078] han oblenido 1ina
expresion simétrica particular para la matriz secante a través de la correlacion
entre las matrices que forman parte de la matriz secante deducidas por el PTV
con las matrices que aparecen en el procedimiento de MALLETT-MARCAL. O

En la expresion del PTV  (zs57) los términos del primer micinbro son
funcién del incremento de desplaznmiento Au a traves de su gradiente qg. Estos
términes pueden expresarse en funcién de log inerementos de desplazamientos
nodales Aa del elemento £. Después de realizar alguuas operaciones algebraieas
y ubilizar las ecuaciones (az.4), (3.2.10), (3.2.13) y (3.2.14a), los diversos Lérminos
del PTV se expresan en funcién de log incrementos de desplazamientos nodales
del modo siguiente



Obtencion de la matriz de rigidez secante ncremental en mecdanica 1o loeal o

S’ D e =d(Aa)" [ EBf +D :.".B;, ] Aa (3.4.14)
P o : i 1 i, .
6-."1,: 1) p@ -+ fsrﬂl Dy = f‘(ﬁﬂ)[ [ E .f.B; PD Bt a ."-B{ yD :]3! +
+(1-a),G",E .G ] Aa (3.3.1h)

; 7 e T
ﬁ-,-'q? y 12y = MAH)" [ i (2= B /DBy +

B % +GT W H G } Aa (3.3.1c)
(‘}'-;-I‘,'T ,::‘.S = ;‘E(Aﬂ)-’l [ G7 :S G l Aa (3.3.1d)

En lag ecuaciones (3.3.1) todas las matrices y vectores lian alddo defindos
anteriormente, exceplo las matrices B, ;H y 1S (rectangulares 9 % 9) que
ae detallan en el Cuadro 3.2 para elementos de sélido 3D, De acuerdo con las
definiciones dadas en ¢l Coadro 3.2, la matriz 2 E tiene como componentes
los incrementos de tensiones de primer orden, las componentes de ln matriz
+H representan ineremento de tensiones de segundo orden y las componentes de
la matriz :;«E definen las tensiones que actian en ¢l elemento lnito £ del solido
diseretizado en la eonfiguracion 'V,

Los pardmetros o y 3 y las matrices (K y . H en (3,3.1) surgen de [a sustitucion
de las ecuaciones (3.2.4), (3.210), (3.2.13) y (3.2.14a) en la expresion  (2.5.7) del
PTV. Dichos pardmetros son mimeros reales y pueden adoptar cualguier valor,
abteniéndose una expresion simétrica o no para la malriz de rigidez secanie
incremental dependiendo de los valores que se les agignen. La obtencion de las
igualdades (3.3.10) v (3.3.1¢) se demuestra en el anexo A2 de esta monogralia,

La velacidn secante entre las fuerzas residuales aplicadas en los nodos del
elemento finito £ en el instante 1 + Aty los incrementos de desplazanicntos
nodales entre los instantes ¢ y ¢+ At g¢ obtiene sustituyendo las ecuaciones
(a3 en la ecuacion 2.5.7), legiandose a la expresion

,.E.I{Ef}{tn, Aa) Aa = — Fratilel (3.3.2)

i ; ; el
donde ‘*‘-}."r(‘*) es ol vector estandar de fuerzas residuales nodales y LKL es In
matriz de rigidez secante incremental del elemento finito £,
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aly dlzy el

VB = bY; fXa| ¢ [ b edoe f]7 =D ;e = A8
syin. ¢ Iy

IIASE;J‘I‘:# I, _}_ﬁﬂffgrd A ;-ASH'.‘J +

.,JE = ,-&3&.;’“ I;; 1-&;9.}:?”‘ L;
SV 1L » S 1

[
H=3% pdigom; By ¢ gny =8 Hj o8

b=l =i
pdije s el término iy de la matriz constitutiva D

a Iy d [3 & Iy

I w = i 3 Y = 5T Fon
E +H= by [ Iy : [u.., b, ¢, d, & f ]"“r = L) yip = ,-.‘.35'! e
Ay, ¢ 1y
L [eASEL ASEIT, ASEYL
5 vH = PASHM Ty :'ﬁ-‘-';'f;‘r"d L
gy, pASE T,

L8 Iy 1Sy LSi3Iy
= 9y Iy ;-S-.m Iy
symni.. paa Iy

1y : matriz identidad 3 = 3

Cuadro 3.2, Matrices ,E, ,Hy fé para elementos de salido 30

El vector de fuerzas residuales parva un elemento finito £ con volumen "V ge
pseribe conio

tatle) — f tpT ks gv - tratple) (3.9.34)
rye)
con
L tgle) / NT LRALE gy / NT Hatgs g (3.3.3h)
r[.-l'(u}

i ‘v_‘;-}ﬂ
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donde "“%,’f(‘*) es el veetor de fuerzas nodales equivalentes. La primern integral
en  (3a3p) representa el vector de fuerzas de volumen y la segunda, el de
fuerzas de superficie. Como se comentd con anterioridad, en la conliguracion
inicial se considera al cuerpo B libre de tensiones y de deformaciones iniciales.
o considerandose, por lo tanto, los vectores de fuerzas debidas a deflornmnciones
y tensiones iniciales,

L expresion paramétrica y general para la matriz de vigidez seeaute inere-
mental se expresa de la siguiente manera

L (ta, An) = LK ('a,ta?) + LKy (ta, Aa) + LKy(Aa?) + 'Ky | 34

donde las diferentes matrices elementales son

LK, (a, ta?) = [ LB D LB, av (3.388)
r‘}(n)

" i iy i
Ky ('a Aa) = f [ﬁiB{. DBy + o ,Bf DB +
rysle)

+ (l — Ct) ]‘GTTE ]rG ] ﬂ“"‘ (3.3.50)

. 1 0 o ;
LK y(Aa?) = f [Z(z—rj) BT,D ,.B|+§,.G1-,.HT.G dV (3:3.50)
r1;[ﬂ)

ﬁ.Hry - / »GT fS + G dV (3.3.5¢)
v\f(e)

s Ohservacion 3.6

La forma paramétrica ¢3.2.4) de la matriz secante fue obtenida por privera
vez por ONATE en los inicios de 1994 y publicada en ONATE [1905a]. Dicha
expresion [ne analizada e implementada en ordenador por el mitor de esta
monogralia quien ha realizado diversas aportaciones originales que ayndan a
clarificar y ampliar algunas etapas de su obtencién v que son esenciales para
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(o]

el desarrollo del nuevo método de desplazamiento critico que so propone en
el proximo capitulo.  Dicho método se aplica on el andlisis de nestabilielacl
estructural para Ia prediccidn de puntos limite y de bifuracacion. A

e Observacidon 3.7

FELIPPA y CRIVELLI [1991] y FELIPPA, CRIVELLI y HAUGEN [1904] han obtenido
una expresion paramdétrica similar de la matriz de rigicdlez secante en funcion e
dos pardmetros, utilizando una formulacién denominacda por ellos cong “core
congruential formulation™ y la descripeion LT, En esa expresion, la malriz
secante relaciona desplazamientos totales con las fuerzas exteriores totales. La
exproesicn parameétriea aqui deducida puede cousiderarse cotio tuna extension
del trabajo realizado por estos autores utilizando ln formulacion Lugrangiam
Generalizada.  En este caso ln expresion de la matriz secanto rolacions los
incrementos de desplazamicntos con las fuerzas residuales. [l

¢ Observacion 3.8

Nétese que In expresion de In matriz de rigidez secante meremental on
(2.3.5) 8 no simétrica para valores de o = 1 /2. Pueden obtenerse una infinidad
de formas simétricas tomando o = 1/2 v valores arbitrarios para f3.  WooD
y SCHREFLER [1978] obtuvieron una expresion particular para la matriz secante
dada por (335 con o = 1/2 v 2 = 0 utilizando In descripeion LT: ONATE
(1991] dedujo la misma expresion simétrica utilizando la formnlacicn L: granginmn
Cleneralizada, |

Las matrices f.K;,, f,KM, 'Ky v f.K,; forman parte de la expresion
general de la matriz de rigidez secante incremental y son malrices (3 =
dn) para elementos de sélido 3D. De acuerdo con las ecuaciones (3.2.11), las
matrices de deformaciones de primer y segundo orden, IBy(*a) y vB (Aa). sou
funcidn lineal de los gradientes de desplazamientos iniciales v de ineremenios de
desplazamientos, respectivamente, Puede coneluirse que ln malriz {K; e
términos lineales y cuadriticos en el gradiente de Ta. Esta matriz tiene en eneni
log efectos de los desplazamientos iniciales. La matriz PRy posee Lérmitios
lineales en los gradientes de 'a y Aa: [y contione términos enacidticos
en el gradiente de Aay f.l{,, incluye las tensiones que actian e el elemento
finito & en ol instante ¢, Se analiza a continuacion cada una de estas miabrices
para aclarar el significado fisico de sus componentes,



o

1
=4

Obtencidn de la matriz de rigides secante incremental en mecanica no lineal :

s La matriz ﬁ.I{,-‘

Sustituyendo la ecuacidn (3.2.8a) en la ecuacién (3.35a), la expresion de In
niatriz :K; ge reeseribe como

:’.K;,("‘ﬂ,tﬂﬂ = E'Khn + -’,’-K;,I[tﬂ, fa®) (3.3.64)

donde
ﬁLKg,“ = [ "Bfu p 1By dV (3.3.6b)
n;{r}

es la matriz de rigidez lineal estandar de la teorfa de la elasticidad inifinitesimal
¥

ﬁ-Kfq(tﬂ, tﬂ.zj — [ (?'B}:ﬂ -_le faB[_,l '!" {.‘-B.ill ng ?‘Bf;n +' i'.B-;'Ill -;llD :.BLI) I'”."l

ryte) béimiinos linealsd ‘on ta crndratioos v fa

(3.3.6¢)
es la matriz conocida con el nombre de malriz de rigidez de desplazamivntos
iniciales que aparece bipicamente en la formulacion LT (BATHE [1996], cap. 6
v ZIENKIEWICZ vy TAYLOR [1004b], cap. 8). Una expresion alternativa para esta
matriz puede encontrarse en  ONATE [1995a]. Para la formulacion LA ("V =
'V)  esta matriz se anula, pues, como ya se comentd con anterioridad, ol
efecto de los desplazamientos iniciales se incorpora a la geometria del cuerpo
B en el instante ¢ a través de la actualizacién de las coordenadas, "%\ =
0x(8) t ta: consecuentemente ﬁL, =0= SBLI =0 = FKL, = [

s La matriz LK,

Eata matriz tiene en cuenta los efectos de los desplaznmientos iniciales v
de los incrementos de desplazamientos a través de sus respectivos gradientes,
siendo funcion lineal de los mismos. Ademdis se suman a estos electos los de los
incrementos de tensiones de primer orden A8 Nétese que esta malriz s
anula al linealizar el PTV,

Sustituyendo la ecuacién  ¢3.2.11a) en la ¢3.38), la expresion de ln wn-
triz ,‘.I{,-‘.; se recscribe como

:.KM (f'ﬂ, .ﬁﬂ) = 'f"KMI (rﬂ, Aﬂ) 4+ zvl{n-!!(!_\ﬂ) aps f-KM&” (,'ﬂ.. Aﬂ) (3.3.7a)

donde
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1y
2"

]

K (a0e)= | |
ryte)

B}l DB+ o, Bl D ':'B-'wl av (9840

o8 una matriz funeién lineal de los desplazamientos iniciales y de los inerenientos
de desplazamientos a través de sus respectivos gradientes, afectada por los
desplazamientos iniciales, por tanto, para la formulacion LA ("V = Wy la
matriz de deformacion FB;,, ge anula, y como consecuencia, también dicha
matriz de rigidez se anula, es decir, para 'V = 'V = By, = 0 = [Ky,

0. Por otro lado, la matriz ,'.'-I'ip.q2 g€ OXpresi cono

.I. LRl o
EK iy (Aa) = / [ 5 Bl D By + a,B] DBy dV (2.1.7¢)
ri,."(n}

y es funcion lineal de los incrementos de desplazamientos a traves de sus
pradientes, por consiguiente, se emplen faulo en la formulacion LT como en
la LA. Por tiltimo, la matriz ﬁ.KMA” surge debido al térming simétrico en la
expresién  (3.3.16). Esta matriz tiene la signiente expresion

[Ka,, (‘e Aa) = f (1 —a)»G" ;B +G dV (3.3.7d)
)

y se denomina matriz de rigidez geométrica incremental de primer ovden, ya que
la matriz ;B tiene como componentes las tensiones incrementales de primer
orden. De acuerdo con la ccuacién (3.2.124d), la matriz ,E puede eseribise
como suma de dos matrices, \E = ,-Elcr‘&a’%”"d) o p Bl Aai?d). Ei i
primera de ellas, los incrementos de tensiones se calenlan a partiv del gradiente
de incrementos de desplazamientos Aa, mientras que en la segunda. los
incrementos de tensiones se obtienen de los gradientes de los desplazamientos
iniciales ‘a y de los incrementos de desplazamientos, Obsérvese que para la
formulacién LA, la segunda matriz ,E, se anula, es decir, para "V = by ==
g&a'.}""" = () =+ 1E; = 0,
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o La matriz [Ky

Fatn matriz es funcion enadriticn del gracdiente de los ineretneitos de does-
plazamientos, ademas de eonsiderar el efecto debido al ineremento de tensiones
de segundo orden »A8*™. De la misma manera que la matviz LKy laoma-
briz LKy se annla al linealizar el prineipio de los trabajos virtnales, Dicha matriz
s¢ mantiene en la expresion de la matriz secante ineremental tanto para la lor-
mulacion LT ("V = V) como para la deseripeion LA ("V = 'V). Notese que
el segundo términe en (3.3.8¢) aparece debido a la simetrizacion de la expresion
del PTV, v se denoming matriz de vigidez geomélrica ineremental de segundo
orden.

s La matriz [ K,

Fsta matriz es funcion del nivel de tensiones en la configuracion £ y recibe ¢f
nombre usual de matriz de tensiones iniciales o de matriz de vigidez geomdtriea
(BATHE [1096], cap.6 y ZIENKIEWICZ y TAYLOR [1004b], eap. 8). En la Tormulacion
LT (*V = “V), las componentes de esta matriz son lag componentes cartesinnag
del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. Por otro lado. en la des-
eripeion LA ("V = t)Y, las componentes de #Kn representan las componentes
cartesianas del tensor de tensiones de Cauchy.

Una vez diseutido el significado fisico de cada matriz que forma parte de la
pxpresion parametrica de la matriz de rigidez secante ineremental se procede n
la particularizacion de esta expresion para lag formulaciones LT v LA,

La expresion para la matriz secante imeremental en la formmlacion LT (7V =
oY) se escribe como

LK (', Aa) = LK (fata?) + LK ('a Aa) + (K y(Aa?) + LK(}S) ‘
{3.3.80)

Para la deseripeion LA ("V = 1V) se puede eseribir la expresion de 1 wintriz
secante incremental de la siguiente manera

iKg.")(Aa) = FK; e :f_KM(Aa) o+ iKN(AuF) + ;Kd(‘rl}‘ (3.3.80)
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1.4 OBTENCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

La manersa estindar de obbener la expresion de la matriz de vigidez tangente
a5 linealizar la expresion del PTV. Esto implica ignorar los términos subrayados
en la ecuacion (z.6.7), que sou funciones cuadratica y eibica del gradiente de
incremento de desplazamiento de una particula arbitraria del s6lido. Un procedi-
miento alternativo gue conduee n resnltados idénticos consiste en determinar la
expresion de la matriz tangente como lmite de la expresion de la matriz secante
ineremental enando ¢l incremento de desplazamiento Liende a cero. Parbiendo
de la ecuacion (3.3.4) se puede eseribir que

K= lim LKs = LK + LK (34,1
i I A0 ) T L T J J

donde ,f.l{n,. es la matriz de rigidez tangente estandar (BATHE [1996] eap. 6 3
ZIENKIEWICZ y TAYLOR [1994b]),

Comparando las ecuaciones (3.3.4) y (3.4.1) se puede tesscribir la exprosion
de la matriz de rigidez secante incremental como

1Ky = 1Ky + (Ku('a,da) + [Ky(Aa%) (3.4.2)

— 0 cuando Aa —0

Las matrices LKy y LKy son las nuevas matrices que aparecen en la ex-
presion diseretizada del PT'V enando se considera de [orma completa, anulandose
dichas matrices cuando se linealiza el PTV.

3.5 EXPRESION PARAMETRICA DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ
SECANTE TOTAL

En este apartado se deduce una expresion para la matviz secante folal
que relaciona Ias fuerzas aplicadas al sélido en el instante ¢ 4 At con los
desplazamientos totales en este instante. Como punto de partida. se ndoptan
algunas hipdtesis bisicas que se deseriben a continuacion,

Se adopta como configuracion de referencia la configuracion indeformada,
"V = . Se considera que las confipuraciones en el tiempo cero v en ¢l
tiempo ¢ coinciden, "V = 'V = 'V, Por tanto. como consecuencia do esta
hipdlesis v teniendo en cuenta la definicion dada en a.2.114), se puede eseribir
que

"Wy =1y = la=0 == [By('a) = rBy, (3.5.1)
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Ademis, sea Aa el incremento de desplazamiento de la conligiracion nde-
formada a la configuracion en el instante ¢ + At. BEsto impliea (e

Al — An = yB|(Aa) = H%vrﬂl [iradg) (3.5.2)

de acuerdo con lag ecuaciones (2.4.132) vy (3.2.110).

Por otro lado, la confignracion indeformada (ver el Capitulo 2 de esta
monografia) esta libre de deformaciones y tensiones iniciales.  Considerando
la ecuacion (2.5.152) se concluye que

f.S =0 = """‘3,."8 = . AS (35.3)

lo que implica LK, (LS) = 0.

Las ecuaciones (3.5.1), (3.52), (3.53) ¥ (3.z.14a) permiten eseribir los inere-
mentos de tensiones en el intervalo de tiempo [0, Af] como

f'F%_ﬂAslm'rl(ﬂ-l-Ala) - “"%."D !'Bf.n I+iﬁn‘.ﬂ

(3.8,4)
l'l*-f);ﬁﬁﬁsﬂwd(i'-l-.ﬁﬂaﬂ) - r'l'l’%;l.-D J‘F%‘EBI{H-L\#“) ﬂ'b.ﬁﬂﬂ

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (351). (352), (353 v (3.54) o
(3.3.5), se obtiene la relacion secante entre las fuerszas y deaplaziimiontos
totales que actian en un elemento finito &£ del sélido en el intervalo de tiempo
[0, + At] como

f+.%lK£f;)‘ (f*-}-ﬂ.tﬂ] — f+_“:'AD|ﬁKL(llx(l")) s £'+-L})!'I{ﬂ.; (H-&fﬂ) + H—iuf-KN(n‘-l"ﬂtﬂ'.t)
~(4.5.5)

donde para cada elemento

"'}"J'};!'Kl. (ux(;;}) - f uB"f:n HL;\)"'D 0B, dV (3.5.6a)
iy (e)

b-AL 1 1 S : AL A,
K () = [ [Euﬂl‘,,,“%*n "B, + o MR A By, 4
017 ()

+ (1 ~a) G" *HoE ¢ | dv (3.5.60)
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LA, 1 LAt tAly AL
"""'%‘KN(“'ma'!)= [ ljl(g'-ﬁl BT D HAB, 4
s (e)

1 i
+ % Nel “""%,"H oG | dV (3.5.6¢)

Las componentes de lag matrices ""%""E y """‘f,"‘l'l son funeciones de los
incrementos de Lensiones de primer y segundo orden, respectivamente, dados
por las ecuaciones (as54). La forma de estas matrices es idéntica a la de las
matrices B y »H que se detallan en el Cuadro 3.2,

3.6 APLICACIONES DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ SECANTE A
PROBLEMAS DE NO LINEALIDAD GEOMETRICA

Para obtener la forma discreta de las ecuaciones incrementales de equilibrio
del sdlido es necesario ensamblar las matrices do rigidez secante y los vectores
de fuerzas residuales de los elementos.

31 veetor de fuerzas residuales global 8% v la matriz de rigidez secante
plobal ;".I{,.,- del gélido B se obtienen del modo siguiente

HAL. T AL (e) ‘ ey e(e)
Ty = | TR y K= E Ky (3.6.1)
e | p=1

donde IE es el operador de ensamblaje estindar de elementos  Hoitos
(ZIENKIEWICZ y TAYLOR [1994a]).

Por consegniente, la forma disereta de la ecuacién ineremental de equilibrio
del sélido se expresa de acuerdo con las ecuaciones (3.6.1) v (3.2.2) como

.f.K_:;("‘v, Av) Av = Fb (3,6.2)

donde v es el vector global de desplazamientos iniciales corvespondientes al
intervalo de tiempo [0,t] y Av es el vector global de incremento de desplaza-
mientos nodales del solido entre los instantes ¢ y ¢ 4+ Af. Se suponen aplicadas
las condiciones de contorno en (3.6.2).
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3.6.1 Algoritmos de solucién de la ecuacién incremental de equilibrio
utilizando la matriz secante

Entre log diversos métodos empleados en la resolucion de un sistema deo
ecuaciones 1o lineales basados en una expresion aproximada de la matriz secante
se pueden citar los métodos eunsi-Newton y secante-Newton. T estos Lo os
se deduce una expresion niamerica de la matriz secante utilizando algoritmos de
Broyden v los derivados del BFGS. Se trata de métodos potentes para la solucion
de ecunciones no lineales. En este apartado se propondran algunos métodos de
resolicion basados en la expresion exacta de la matriz secante ncremental y
total deducidas en log apartados anteriores,

Un procedimiento para encontrar la solucion de equilibrio en la vonligu-
racion £ + Al en (362 68, por ejemplo, utilizar la matriz secante total
definida en  ¢3.55. Particndo de la configuracion indeformada, y suponiendo
que tv=0= L8 =0, HAly — Av y que la fuerza total se aplica en un solo
paso de carga, A% = “HAN g obtiene la solucion a través de i algoritno
iterativo directo como

; - b
(20T [l-+r5.'\JﬁKHT(£-I-.Mvr—I)] bAby

{3.6.1)
con MO =0 y i=1,2...,""%

donde i es la i-ésima iteracion en ¢l intervalo de tiempo [0.0+ At] y a0y, us el
nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia en este intervalo.
El proceso iterativo de la ecuncion (2.6.9) se detiene enando la diferencia entre

dos valores consecutivos, FAtyI=1 o HAIG gatisfice una norma prefijada de
error en desplazamientos, Es usual tomar

> : T
\/%' (c+m“}- — AL l)

ZE (3.6.4)

e

Fi

donde ¢ es un valor que establece ¢l error de convergencia deseado, weneral-
mente € = 107%,  La interpretacion geométrica de este proceso para un griulo
de libertad se representa en la Figura 3.1,

También se puede utilizar la matriz secante incremental pava encontrar nia
confipuracion de equilibrio en el instante ¢ + At, partiendo de la confignracion
de equilibrio conocida en el ingtante ¢, La solucion incremental iterativa se basa
en la actnalizacién sucesiva del vector de fuerzas residuales, resolviendo
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| | |
| | | -
1;+¢f},t,V 1 t-m.tVE t+AtV‘3 t+AtV v}

Figura 3.1 Algoritmo de iteracidn directa utilizando la matviz socanite
total

[ ReF = H-I{s{ tHALyi=-2. Avw'.-r!)]'l t+ Aty

HALyE o AL =1 o A i
) (3.0.5)

i t
con PHAly-1 = by l; bRabyl _ bgtny y Av? =0

| donde i =1,2,,. ”&'-I-mm

donde 'n; es el mimero de iteraciones necesarias para aleanzar la converpgencia
en el paso de carga anterior correspondiente al intervalo de tiempo [0.1]. La
representacion geométrica de este algoritmo para un grado de libertad se mnestra
en la Figura 3.2.

El proceso iterativo representado por las ecuaciones (3.6.5) se detiene cuando
se satisface un eriterio de convergencia en desplazamientos prefijado, como el
dado por (3.6.4); o en fuerzas residuales. Un eriterio generalinente aceptado os
evaluar la norma cuadrdtica de las fuerzas residuales, deteniendo el proceso si
se satisface
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o | .
| | | |I J | | '_
1l 2 oty t+Aty, 1 Lty 2 t+ty, Vv

Figura 3.2 Algoritmo incremental-iterativo utilizando la matriz secante

incremental
. e 2
H}J_‘ ( +%.'ri)

E € {3.6.6)
’,— (‘H"ij)

siendo usual tomar valores de ¢ entre 1072 v 1077, Una discusion mas detallada
respecto a los criterios de couvergencia se puede encontrar, por ejomplo, en
HINTON [1992], cap. 5,

Hay que sefialar que este algoritmo coineide precisamente con el método ite-
rativo de Newton-Raphison, pero utilizando la matiiz secante ineremontal LKy en
ligar de la clisica matriz tangente f.I{f;' (BATHE [1996], cap. 6 y ZIENKIEWICZ y
TAYLOR [1994b}, cap. 7y 8). Por tanto, se puede ntilizar este algoritine conjiu-
tamente con cualquiers de los métodos de control de | reapuesta (imétodos de
longitud de arco) deseritos en CRISFIELD [1991], capitulo 9.
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La facilidad con que se puede pasar de la expresion de la matriz secante a
la de la matriz tangente, ver la ecuacion (3.4.2), es de gran interes practico, pues
permite hacer uso de las ventajag de ambas matrices para optimizar ¢l proceso
de resolueién. Asi, serfa de gran interés aprovechar la mayor versatilidad de In
matriz secante para garantizar su definicion positiva, lo que permitiria superar
con mayor facilidad puntos de inestabilidad por cambio de forma, asi como
obtener una convergencia mas rapida en puntos proximoes a la carga mixina,
donde la utilizacion de la matriz tangente suele ser desfavorable. Por otra parte,
Ia matriz tangente es de gran utilidad para el calenlo de cargas de inestabilicdad
inicial agl como para la deteccién de puntos de bifureacion. a partie del estudio
de los valores y signos de algunos de sus parimetros, como el determinante, el
menor aubovalor v el menor pivol de esta matrz factorzada, Parece claro por
tanto que la utilizacién conjunta de ambas matrices (de facil implementacion en
ordenador), puede proporcionar un algoritino de solucion mas eficiente y versitil.
Estos aspectos seran tratados en el capitulo b.
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CAPITULO 4

EL METODO DE DESPLAZAMIENTO
CRITICO PARA LA PREDICCION DE
PUNTOS LIMITE Y DE BIFURCACION

4.1 INTRODUCCION

En esie capitulo se presenta un nuevo método de prediceion de puntos
criticos para el andlisis de inestabilidad estructural.  El método se basa en
la determinacion de un campo de desplazamiento eritico gue aproxima al
modo de bifurcacidn (modo de pandeo) o al modo de deformacidn eritico del
sistemna estructural. Se determinan estos desplazamientos criticos imponiendo
la condicidn de singularidad en una expresion aproximada de la matriz de
rigidez tangente en el punto eritico. Este procedimiento implica un problems
generalizado y no lineal de autovalores. La carpa critica se calcula a posterior,
de manera directa, utilizando la relacion secante entre carga v desplazamicnto,

La prediccion y localizacion de puntos de bifurcacion y de puntos lhnite,
denominados en el presente contexto puntos erfticos o puntos singulares, ha
recibido una atencioén especial en el drea de la mecinica computacional. La
pérdida de estabilidad del equilibrio y el consecnente cambio de geometria o
bifureacion de la trayectoria de equilibrio son fendmenos usnules en algiunos de
log sistemas Hsicos tratados en la mecanieca no lineal del s6lida,

En la mecanica no lineal de sistemas estrocturales, [a mayor parte de
log trabajos publicados en la literatura cientifica se centran en el estidio de
estabilidad, bifurcacién (pandeo) y comportamiento poscritico de vigas, placas
y laminas con material eldstico, (PIGNATARO, RIZZI y LUONGO [1991], COMO v
GRIMALDI [1995] y TRAHAIR [1993]), En elasticidad no lneal, la bifureacidn se
presenta, incluso, en problemas aparentemente simples que involueran modelos
constitutivos estandar. Se puede citar, o titulo de ejemplo, el problen de
bifurcacién miiltiple en un cubo de material Neo-Hookeano de Mooney Rivlin
sometido a un estado de tension hidrostitico, (MARSDEN y HUGHES, cap. 7).

La pérdida de la estabilidad juega uu papel importante, también, en i teoria
de los modelos constitutivos ineldsticos, es decir, en sistemas disipativos, Como
ejemplo clagico se puede citar la bifureacion difusa en el estivamiento de una
barra circular con material elastoplistico sometida a un estado homogéneo de

G



70 Capitulo 4

tension proveniente de un ensayo de traccidn simple. La bifurcacion ocurre
debido a la pérdida de elipticidad de las ecuaciones de gobierno del problema,
localizandose las deformaciones y formandose bandas de corte, (WRIGGERS v
SIMO [1990]).

Los métodos numéricos para la deteccidn de puntos criticos pueden clasi-
Acarse en directos o indirectos, (CHOONG y HANGAL [1993])). En los miétodos
indirectos, ol pardmetro para detectar el punto eritico se ealeula a medida que
so resuelve ol gistema de eenaciones no lineales de equilibrio de forma meremen-
tal. IEstos pardmetros dependen de datos que se obtienen de los algoritmos de
golucion de dicho sistema de ecuaciones.

Se suelen elegir como parametros el determunante, el menor antovalor o
ol pote minimo de la matriz de rigides tangente. Bl pinto ovitico, y la
correspondiente carga crilica, se obtiene cuando estos parimetros se anulan,
es decir, cuando la matriz de rigidez tangente es singular,

En los métados directos, la condicion de existencia de punto eritico se expresa
por un conjunto de restricciones que caracteriza dicho punto, gue se anade al
sistema de ecuaciones de equilibrio en un punto. Se forma asi un sisteimna de
acuaciones aumentado, de cuya resolucion se obtiene el punto critico y el valor
de la carga erftica.

Obtenido el punto eritico, es necesario analizar el comportamiento
posteritico, activando, para ello, un algoritmo de bisqueda de ramas de eguili-
brio secundaring. En la referencia CHOONG y HANGAL [1993] se presenta u ve-
gumen de los métodos directos e indirectos mag usuales en el marco del método
de log elementos fAnitos, asi como el de algoritmos de bisqueda de ramas secun-
darias de equilibrio cuando se trata de puntos de bifureacion,

Segiin KOUHIA y MIKKOLA [1995], un método capaz de tratar puntos eriticos
debe satisfacer los sigulentes requisitos:

1. Estimar y detectar una configuracion inestable de equilibrio (estado
critico), (RIKS [1974], SEYDEL [1991], SHI y CRISFIELD [1992, 1004], SKEIE v
FELIPPA [1991] y WRIGGERS y SIMO [1990]).

2. Hacer la distincién de manera fiable y a un coste razonable entre punto
limite y punto de bifureacion. (KOUMIA [1092]. RIKS [1074. 1081] v
WASZCZYSZYN [1983]).

3. En el caso de punto de bifurcacidn, tener habilidad para detectar la vama
secnundaria de equilibrio,  (KQUHIA v MIKKOLA [1989], REEINBOLDT [1974].
RIKS [1974], THURSTON [1969], WAGNER y WRIGGERS [1988] y WASZCZYSZYN
[1983]).

4. Poseer la capacidad de verificar la existencia de todas lag posgibles raunas
secnndarias de equilibrio que puedan existir en un punto de bifurcacion,
bifurcacion maltiple,
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5. Tener la capacidad de verificar la existencia de puntos de bifureacion
aglitinados en un tramo de la trayectoria fundamental de equilibrio y
poseer la robustez necesaria que le permnita bugcar ramad secundarias de
equilibrio en cada uno de estos puntos de bilurcacidn aglutinados,  (RIKS
[lﬂﬂ-l]. HANGAT y LIN [1989], CHOONG y HANGAI [19!]*” v FUIIL v CHOONG
(1991)

Es hmportante destacar que el tema de la bifurcacion miiltiple, en opinidn
de KOUHIA y MIKKOLA (1995], se trata atin de un campo abierfo a la investi-
gacidn, Se puede constatar que la literatura téenica preferentemente aborda la
teoria de bifureacion y estabilidad para puntos singulares siimples en problemas
estacionarios v no disipativos.

Por las earacteristicas arriba mencionadas ge puede clasilicar el método de
desplazamiento eritico como un método semi-directa, ya que primera resuelve las
ecnaciones incrementales de equilibrio, impone la condicion de singnlavicdad en
una expresion aproximada de la matriz de rigidez tangente en el punto singnlar
para evaluar el desplazamiento critico y finalmente ealenla la carga critica e
funcién de dicho desplazamiento eritico utilizando la matriz secante.

Respecto a los requisitos mencionados por KOUHIA y MIKKOLA, este inétado
g6lo enmple con los dos primeros. La bisqueda de ramas secnndarins en la
proximidad de un punto de bifurcacidn, ntilizando el concepto de la inatviz de
rigidez secante incremental son objeto de lineas fiburas de nvestigacion qne
abren los desarrollos de esta monografia.

En el apartado 4.2 se presenta de manera sucinta algunas ideas respecto o ln
prediccion de puntos erfticos y a la biusqueda de ramas secundariag de equilibrio
empleando el concepto de malriz secante ineremental. Dichas ideas se configirg
como punto de partida para el desarrollo del método de desplazaniiento critica,
que se presenta en los apartados 4.3 y 4.4, En el apartado 4.4 se desceriben, de
manera detallada, los PASOS NECESATION para la deducidn de la matriz de rigides
tangente eritica, para la definicion del problema no lineal de valores propios v
para el cileulo de la ecarga eritica.

Fn el apartado 4.5 se discuten las distintas estrategins de aplicacion del
método de desplazamiento critico en el andlisis de inestabilidad de sistenns
estructurales,

En el apartado 4.6 se¢ desarrollan Lécnicas iterativas en la solucion del
problema no lineal de autovalores, Estas téenicas transforman dicho problema
en una secuencia de sistemas lineales.  Ademds, se presenban téenieas de
transformacidn directa para obtener la solucion exacta del problema no lineal
de autovalores.

Por tltimo, en el apartado 4.7 se describe el algorvitino del método do
ieracion inversa para la resolucion del problema lineal de valores propios.



T2 Capitulo -

4.2 ANTECEDENTES DEL METODO DE DESPLAZAMIENTO
CRITICO

[n este apartado se introducen algunos antecedentes respecto i ln prediceion
de puntos criticos y de ramas secundarias de equilibrio en las proximidades de
un punto de equilibrio conocido del sélido utilizando |a matriz secante,

La solucidn fundamental de la ecnacion no lineal de equilibrio en el intervalo
de tiempo [0,7] representa una trayectoria de equilibrio primaria, Se supone
gue en este intervalo de tiempo puedan existir otras trayectorins secundarias de
equilibrio, por lo que, segiin KROPLIN v DINKLER (1985], se puede evalnar parn
cada punto de la rama primaria precritica de equilibrio (por ejemplo, punto A o
las curvas de la Fignra 4.1) nua perturbacion externa que sea capaz de producir
un cambio de forma o un modo de bifureacion en el salido hacia un punto de fa
rama secundaria posteritica de equilibrio (punto B). A esta perturbacion se lu
denomina perturbacion eritica. Normalmente se considera como perturbacion
algin autovector que se extrae de la makriz de rigidez tangente o secanie. Por
ejemnplo, teniendo en cuenta la ecuacién (z4.1), segun KROPLIN, WILHELAM «
HERRMANN [1901] la direceion de la perturbacion ¢ puede ealeularse a través del
signiente problema lineal de valores propios

KL 'Y + A K(08) | ¢=0 (42.1)

donde A es el menor antovalor no nulo v ¢ au correspondiente aitovector.

Una vez definida la diveccion de la perturbacidon se puede calenlar un
parametro arbitrarvio p que escala la magnitud de ¢ Para determinar este
pardmetro, KROPLIN y DINKLER [1985] han propuesto la siguiente restriccion
a la ecuacion incremental de equilibrio

f-K.s("V.Av) Av =10 (4.2.2)

donde fK-, s la matriz de rigidez secante incremental definida en (2.6.2).

La restriceién que expresa (az.2) puede ser interpretada coino un pro-
blema de minimizacién de la energia de perturbacion introducida en el sisteimn
(KROPLIN y DINKLER [1985]), por consiguiente, ln distancia entre los puntos A
y B es minima, (ver Figura 4.1). Se supone que la diveccion de avance es
Av = p ¢, donde ¢ es un modo de bifurcacidn estimado correspondioute al
punto critico de la trayectoria primaria de equilibrio como, por ejemplo. el au-
tovector caleulado en (4.2.2), pudiendo ser, también, el propio vector desplaza-
miento de la particula A" del sdlido en "V | esto es, 'v v o un niimero veal
arbitrario que eseala la magnitud de la perturbacién, La restriccion .22 se
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f Nf“;-ﬁﬂﬂ PE_"_‘S‘J limite punto de I._uifurcaui:‘:n
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tef -

tf 'f

Figura 4.1 Ejemplos de puntos limite y de bifurcacion

convierte en un problema generalizado de autovalores a partir del enial se friiselie
calenlar el valor de g, Dicho problema se expresa como

(KL (v V) 4 TKG(18) + 0 1Ku (v, ) + 28 IKy(¢F)] 9 =0 (2

Esta ecuacion representa un  problema cuadriatico de valores prapios
en g, que puede ser resuelto con téenicas iterativas, Notese que en esta eonacion
ae ha utilizado el concepto de la matriz secante incremental.

KROPLIN y DINKLER [1985] iubilizan el valor de Av deducido de {(4.2,2) pari
realizar una aproximacion del desplazamiento critico, Av, (ver Figura 1.1), como

Av.= = Av= 5 Qg (4.2.44)

el -

Dicho valor puede utilizarse para obtener ol valor aproximado de L carga
eritica como

f, = '+ Af (4.2.4D)

[ET
1 |
Af, = f'stg e $) 5@ b (4.2.4¢)
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donde LKg es la matriz secante incremental,

Fstas ideas son la base del método de desplazamiento eritico que se desarrolla
en el apartado signiente y posterior.

Otro pardmetro definido por KROPLIN, DINKLER y HILLMAN [1985] ¢ KROPLIN
y DINKLER [1988] es ¢l grado de estabibidad de la estructura. Dicho pardmetro
mide la eapacidad resistente del s6lido y su sensibilidad frente a una porturbacion
externa alrededor de un punto arbitrario de la trayectoria preeritica de equilibrio,
Estos autores definen el grado de estabilidad de la siguiente manera

=0 estable
Uiy — W
ot~ et _ 0 indifevente (4.2.5)
Urrilu

< () inestable

donde Uy es la energia de deformacion necesaria que se anade a la energin
de deformacion precritica para que el sélido se desplace a un estado posteritico
proximeo, esto es, que pase del punto A al punto B en la Figura 4.1, y W o5
el ineremento del trabajo externo debido a una perburbacion.  Notese quoe o
medida que se aproxima a un punto erftico, el pardmetro 5 tiende a cero.
consecuentenmente, se necesita una perturbacidn muy pequena para gue ol sélido
s¢ mueva hacia una trayectoria posteritica. Este pardmetro valora de maners
escalar cudn estable, o no, es una trayectoria fundamental de equilibrio. Los
valores de Uy vy Woxt pueden calcularse como

Uit = % Ay” -E'KU(‘Vn Av) Av y Wex = AvT £y
(4.2.6)
con Av=p y fp = Kq o

La matriz de rigider global E.Eu esti asociada al ineremento de enerpia
de deformacién debido a la perturbacién externn. Esta matriz se obticne a
lravés del operador de ensamblaje que suma, en las direcciones de los grados de
libertad de cada nodo del sélido diseretizado, la contribucion de cada alemento
que concurre en este nodo. De esta manera, se define la matriz {I{, COMmo

LY,
Kyp= fKﬁf] (4.2.7)

=]

s 8 i i ) , L
donde f.]':{,g,] e6 la matriz de rigidez asocinda al incremento de energin de
deformacion evaluada en un elemento finito arbitrario del sélido discretizado.
La expresion general de esta matriz tiene la signiente forma
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f'KE;?)(SNAﬂ) = Ky ("a'a) + [Kq(38) + 1Ky (‘a Aa) -ﬁr}";w{ﬁm"rJJ
T {4.248)

donde las matrices 'K; y 'K, son las mismas que han sido definidas
el (33.58) Y (3.3.54) ¥

lI{M( a, Aﬂ [lf) 1B£ -;'D rB[ s rBf ;‘D :-B;) i
)
+(1=9) ,G" B G|aV (4,2 9)

.,.KN(&.']"?) f [q rB,{I DBy %(] -9 +G"H ,.G] (V' ga.2.00)
rye)

donde ¢ y v son parametros arbitravios resultantes de una expresion par mu(mh ica
del funcional de la energia potencial total. Notese que la matriz ,.K,, o

(€)

simétrica. Lo obtencién de f.I{” sigue los misimos desarrollos .‘t!}_{;l-l)l'm{:nﬂ
que fueron necesarios para la deducion de la matriz secante incremental en el
apartado 3.3 del Capitulo 3, sélo que, trabajando a nivel del funcional de la
energia potencial total. Las ideas utilizadas por el antor de la monogralia para
la deducion de la ecuacion @.2.8), se lomaron de los trabajos de FELIPPA v
CRIVELLL [1991] y FELIPPA, CRIVELLI y HAUGEN [1994),

Como resumen, a través de las ecnaciones 4.2.1) v (422 se deduce la
direceion y la magnitud de la perfurbacion capaz de levar el solido de un
punto de la rama precritica de equilibrio a un punto pertenceiente a nna ran
posteritica o bifurcada de equilibrio. La prediccion de la earga critica se Lace
empleando las ccuaciones @.24).  Con las ecuaciones (.2.5) y (4.2.6) se evalia la
condicion de equilibrio de un punto de la rama primaria de equilibrio, e decir,
si el equilibrio en este punto es estable o no.

En este apartado se han repasado de manera sucinta algunas ideas respecto
a la prediceion de puntos criticos y la existencia de ramas posteriticas en la
vecindad de un punto de la rama primaria de equilibrio empleando el conceplo
de la matriz secante incvemental. Estos conceptos son el punto de partida
para obtener un método para la prediceién de cargns criticas a través do la
adopeion de un campo de desplagamientos criticos. Fn el proximo apartado se
desarrollard con detalle este método que configura la aportacion fundamental de
esta monografia.
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4.3 IDEAS BASICAS DEL METODO DE DESPLAZAMIENTO
CRITICO

En este apartado se introducen las ideas basicas respecio o la prediccidn
de puntos criticos a través del método de desplazamienio critico. Los temns
principales, necesarios para desarrollar este método, se enumeran a continiacién:

1. La adopeion de un campo de desplazamientos que se¢ aproxime al modo
de deformacion critico del sélido, o al modo de l');_-l,l'j_(ll,'(,l =i oae braba de i
punto de bifurcacion.

2. La deducién de una expresion aproximada para la matriz de vigides
fangente en el punto eritico, utilizando el campo de desplazanientos
adoptado en el punto 1.

3. La condicion de restriccion para determinar el campo de desplazamientos
critico a través de la hmposicion de singularidad en la matriz de vigidez
tangente aproximeada,

4. La definicién de una relacion secante total o ineremental entre [uerzas
y desplazamientos, que se aplica en el camnpo de desplazamientos eritico
para oblener la carga critica.

Il método aqui propuesto se basa en la hipotesis basica de la existencia de
un eampo de I'Il!ﬁ[.llﬂm-l-l'ﬂii-.‘n':ltﬂﬂ eritico v, que se eXpresa como

Vo = Vo t+ Av, (4.3.1)

donde vy es el vector de desplazamientos en una configuracién de equilibivio
conocida y Av, es el incremento de desplazamientos necesario para aleanzar |a
configuracion de equilibrio eritico. Se supone que dicho vector tiene la siguiente
forma

Av.=p¢ (4.4.2)

donde g es un pardmetro arbitrario y ¢ es una prediceién del incremento de
desplazamientos critico. Se puede adoptar ¢ = vy como una prediccion sencilla,

Se emplea el campo de desplazamientos ¢4.3.1) para deducir una expresion
aproximada de la matriz de rigidez tangente en el punto critico. La condicicn de
singularidad de dicha matriz constituye un problema generalizado de auntovalores
no lineal gue puede expresarse conio

(K4 0 Ki(9) + o Kald)] 9 = 0 (4.3.9)
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f camino primario
L de equilibrio
tﬁf I . —_—— =
T |t
tKT : r‘{T| = (] Metodo 1
a | ke, = tan 0y
4 \ | camine secundario
av, | de equilibrio Metado 2
| 1 aJ ﬂ.fﬂ -Ks*( tVrAUC) 'Q'VL'
| ksz = tan o,
rq! | b) B = tf + Afe
| | -

Figura 4.2 Represeniacion esquemdtica del método de desplagzamionto
critico

donde K7 es la matriz de rigidez tangente en la configiracion de aemilibrio
conocida. Ky y K son las matrices que surgen & causa de la perturbacion
anadida al campo de desplazamientos inicial. K, y K, respectivaiente, son
funciones lineal y cuadritica del incremento de desplazamientos critico estimado.
La ecuacion (433) puede simplificarse ignorando los términos cnadraticos.
Obtenido el menor autovalor en valor absoluto g, el campo de desplazamientos
critico se expresa como

V.=vytpg (4.3.4)

El valor de la carga critica £, se caleula a posteriori mediante la velacion
seeante lotal entre carga y desplazamiento, os decir

I = I{.q?"(v;'f) V- {4.3.8)

donde Ky es la matriz de rigidez secante total, que es una funcion cuadediion
de v,.. Tambien, se puede evaluar la carga crftica a través de lu relacion seeante
ieremental entre carga y desplazamiento de la signiente maners
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Af, = Ks(AvY) Av,
(4.3.6)
f, = £, + Af,

donde £y corresponde a lag fuerzas que actiian en el sélido en la configuracion de
partida; Af. denota el incremento de fuerzas que se aplica al s6lido al moverlo de
la configuracién de partida a la de equilibrio eritico y Kg es la matriz de rvigidez
secante incremental, FEn la Figura 4.2 se mnestra la interpretacion geométrica
del procedimiento deserito en las ecuaciones (4.3 14.3.6) para un problema con
un grado de libertad,

4.4 EL METODO DE DESPLAZAMIENTO CRITICO

La utilidad de la matriz de rigidez secante radica aqui en la capacidad de
estimar el nivel de carga que origina la inestabilidad estructural a partiv de la
definicion de un campo de desplazamiento erftico aproximado, corvespoudiente
a puntos limite o puntos de bifurcacion. FEstos puntos se caracterizan por la
gingularidad de la matriz de rigidez tangente ;Kr El método propuesto aqui
estd basado en la prediceion del campo de despluzannentos eritice impouienda la
singulavidad en la matriz de rigidez tangente aprozimada ‘%’-K-;-., La cavga critica
se obliene de modo directo, en funcion del desplazamiento eritico, utilizando I
matriz de rigidez secante total o ineremental,

4.4.1 Campo de desplazamiento critico

Se supone gue el campo de las variables cinemdticas (desplazaimienios)
estd definido en los puntos nodales del solido discretizado. Bl vector de
desplazamientos en ¢l estado critico ].Jll(:{lt: predecirse comao

r.+m.cv = by + Av, (44 1)

donde 'v es el vector de desplazamientos en la configuracion de equilibrio 'V v
Av, ea el incremento de desplazamientos estimado que se anade al vecrtor de
desplazamiento en ¢ para alcanzar la configuracion de equilibrio inestable on
te =t + Al.. Por tanto, la ecuncidn (a.4.1) expresa una relacion entre virinbles
cinemdticas definidas en los puntos nodales del sélido diseretizado. Se adopla
como prediceidn del incremento de desplazamiento erftico la siguiente expresion

Av, = p e (d.4.2)
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donde p es un nimero real arbitravio que escala la maguitud de la pertun-
bacién ¢. Bl pardmetro p indica la distancia enfre las configuraciones de equili-
brio 'V y de equilibrio inestable t+ALy . i el valor dé p es grande, esto significa
que la configuracién 'V se encuentra lejos del estado eritico. Por otro lado, si el
valor de p es pequeno esto implica que la configuracion BV se encuentra cerea
del estado eritico.

Se puede elegir como perturbacion las signientes direcciones de avance hacia
la configuracion de equilibrio inestable, ALy el sélido:

1. Una prediceién del modo de inestabilidad fundamental proveniente el
andlisis de pandeo inicial a trayés del problema de antovalores dado por

H:I{Lu T+ A ;}Kn' ] i’f»‘ =0 (d,4.3)

donde A es el menor autovalor no nulo y ¢ su i'.m'i'i-thi[}{mtlit-‘l:l.t‘ Antovo-
Lor; EK,J{) es la matriz de rigidez lineal y 'Ky la matriz de rigidez
geométrica descritas en la configuracion indeformada.

9. Una estima del modo de inestabilidad fundamental utilizando la matriz
de rigidez tangente definida en 'V, Se hace el andlisis de pandeo wicial
a través del siguiente problema de autovalores

[ '{'Kf- + A ;Kﬂ I '¢' =0 (d.4.4)

donde A es el menor antovalor en valor absoluto y ¢ su antoveclor aso-
cindo; LK es 1a matriz de rigidez que tiene en euenta el desplazaniento
tv v LKy la matriz de rvigidez geométrica descritas en la configuracion
de referencin "V,

3, El  incremento  de  desplazamiento  entre  las  configuraciones
=AY o 1Y es decir, g= v = T8y,

4. Eldesplazamiento correspondiente a la configuracion W, estoes, ¢ ='v.

[n este trabajo sélo se ha utilizado en las simulaciones miunéricas como
prediceién de la perturbacion las opeiones 3 v 4. obteniéndose buenos resultacos.
Iin general se ha obtenido una mejor aproximacion a la direccion de estado
aritico con ‘v que con el incremento Av, una vez que el desplaziiniento tatal
convergido, por si solo, es una buena prediceion de la direccion de avance, Se
evita utilizar como punto de partida del anilisis la resolucion de un problema
generalizado de valores propios, como los correspondientes a las opeiones Ly 2,
porque este método requiere en cada paso la solucién de un problema adicional
idle valores propios.
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4.4.2 Discretizaciéon del campo de deformacién eritica

Eu este apartado se define el campo de desplazamiento critico en los nodos
de un elemento finito arbitrario £ del s6lido B discretizadao en la confignracion de
referencia "V, Por lo tanto, se ntiliza ahora la relacidn cinemidtica ¢a.4,1) i nivel
de un elemento finito. Se supous que el campo de desplazamicnto en el instante
eritico . =t + Af.. definido en los nodos de un elemento finito arbitravio, se
EXpresa como

HAleg — ty 4 0 (#.4.5)

donde ¢ son las componentes de la perturbacion global ¢ gue actian cn los
nadoes del elemento £ y p es un escalar.

Se puede caleular el eampo de deformacion erilica en nna particnla arbi-
traria A del elemento £ a través de Ias matrices de deformaciones definidas en
las ecuaciones (3.2.11).  Utilizando las eenaciones (3.2.12) y (4.3.3), ln matriz de
deformacion de primer orden estimada en el punto critico se escribe como

e, (HAlea) = 1By, + By, ("a) + 0 +Bi(g) = 1Bu'a) + 0/ Bilp)  (ra0)

En la ecuacion a.4.6), Bi(¢) se denomina matriz de deformacian codion
de primer orden, Dicha matriz se obtiene de la expresion de B del Cuadro
3.1, al sustituir Aa por la prediceion de un campo de desplazamiento critico
conocicdo @. Nétese que cuando @ = Ana, enlonoes B, =,B,.0ques@="a,

entonces »By = LBy,.

4.4.3 Discretizacién del campo de tension critica

De acuerdo con la definicion dada en ¢2515a), se supone que el campo de
tension eritica, en el instante ¢4 Al en un punfo arbitrario A" del elemento
finito £, se expresa como

Hhaleg = 154 rAS: (44:7)

donde f.S son las tensiones que actiian en el sélido en el instante §y A5, son los
incrementos de tensiones criticas que surgen debido a la perturbacion ¢, Te-
niendo en cuenta la matriz de deformacién eritica de primer ovden, By, y la
definicién dada en ¢3.2.14a), 8¢ expresan lod incrementos de tensiones criticas on
funcion de las perturbaciones nodales ¢ como

rAS, = D l E.BL(!H) + g wBr'](‘P)] g =p p A8 + [J“;-Aﬁf_: (d.4.8a)
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donde

| )
g P10 B () @ (4.4,81)

08 = DB ('a) e vy 1AS:=
A partiv de (a.4.89) y (2.4.7), se reescribe el campo de tension critica en el
mstante ¢ 4+ Al como

Hﬂ"fFS = .f‘S + 0 ;-A51 i f_’!?'AS? (4.4 .9)

Nétese que A8, es tuncion lineal de @, denominandose merementos di ten-
siones eriticas de primer orden. Por otro lado, (AS, depende cuadraticamente
de ¢y se denominan inerementos de tensiones criticas de sequndo orden.

4.4.4 Obtencidn de la matriz de rigidez tangente critica

Una vez definidos los campos de deformaciones y tensiones eviticas en el
instante 1 + Af. en funcidn de los desplazamicentos eriticos nodales, se puede
deducir la expresion de la matriz de rigidez tangente del elemento & en dicho
ingtante de tiempo.

Mediante las definiciones dadas en (3.3.5a), (3.3.5d) ¥ (3.4.1) se puede eseribir 1a
expresidn de la matriz de rigidez tangente eritica en la configuracion de eqguilibrio
inestable 8%V como

Eﬂ'? 'Er""J= L;"Kb"" tfi"'Kn (4.4.10a)
donde
kK, = [ %BT D %B, dV -
freral pay pld Dy Gty (4.4 10D)
r‘!{r]
kKs= [ +GY %8G dV .
paRiy = r P & (.4 10c)
'Fl}{ﬂ)

En las expresiones anteriores la matriz de rigidez K, tieno en euenta
los desplazamientos eriticos t+Aley y la matriz de rigidez geométrien "'g'.,[{,,, [ns
vh&f,’-"s. LE'-B}; ed lo matriz de delormacion estimada en ol
punto critico definida en a4.6). La malriz t'fé conticne lag Lensiones oriticas
dadag en r4.4,9). Se obtiene dicha matriz sustituyendo las coniponentes :'Sr'_'; i

P i : b t:
la matriz f.S, definida en el Cuadro 3.2, por las componentes f'"'-"'!-.',' e 0.8,

tensiones criticas

Por nltimo, a través del desarrollo algebraico de (a.4.10a), considerando las
ecuaciones (4.46) y (4.4.9) se llega a la siguiente expresion de la matriz de vigidesz
tangente critica
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ﬁg_l{,(;f-" = I‘I{T = f G.K;,Q + §"K*"I) +- Q:" (’f‘KM- + st{\m‘l) f4.4,.11)

donde LKy es la matriz de rigidez tangente en la configuracion de equilibrio 'V
el resto de las matrices que tienen en enenta los nerementos de deformaciones
y de tensiones debido a la perturbacion ¢ se expresan como

Kiaag)= [ [4B,D By BT, DB | v e
l‘p:'{r-'}

vaLg(‘Pﬂ) = f !'BT yD B, dV (., 120)
ryie)

LK, (:AS8)) = f QT .8, .6 dV (4.4.12¢)
i’w{l‘!]

(Kiy(r880) = [ 1G7 18,G av ket
ry(e)

donde las matrices 8, v ng tienen como componentes log incrementos de Len-
siones pASy y »ASg definidas en ¢4.4.80). La forma de dichas matrices es idéntica
ala de la matriz f.é definida en el Cuadro 3.2. ;B es la matriz de deformacion
oritica de primer orden definida en 4.8) v las matrices .f.l':h,. Dy G han sido
definidas en las ccnnciones (2.2.110), (2.5.13) y (3.2.9a), respectivamente. Qbsérvese
que lag matrices ;?.I{-i y Kqy son funeién lineal de la perturbacion ¢, mientras
que ,’,:K.q y Ky, dependen cuadriticamente de g,

Se obtiene la matriz de rigidez tangente eritica global por medio del operador
de ensamblaje de la siguiente manera

Het
LKy = 1 K (4.4.13)
|

Una vez escogido el incremento de desplazamiento eritico (la perturbacion )
se tiene definida la diveceion de avance bacia 3%V, Para determinar ol
paramétro p  que escala la magnitud de dicha perturbacion, se hmpone la
condicién de singularidad de la matriz de rigidez tangente en =4V, es decir

det | "5 Kqp] =0 (4.4.14)
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Fsta condicidn se convierte en un problema generalizado vo lineal de valores
l]]‘ﬂpiﬂﬂ (_'I'IIE! -4} I-!H])l‘(‘?éii'l. colno

[ f.lf*r 4 p (.!,'.I‘CL! - :H,t) + 0 (If.KL“ -+ :'Kﬂ'.!) ] ifr =0 (4.4.15)

donde el par (p;,9;) es la i-ésima solucién de (a.313), siendo p; o autovalor

y #; su correspondiente antovector. 5e toma el menor autovalor en valor

absoluto, es decir, p= tm'y}v |(_J.i|. De este modo, se obtiene una aproximacion
<i

by 4 o .

Se puede simplificar la eenacion ¢4.4.15) ipgnovando ol término cuadriatico on p.
De esta manera, se obtiene el siguiente problema lineal estandar de antovalorves

al campo de desplazamiento eritico dada por ey =

[ gK; +p ('f.l{;d.i ot E'K”l)l P =0 (4.4.10)

Por lo tanto, se puede determinae el valor de p oo teavés de la
ecuacion (4.4.15) o de ga.4.16), Con eshe pardmetro, y una vez elegida la diveceion
de avance ¢, se calcula el campo de desplazamiento erftico utilizando (2.4.1), Una
vey encontrada la configuracidn de equilibrio inestable se puede evaluar ln cargn
critica utilizando el operador secante incremental o total.

4.4.5 Prediceidn de la carga critica

A eontinuncion se obtiene ¢ ineremento de s curgn eriticn itilizando o
operador secante incremental. En primer lugar, se ensambla In matriz de rigidez
secante incremental, definida en (3.2.4), de los elementos del s6lido discretizado
en la conliguracion de referencin "V, como sipue

P i
s = 6 )

e

donde ,.fI{q- es In matriz de rigidez secante ineremental del sélido entre las
configuraciones by ¥ H‘M"V deserita on i configuracion de referencia,

Se ealenla el incremento de carga eritica a partir de dicha matriz como

Af. = 'Ky('v, o) o (4.4, 180)

donde f.K‘g B8 EXPresa como

Ks('v 08) = TKL('V) o+ IKu('v, 08) + LK (6%7) + EKG(LS)  aaaam
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Por fin, la carga critica total se obliene por
tef = tf + Af, (#.4,19)

Por otro lado, se puede abtener la carga critica utilizuido el operador
secante total. De esta manera se ensambla ln matriz de rigidez secante total,
definida en 255, de los elementos del sélido discretizado en la coulignracion
indeformada V. como sigue

Ml , |
t‘i"&f;-‘l{ﬂ. = I& “"’Af"'-'Kiff}), {4.4,20)
fise 1

donude f""'é"ﬁ,‘-’l{”- es la matriz de rigidez secante total del solido eutre las
configuraciones "V y (F3LY deserita en la configiracion indeformada.

La carga critica se obtiene utilizando dicha matriz del siguiente modo

bef = :'+Aff.[{31' By (4.4.212)

donde "'F&ﬁfl{_w- ge escribe como

r-lqul:K&"I' — I+ﬂé¢-Kh(ﬂx) B !‘-"I'AE.sKM(HFL\f..;V'] " £ -’3{1.:KN(£+:_\!.¢-V'J) (4.4:21h)

Nétese que el eampo de desplazaniento eritico ley =ty - p g penera un
campo de tensiones criticas no equilibradas, ya que la configuracion del solido
obtenida en el instante £, es una aproximacion a la configuracion de equilibrio
inestable. Por tanto, la carga eritica evaliada por la ccuncion @4.19) o por
la ¢a.4.21a) contiene Lérminos espiireos, Para superar este obstaculo, se eliminan
simplemente los términos esplireos (ue aparecen en las componentes nulas el
vector de cargas nodales f.  Suponiéndose que el vector 'f  posee dos
componentes distintas de cero, el procedimiento deserito arriba se realiza a fraves
de la siguiente operacion

; f-.—,fﬂ) N S 0 5
te '(‘i—l) £.(-il—1} . le (r ]
lof = 4 rxifin Py Le = ¢ 1;1‘(11 e T =

h\_r(n ] (d.4,22)

[ feftN) ) L0 ) L0 )
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furlt e e el
tﬂf _____ I D | B
|
| i | |
tef —_ |
| |
I
All | I l .
tl]v ti:v“_" tv tﬂv Vm-" V

b)

=

Vet W

Fignra 4.3 a) Prediccién de carga y desplazamiento criticos a lo largo
de la trayectoria de equilibrio. b) Variacion del pardmetro
de la perturbaciom con el desplazamiento

Para la prediccion de la carga eritiea se elige la componento de monor valor
absoluto del vector *f. Se puede decir que ol vector *f s casi paralelo al vee-
tor 'f, ya que se espera que se cumpla la velaeidn feft=1) /lef0) = fU=1) /H) e
esta manera, la operacion que se realiza en (4.4.22) se puede interpretar coine la
proveceion del vector fof en la direceion del vector 'f.

La interpretacion geométrica del procedimiento desarvollado en los subapar-
tados 4.4,1-4.4.5 se detalla en la Figura 4.3, En la Figura 4.3a se mnestrain
la trayectoria de equilibrio, representada por la curva AB, y la prediceion de [a
carga y ¢l desplazamiento criticos que se representa en la curva CB, Los puntos de
la curva CI8 se obtienen a medida que se determinan los puntos de la travectoria
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de equilibrio para cada paso de tiempo. En la Figura 4.3b se muestra la variacion
del parametro de perturbacién con el desplazamiento, Dicho pardametro repro-
senta el menor autovalor en valor absoluto del sistema 2.4.05) que se ealenla
en cada paso de tiempo, Notese que este pardmetro tiende a cero a medida que
se acerca al campo de desplazamiento eritico v (‘"g = ",r_) = e 7= 1) coniig
era de esperar. El punto C gorresponde a la prediccion inicial para la cargn v
desplazamientos criticos. Se hace este andlisis tomando nna conliguracion e
equilibrio en el instante £; muy cercana a la configuracion indeformada, 1l
punto 13 corresponde a la prediceidn para la carga v desplazamiento eriticos o
¢l instante £. 5i se realiza este procedimienio para cada paso de tiempo dis-
creto se obtiene la curva CB, que se denomina eurva de carga eritica versus
desplazamiento eritico,

Fn el proximo apartado se proponen ulgumm estrateging mundricas parn
la obtencidn de la prediccion de I earga erftica utilizando los procedimientos
propuestos en esle apartado,

4.5 ESTRATEGIAS NUMER}CAS PARA LA OBTENCION DEL
DESPLAZAMIENTO CRITICO

El método agui propuesto necesita como datos de entrada la matriz de vigides
tangente, ol campo de desplazamientos v la carga externa correspondiente a la
confignracion de equilibrio en el instante ¢, (JKqp, 'v. 'f).

n primer lugar se resuelve el sistema de ecuaciones no lineal de equilibrio
utilizando ¢l método Newton Raphson o el algoritmo definido en (65, [
proximo capftulo se centrarda sobre las téenicas de solucion de sistemas de
ccuaciones no lineales,

Una vez conocida la configuracién de equilibrio en el instante £ al vesolver
ecuacion (3.6.2), se puede aplicar de distintos modos el método de desplazamionto
eritico, obteniéndose, de esta manera, diferentes aproximaciones del valor de 1
carga critica. En este apartado se proponen distintas estrategias de aplicacion
de dicho método que se desarrollan a continuacidn.
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4.5.1 Estrategia I. Prediccion en un solo paso de carga

1. Se calenla el vector de desplazamientos v para pequenos valores de las
fierzas externas 0f, de tal modo que la configuracion de equilibrio o ¢l
ingtante {y se encuentre muy cerca de la configuracion indeformada 'V,
Por tanto, ge hace wn andlidis casi lineal,

2. Setoma¢ = v como prediccion del campo de desplazamiento eritico,

3, Se resuelve el problema no lineal de antovaloves (a.4.95) o el probleia
lineal (4.4.16), para oblener el menor aitovalor en valor absoluto v su
autovector asociado.

4. Se obtiene la predicciéon de la carga eritiea con la matriz seeante
incremental a través de lag ecnaciones @aaaea) vy raas),  Sise ubiliza la
matriz secante total, el edlenlo de la carga eritica se lince por medio de
ln ecuacion (4.4.21).

Si se resuelve el problema lineal de autovalores (a4.16), este proceso es
comparable en coste computacional al problema clisico de autovalores en ol
andligis de estabilidad tniciol de estructuras, que se expresa como

[OK,+A"K, |x=0 (4.5.1)

donde A es el menor autovalor no nulo y ¥ es su antovector asociado, Este
attovalor define el incremento en el factor de carga inicial 0f obteniéndose
la carga de pandeo como p.y = Alog, Por oftro lado, se sabe que para
gistemas estructurales con comportamiento precritico fuertemente 1o lineal, ol
problema de estabilidad inicial sobrevalora ln carga eritica. Una disension sobre
la aplicacidn practica v lag limitaciones del andlisis de pandeo inicial se encnentra
en las referenciag BATHE [1906], cap, 6 y ZIENKIEWICZ v TAYLOR [1994L], cap. 8,

Ndtese que ai se adopta el autovector asociado al menor antovalor del analisis
de estabilidad inicial como una eatimacion del desplaziuniento critico, ¢ = y. se
tiene ¢que resolver la ecuacion (4.51) en la etapa 2 anterior. Esta opeion os
demasiado costosa ya que implica resolver dos veces un sistema de valores propios
pard completar ¢] andlisis. Asi pues, esta alternativie no es :-L(:uuﬁt-:jn.hlv dosde un
punto de vista de coste computacional. '

En el andligis con un solo paso de carga ntilizando el métoda de desplaza-
miento eritico se ha obtenido aproximaciones razonables para la carga crition aiin
tratandose de sistemnas estructurales con comportamiento inicial fuerteiente no
lineal. En el Capitulo 6 se mostrard, a través de ejemplos numdéricos, el com-
portamiento de la estrategia aqui propuesia,
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4.5.2 Estrategia I1. Prediceidén paso a paso

1. Se calenla el vector de desplazamientos fv para eada paso de carpa 'F.

2. Beclige ¢ = ta como prediccion del campo de desplazamientos eriticos,
Aqui, nuevamente, se puede adoptar para ¢ ¢l vector y obtenido de la
ecuncion 4.5.1), sin embargo, por los motivos anteriormente comentados.
no se tiene en consideracion esta opeidn.

3. 5e resuelve el problema no lineal de autovalores fa.4.18), o el problema
lineal (#.4.16), para obtener el menor autovalor en valor uhﬁt)]n!.p ¥ o8
antovector asociado.

4. Se hace la prediccion de la carga critica a través de las ecnaciones
(4.4.183) Y (44.19) #i se utiliza la matriz secante incremental, o por
medio de la ecuacion (a.4.21a) &1 se usa la matriz secante Lolal,

Esta metodologia difiere de la anterior, porgue la carga critica es evaluada
a cada paso de tiempo, es decir, se evalna giempre a partir de un nuevo canpo
de desplazamientos convergido v, El problema de estabilidod ingeinl también
puede plantearse en eada configuracion de equilibrio V. Esto implica resolver
el siguiente problema lineal de autovalores

[{KL+ A K, Jx=0 (4,5.2)

caleulandose la carga critica como puy = Mg Notese que la matriz LK, tiene
en cuenta los desplazamientos acumulados hasta el instante £,y gue se
considera el nivel de tension correapondiente a este instante a travis de 1o malriz
geométrica ﬁ.I{g. En la Figura 4.4a se muestra la evolueidn de ln eargn critics
obtenida a ]n'u'l;ir de una .';al.l(rusiﬁl'l de andlisis de estabilidad inieial o lo lareo de
la trayectoria fundamental de equilibrio.

En la Figura 4.4b se puede observar que el valor de A decrece a wedidsa
que se realiza el andlisis de estabilidad inicial a lo largo de o travectorin
fundamental de equilibrio, 0A = *A = A, = 1. Este valor tiende a la unidad
enando lﬂ configuracion de equilibrio 'V se acerca a la configuracion de equilibrio
inestable V, puy = Poir = A = 1.

Los dos procedimientos deberan convergir al valor “exacto™ de ln carga
eritica cuando la solueion en la trayectoria fundamental de equilibvio se aproxine
a la configuracién de equilibrio inestable, (ver las Figuras 4.3a v 4.4a).
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a)

b)

<Y

Figura 4.4 a) Prediceion de cavga erfiiea a través de una sucesion de
andlisig de estabilidad inicial. b) Variacion daol autovalor
con el desplazanmiento

4.5.3 Estrategia [II. Prediceion paso a paso mejorada

I. Se calenla el vector de desplazamientos ‘v correspondiento a una carga
inicial fof (aqui se toma f lo suficientemente pequeno para que los
desplazamientos sean infinitesimales). Es decir, se hace nn andlisis lineal,

2. Setoma ¢ = "0v como prediccion del canipo de desplazamientos erfticos,
3.y 4. Son idénticos a las etapas 3 y 4 de las estrategiag 1y 11

; . : I
5. Se evalia el vector de fuerzas residnales “r como

df.r = Fef _tp (4.5.3)
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donde tof ey la prediccidn del vector de carga eritica “proyectado™ en la
direccion de 'f a través de (4.4.22).

Naturalmente, el campo de desplazamiento critico, fev = (14 ) "y, co-
rresponde a una configuracion no equilibrada.  Por ello es necesurio
aplicar un proceso iterativo para aleanzar la configuracion de equilibrio
correspondiente al nivel de carga ff,

6. Se utiliza un proceso leralivo para encontrar los valoves correctos de
los desplazamientos criticos ev  en equilibrio con las ferzas exter-
nas fef,  Para este fin, puede aplicarse ¢l método de Newton-Raphson
COImo

[ Av) = — [tegF1 |1 beplh)
T ﬂt‘v““} = f't‘vik‘” 4 AV[H {4.5.4)
con feyl0) = ey y k=12,

7. Se reinicia el proceso a partiv del punto 2 tomando ¢ = ey, donde
fey os ol veetor de desplazamientos convergido del pumto 6.

Fsta estrategia ha proporcionado muy buenas aproximaciones para la carga
eritica en dos o tres pasos como se mostrard en los ejemplos minéricos del
Capitulo 6.

4.6 ESTRATEGIAS NUMERICAS EN LA SOLUCION DE PRO-
BLEMAS NO LINEALES DE VALORES PROPIOS

En este apartado se estudian téenicas iterativas de solucion, en las que ¢
problema no lineal de valores propios se reduce a une lineal modificando la
matriz de rigidez tangente del sistema o lag matrices de rigideces incrementales.
También se discute una téenica de transformacion directa que permite obtener
la solucidn exacta del problema no lineal de valores propios sin necesidad de
aplicar métodos iterativos.
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4.6.1 Técnicas iterativas

Se reeseribe el problema no lineal de valores propios (4.4.28) como

| FKr 0 lK 0 1Ky [ =0 (4.6.1)

L
LK (¢) = VK, + 1K,
{(4.6.2)
[Kq(4") = LKy, + 1Ky,

donde LK, tiene en cuenta las matrices de rigideces incrementales que sou
funcion lineal de la perturbacion ¢ y f Ky lag matrices inerementales cuadraticas
en .

Notese que en la rama de equilibrio precritrica la matviz de rigidez tangente
es definida positiva y que, generalmente, las matrices de rigideces incrementales
anteriores son no definidas,

Se presentan a continuacién dos téenicas iterativas para resolver ol sis
tema (a.6.1), Ambas resuelven divectamente el problema no lneal. comao ni
sucesion de problemas lineales,

4.6.2 Técnica de iteracidén sobre la matriz de rigidez tangente

En la téenica de iteracion sobre la matmz tangente fK; s¢ linealiza el
sistema (4.6.2) proponiendo un valor inicial del pardmetro p, con lo que es posible
evaluar el término p? E.Kg y asi modificar la matriz de vigidez tangeute del sistema
original, Se obtiene de esta formua un problema lineal con la rigidez tangente
modificada, euya solucién servird como valor inicial de la préxima iteracion. El
gistema lineal a resolver en la etapa k-6sima es

{[F3r + (") IKa | + oW 1K} 9 =0 (4.6.3)

Se inicia el proceso iterativo suponiendo p™ = 0, lo que implica la resolueion
del problema lineal definido en (4.4.16).  Se finaliza dicho proceso cuando ¢l
error relativo enbre dos iteraciones consecibivas sed meior e ol error relativo
fijado €, siendo usual tomar valores de ¢ entre 1077 y 1074

Este error relativo se mide mediante la diferencia entre la norma Euclidea
de los autovectores de dos etapas consecutivas de la siguicnte manetq
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Por otro lado, se puede calcular dicho ervor a través de la diferencia entre
los valores absolutos de dos autovalores consecutivos como

(k) o plk—1) |

J -
_ Lgt =g p (4.6,5)

F.u — | Lj('l'-) | -_—

En este trabajo se ha adoptado como control de convergencia ambos ervores
relativos, es decir, el proceso iterativo de la ecuncidn (2.6.3) se detiene cuando se
aimple typ Séy g

4.6.3 Técenica de iteracidn sobre la matriz de rigidez incremental

Si se escribe el sistema original 4.6.1) de la forma

{ Kz + 0 [ K A p §~K2]} =0 (4.6,

es posible plantear un algoritmo iterative que actualiza en eada etapa las
matrices inereimentales.

Se propone un autovalor inicial, con lo que guedan delinidos los coelicientes
de p LKs, y se actualiza la matriz incremental P, del problema lineal asi
obtenido. En la k-ésima iteracion, el problema lineal a resolver es

{ {Kp+ o® [ 1K, + 0% 1Ky} ¢ =0 (4.6.7)

Se logra la convergencia cuando el error relativo es menor que la tolerancia
fijada ¢, pudiéndose definir el error relativo (O e de la misma forma
que en la iteracion sobre la matriz de rigidez tangenie, Aqui. nuevaimente, se
controla la convergencia del proceso iterativo (4.6.7) utilizando simultaneamente
las ecuaciones (4.6.4) y (4.6.5).

Notese que se ha transformado el problema no lineal 61) on tanbos
problemas lineales (4.6.7) como iteraciones sean necesarias parn obtonoer i
CONVEIgEeNcia ¢n (4.6.4) v (4.6.5),

Estos problemas lineales mantienen fodas las caracteristicas de la formin-
lacidn elasica del equilibrio eritico en un punto de bifurcacion.
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4.6.4 Método de transformacion directa

Cuando en el problema no lineal de autovalores sdlo aparacen potencias
enteras del autovalor, se puede encontrar un sistema lineal de valores propios
cnya solucién es la solucién del problema no lineal.

Clomo se demuestra en WILKINSON [1967), es posible disminuiv el maxino
exponente 7 del autovalor a un exponente unitario, aumentando £ veces ol
mimero de incégnitas del sisiema.

Sea el sistema no lineal

[K+QK|-!-Q"‘I{g-l-----i-g}"l[{;.;]1,07(] (4.6.8)

donde F es ol miximo exponente entero de g No se utiliza, en este apartado,
los indices a la izquierda de las matrices por simplicidad en los desaprollos
algebraicos a continuacion.

Si se realizan en la ecuacion anterior las sucesivad sugtitiuciones

'P, =p 1,(1
Y=ot = o'y
Ppo= 0Py s 52 3
11':,.:_1 =p ‘bﬁ:_‘“ - QJ-.._| 1!’
'ibl?.' = 9¢l5—| -—— Elﬂ. w

(4.5.9)

rosulla que

Kth+ Kithy + Kowpy +- - + Koo + Kpoatppeoy + o Kepy =0 (460

Entonces se deben vesolver siinultdneamante [ns ecunciones (4.6.9) v (4.6.10), lo
que implica resolver el siguiente sistema lineal de valoves propios

|A+pB| Z=0 (4,6.11)

eol
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By Kgg - Ky Ky K
I g <= W N
a= % T 0T s
0 0 100
| ¢ 0 o 0 1 0]
Ke 0 0000 (Vi)
0o I = 000 Vi
IB - (;-] Q L ! ('j [:-:‘ y E = 4 ';;IJ 5 (4,6.12)
0 0 . 010 v
h-ﬂ 0 L D ﬁ [_ | "b J

donde 0 es una matriz nula N x N y I es la matriz identidad N < N, Notese que
la matriz A es no simétrica, posee muchos elementos nulos y, ademdas, presenta
una disposicidn muy dispersa, respeeto a la diagonal, de los elementos no nnlos.
Su forma rompe los esquemas tradicionales de almacenaniicnto en hada o
por altura efectiva de columna, por lo tanto, hay que alimacenarla de forma
completa, Segiin MIRASSO [1988] en muchos casos la matriz A vesilta singular.
Estas caracteristicas pueden originar nn sigtermna mal condicionado, siendo su
golucidon muy sensible a pequenios cambios en los coelicientes del mismo. Paor
otro lado, la matriz 1B ¢8 simétrica y, generalmente, es no definida. Fata matriz
conserva, In forma en banda de la matriz Kg. Este sistema es muy costoso
porque para resolverlo se necesita de un grai esfuerzo m‘nupuLm:iuunl dehido a
las carncteriations de las matrices A y 13,

Sin embargo, el problema no lineal de antovalores que aqui se ha planteado
presents el antovalor alevado a un exponente entero igual & 2, o gue simplifica
el sistema (a.6.11) v, ademas, se evita la no simetria de la matriz &, pero la
desventaja del sistema de ser mal condicionado contimia existiendo,

Aplicandose la transformacionm directa en el problema cuadritico de valores
propios en (4.6.1), las matrices A y B y el vector Z se expresan como

f <L &Y 2 o
A_ = [(,.KL? | -;‘KF‘} 'J'EE"I" {4.6,14)

= " K'J" 0

K. + LK 0
B = [(1 lig E_:" 1‘!‘3) 4 KTJ ¥ A {wl } {d4.6.15)
r
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La aplicacion de este procedimiento en los ejemplos numéricos presentados
en ol Capitulo 6 ha encontrado severas dificultades para converger en i tasi
totalidad de dichos ejemplos.  Las matrices A y B que resultan de este
procedimiento son mal condicionadas dificultando, al miximo el rendimiento
del método de iteracion inversa en la bisqueda del menor antovalor y =0
correspondiente antovector, Naturalmente, ello implica en la necesidid de
estudiar téenicas que permitan reordenar dichas matrices para minimizar ol wal
condicionamiento de este procedimiento.

4.7 EL METODO DE ITERACION INVERSA

Iin este trabajo se ban adoptado, para resolver el problema lineal de valores
propios, los signientes métodos:

1. Para caleular ¢l menor autovalor en valor absoluto y el antovector
asocindo se utiliza ¢l método de tteracion inversa.

2. Para determinar los p autovalores menores en valor absoluto v sus
correspondientes autovectores se adopta el método de iteracion por
.‘}ﬂ(]f!#;(}(]’.f."!:f).ﬁ.

3. Para evaluar todos los autovalores y sus autovectores asociados se utiliza
ol mdtodo generalizado de Jacoby

Una discusion tedrica detallada de estos métodos se encuentra en ol capitulo
10 del libro de BATHE [1996], mientras que en el capitulo 11 se deseribe de manera
meticulosa la implementacion compntacional de dichos métodos.

El objetivo de este apartado es deseribiv edmo se ha hecho ln implementacion
computacional del método de iteracion inversa, ya que este método so ha
empleado en todos los ejemplos numéricos que se deseribivdn en el Capitilo
6. Los demds métodos han sido utilizados de manera eventual parn averiguar
el comportamiento de los menores (o de todos) autovalores provenientes de los
sisternas de valores propios descritos en los apartades anteriores a lo largo e
la. trayectoria fundamental de equilibrio antes de aleanzar un punto critico, (ver
las Figurag 4.3b y 4.4b). Como punto de partida se deseriben Lrevermaente las
propiedades bisicas de cada uno de estos métodos. El problema generalizado de
valores propios a resolver es

K& = K, DA {4.7,1)

donde A = diag();), i = 1,-++, N es la matriz diagonal cuyos pivoles son
los N autovalores del sistema (@70 y & = [¢;, -+ ¢y &5 una matriz cuyas
columnas son los autovectores asociados a los valores propios de dicho sistenia,
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En el método de iteracion inversa se caleula el menor antovalor en valor
absoluto y su correspondiente autovector en base al cumplimiento de la signiente
propiedad

Ko = —NK ¢ (4.7.2)

mientras que los métodos de transformacion, el método de iteracion por subes-
pacios, el método generalizado de Jacobi, ete, utilizan la siguiente propiedad

PKP=-A

{4.7.3)
ST, P =1 iy

Notese que la propiedad ¢4.7.20) se refiere a la ortogoualidad de los anfovec
tores ¢; con ln imagen de la matriz K.

. Teniendo en euenta la pmpietlml deserita en (4.7.2), se estructura ¢l algoritino
de resolucion del problema generalizado de autovalores utilizando el método de
iterpcion inversn. Se supone que K es definida positiva y simébrica, y que K, y
K. son simétrieas y no definidas,

Se inicia la solucion escogiendo wn antovector de partida del proceso de
iteracion xV y que .«\( )= 1, de tal modo que x 1o sea m‘!oguunl alai u:mp,t I
de K, es dpur (xUl)"'Km'}l £ 0. I este trabajo se adopta ¥ = [1,1,.+:. 1],
de acuerdo con la sugerencia dada en BATHE[1996], cap. 11, A t‘.mluumwiﬁu HE
efectiia el producto y!" = K;x", Con ¢l fin de mejorar la prediceion inicial del
autovalor y autovector, se evaliia para cada paso iterativo el menor antovilor o
través del cociente de Rayleigh, Entonces, se ealeula para k= 1,2,y

ICRtEH) = ylk) )
gletl) = g xlkHU
JkHD) (R Ty R) P (4.7.4)
L (D) T k1)
st = pE
\/l(}"c(k'i'l))'f'y{k'i-l]l

Este proceso iterativo se interrnmpe cuando la diferencia entre dos nutova-
lores conseculivos cumple
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I .}\EH') . ;'}"{‘M |
| Atlk-‘-” I

< TOL = 107" (47.5)
Una vez lograda la convergencia se determina el antovector corvespondiente
al autovalor en (a.7.4c) de la siguiente manera

bt 1)

\/Ki{k-l Dyrgik+)|

¢(}#-+-u _

{4.7.6)

Para averipuar la exactitud de la solucion obtenida en el proceso iterativo
(4.7.5), es convenienie tomar una medida del error ntilizando o propiedad
fa.7.2), Esta medida se define como

(k1) oy (k1) (k1) ’
”_KLI"IT:{;:'»‘[“”TT%_“ = TOL = 107" (4.7.7)
1

Se puede obtener la convergencia para el autovalor sin que se aleance una
aproximacion razonable para el autovector asociado.  Para evitar tériminos
pspliveos en el autovector se ha adoptado una tolerancia muy pequenn para
ambas medidas de error de lad ecunciones (4.7.5) y ¢a.7.7).. Ademis, para acelorar
la convergencia se adopta la Léenica de desplazar la solucion del sistema (4.7 1) un
factor p.

St ¢ es un autovector del problema generalizado de autovalores en (a.71). se
sabe que ¢ también eg un antovector del mismo probleina desplazado g, que
se eseribe como

|
=

[ K+ AK, ]:ﬁ,; = (4.7 8)

o

Ai=Ai=-p y K=K+ K, (4.7.9)

Se inicia el proceso iterativo en (4.7.4) con el coeliciente de desplazamiento
nilo, gy = 0. Se adopta un nlimero entero { que denota el uimero de
iteraciones deseadas para lograr la convergencia en ¢a.7.4), tal que ! = ny /i, donde
ng es el nimero maximo de iteraciones permitido.  Entonces, st después de
[ iteraciones el proceso en (4.7.4) no logra converger o la tasa de convergencia es
muy baja, se adopta como coeficiente de desplazamiento del sistema (.78 ol
atovalor calenlado en In (k4 1)-ésima iteracion, es decir, jo= AWTH
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Consecnentemente, se modifica la matriz de rigidez tangente de acuerdo
con (4.7.90). Se introduce esta modificacion en (4.7.30) reinicidndose el proceso
iterativo. Naturalmente, la modificacion en el antovalor se eseribe comao

Agk."” _ iflﬁ'.--l-” + (4. 7. 1)

Cadi [ ileraciones se desplaza el sistema a través de la ecnacion (4.7.00) hasta
quee 8¢ cnmplan lag ecnaciones @4.7.5) y ¢a.7.6). Por la definicion de [, dada e
este trabajo, se permiten cuatro desplazamientos del sisteina de valores propios
durante ¢l proceso iteralivo en (4.7.4).

Se comentd en el inleio de este apartado que en la referencin BATHE [1990],
cap. 11, se diseute de manera detallada aspectos de la aplicacian prictica de
lns expresiones aqui descritas.  Como lag matrices incrementales deducidas
en (4.4.12) no son definidas positivas, se ha adaptado el método de iteracion
inversa para trabajar con dichas matrices, ya que en la referencia mencionada se
deseribe el método de iteraciom inversa considerando 1as matrices del problema
peneralizado de valores propios definidas positivag. Por lo tanto, se han efectuado
lllﬂl“ﬂ(:ﬂ.(fil.'ll'l.lfﬁi (5111 l}I lll:ll(lllli.'lli‘.ldl)l' (lﬂ ]I-.I..."i l‘.‘(:lll'l(".-lﬂllﬂﬁ f#. ?'.4(1') .V {4,7.ﬁ), Hi[]l])ll_-!l'll,(',‘l'l".(,'
tomando el valor absolulo de dichos denominadores,
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CAPITULO 5

RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUA-
CIONES DE EQUILIBRIO NO LINEAL

5.1 INTRODUCCION

Fn los capitulos anteriores ge lia tratado la formulacion de la eciincion de
equilibrio ineremental para el modelo de sélido tridimensional elastico.  La
diseretizacion de dicha ecuncidn, a través del método de los elementos finitos.
condiice a un sistema de ecuaciones algebraicag no lineales, En este capitnlo se
abordan los métodos de resolucion de dicho sistema de ecuaciones algunos de
los enales se han linplementado en esta monogralia.

Los temas tratados en este capitulo se deseriben o contimacion.  ln
el apartado 5.2 se discute la naturaleza de la no linealidad geométrica del
problema en cuestion.  Ademas, se describen distintos comportamientos de
los sistermnas estructurales que pueden ser estudiados teniendo en cuenta dicha
no linealidad y de esta manera, se pretende justificar el estudio de métodos
iierementales iterativos cou control de la respuesia para obiener I solucion de
dichos problemas.

En el apartado 5.3 se hace mna breve deseripeion de las ecuaciones de
gobierno que simidan la no linealidad geométrica en estructiras v se introducen
los conceptos de pardmetros de control y de matriz de control.

En el apartado 5.4 se hace una revisién sobre las representaciones
paramétricas del vector de estado y del pardmetro de control. Fatas vepre-
gentaciones son la base tedrica sobre las cuales se desarrollan los métodos de
continuacion de la respuesta, Las ecuaciones diferenciales vespecto al pardanelro
de coutrol y su reduceion a s6lo un pardametro de control se infroducen a con-
tinuacion,

En el apartado 5.5 se define la trayectoria fundamental no lineal que expresa
Ia relacion entre una variable del vector de estado y el pardanetro de control.
Ademas, se define el vector de flujo incremental de fuerzas resuduales v ol vector
de velocidad incremental, conceptos importanteg a la hora de desarrolla o
procedimientos de solucién en los métodos de continuacion.
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En el apartado 5.6 se presentan las definiciones algebraicas que caracterizan
los tipos de puntos eriticos (punto de bifurcacion y punto limite).

Eu el apartado 5.7 se presenta el resumen de las principales ecuaciones de
restriceion que controlan la respuesta del sistema de ecuaciones, mienbras que
en el apartado 5.8 se describen los procedimientos necesarios para avinzar e 1
solucion. Se analizan los algoritmod que corresponden a las fases de prediceion
y correccion. Adicionalmente, se discute la introduccion de la matriz secante en
dichas fases. Se puede considerar este punto como una aportacion oviginal de
esta monografia al desarrollo de mievos algoritmos de resolncion de colimciones
no lineales.

El apartado 5.9 se centra en la deteceién de puntos eriticos a traves de
los meétodos indirectos.  Por tiltimo. en el apartado 5.10 se hacen algunas
consideraciones respecto a la implementacién computacional de los algoritmos
propuestos en este capitulo y que han sido ufilizados en esta monogralia,

5.2 CARACTERIZACION DE LA NO LINEALIDAD DEL PRO-
BLEMA

La no linealidad de lag relaciones cinematicas (deformacion desplazamiento)
g0 considera suave. Estas no linealidades presentan relaciones continuas v suaves
a nivel local, es decir, en un punto arbitrario del g6lido. Los problemas de no
linealidad geométrica (grandes desplazamientos, grandes deformaciones elisticas
y grandes giros) encajan en esta categorfa porque los efectos no lineales provienen
de la relacion deformacion-—desplazamiento que, a su vez, se define a travis de
funciones continuas y derivables. Ademas, todas las medidas de deformacion de
nso pratico en la ingenieria son definidas por medio de relaciones continuas,
Por lo tanto, se conocen bien las fuentes de no linealidad en las distintas
definiciones de medidas de deformaciones. La caracteristica que destaca en eska
clage de problemas es que las no linealidades son reversibles y las relaciones
que lag definen son continuas en todos los puntos del sélido. La expresion no
linealidad suave se refiere a nivel local, lo que no guiere decir que a nivel global
el proceso de deformacion del sdlido también sea suave. Hay comportamientos
globales que presentan fuertes no linealidades, por ejemplo, el pandeo en sistemas
estructurales y el cambio de forma debido a la pérdida de rigidez de dichos
sistemas (BOLOTIN [1963], ZIEGLER [1068] y THOMPSON y HUNT [1073]).

Los métodos de solucién de estos problemas han recibido una gran ateneion
por parte de la comunidad cientifica en métodos muméricos  (CRISFIELD v
SHI [1991]) v en matemdtica aplicada (RHEINBOLDT [1986]). FEstos problemas,
originalmente, fueron tratados en el marco de los elementos finitos con téenicas
de golucién puramente incrementales con el control de la carga. Estos métodos.
por sus dificultates inherentes, presentan errores que se acwmulan durante
al proceso de cilenlo; ademds, no son capaces de obtener la respuesta en
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presencia de pérdida de la rigidez de la estructura, Estos problemas ineitaron
la investigacion de téenicas de solucion basadas en formulaciones tangenciales
consistentes, lo que permitié incorporar en el ineremento del pardametro de
control un proceso iterativo de correccion.  Se puede encontrar en el lilivo
de ODEN [1972] una revigidn completa sobre el temia de solucidn de ecnnciones
discretas no lineales a través de algoritinos incremental-iterativos. Actualinente,
en los métodos incremental-iterativos el incremento del paramaeiro de control
(carga, desplazamiento) es utilizado como un predictor para la signiente faso de
correccidn, la cual puede ser realizada con los métodos de Newton Raphson.
cuasi-Newton, secante-Newton o con un algovitmo utilizando la matviz secante
incremental, ete. Un estudio amplio sobre distintos predictores v corvectores se
encuentra en el capitulo 4 del libro de SEYDEL [1994],

La deteceidn de puntos eriticos en la respuesta del g6lido deformado tiene
un papel importante en el andlisis de la estabilidad y de colapso de sistemas
estructurales. La mayoria de las soluciones analiticas que evaliian ¢l punto de
bifureacidn (earga de pandeo) no tienen en cuenta el efecto de la deformacion
inicial  (THOMPSON y HUNT [1984] y TIMOSHENKO [1961]). FEste andlisis se
denomina andlisis de pandeo nealizado. Estos métodos se aplican a estriel neas
con comportamiento precritico cuasilineal. Sin embargo, para ciertos problemag
la carga oritica resulta afectada por las deformaciones iniciales del gistens
estructural. Bste e el caso de estrueturas que sufren grandes desplazainientos
en el trecho preeritico de la trayectoria de equilibrio.  Este fendmeno es
particilarmente relevante en el caso de estructuras ligeras que se enenentran
en las aplicaciones acronduticas y espaciales, pues la condicion de bilnreacion
puede surgiv después que dichos sistemas estructurales han experimentado
cambios significativos en su geometria, Para este tipo de problemas es necesario
comprobar la existencia de puntos criticos a medida que se obtiene la solucion
en los puntos de la trayectoria de equilibrio.

Parn estudiar el comportamiento posteritico es necesario oblener la reapiiesta
de la estructura después de aleanzar el punto crtico. Se hace este andlisis con
el abjetivo de conocer la capacidad resistente posteritica de I estructura para
evaluar mejor los criterios de seguridad en el proyecto de las mismas,  Fsta
necesidad ha llevado al desarrollo de diversos tipos de estrategins de control
de la vespuesta (carga-desplazamiento), tales como el control de la carga, el
control del desplazamiento y los métodos de longitud de arco. Sin embargo.
biisqueda de estrategias fiables capaces de detectar punios singulaves v eligir
una rama secundaria de equilibrio que sea fisicanente relevante es win fenn
de investigacion. Fn el capitulo 5 del libro de SEYDEL [1094] s¢ presenta una
interesante discusion sobre los métodos indirectos v direetos para la deteceion
de puntos singulares en sisterma de ecuaciones diferenciales, mientras que o
el capitulo 6 se desarrollan distintos métodos capaces de encoutrar una rain
secundaria de equilibrio a través de ecuaciones de restriceiones adicionales (e
orientan el predictor en la diveccién de minima energia potencial total,
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5.3 ECUACIONES DE GOBIERNO

Il conjunto de procedimientos utilizados para obtener la solucion en nua
secuencin de puntos que forman una trayectoria o un canine de equilibrio
se denomina mélodos de continuacion. El objetivo de evalquier wétodo de
continnacién es generar una secuencia de soluciones. Cada solucion sivve como
punto de partida para la proxima. Los elementos basicos de vun método de
continuacion son:  sistema de conacion no lineal (algebraico, de ecuaciones
diferenciales); su forma ineremental (serie de Taylor, ete) a partiv de la cual vy
pasible elegir un predictor y una estrategia de avanee hacia la praxima solucion a
través de una ecnacion de restriccion, Seguidamente se describe de forma hreve
la estructura biagica de la ecuacidn de fuerzas residuales para el andlisis no lineal.
Algunos de los temas presentados en este apartado ya fueron introducidos en los
capitulos anteriores, no obstante, se repetirin aqui con el objetivo de hacer este
capitulo independiente de los demds, Ademds, en este eapitulo no se adoptari
la notacién con indices a la izquierda por cuestion de simplicidad,

El sistema disereto de ecuaciones no lineal que gobierna los problemas
cuastestaticos con no linealidad peométrica se escribe comao

r(u,p) =0 (5.2.1)

donde u ed el vector de estado con N componentes que caracterizan ln configu-
racién deformada del sdlido, r es el vector de fuerzas residuales que cantiene
lag fuerzas no equilibradas conjugadas con u, y p es el vector que contiene los
parimetros de control. Se supone la dependencia de r en uy p independiente
del camino, continua y que sus derivadas primeras y segundas existen exceplo,
posiblemente, en puntos criticos aislados.  Se obtiene la matriz de rigides
tangente tomando las derivadas de lag fuerzas residuales respecto a la variable
de estado u, mientras que la derivada de r (con el signo menos) respecto o
los parametros de control constituye la malriz de control Qi esbas matrices se
expresan de la siguiente manera

K=ok Q=-2
du ap

Las derivadas primeras del vector de fuerzas residuales en 5.3.2) permiten
clasificar los puntos que se obtienen de la solucion de  (s.2.2) de acuerdo con
lag caracteristicas de K y Q. Hay dos tipos posibles de puntos; agquéllos pars
los cuales la inversa de la matriz de rigidez tangente K~ existe se denominan
puntos regulares y aquéllos donde la matriz tangente es singular e denominan
puntos singulares o puntos eriticos. A través de la matriz de control Q es posible
clagificar los puntos eriticos en puntos lHmile o puntos de bifurcecion,
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5.4 REPRESENTACIONES PARAMETRICAS

En los puntos regulares de la solucion de (s.3.1) se pueden expresar las
variables de estado representadas por el vector v en términos de las componentes
del vector de pardametros de control p. Esto equivale o parametrizar Lk vespnesti
en funcidn de lag componentes de p, es decir, ufey, 3,7, ete). Sin embargo, esta
representacion no siempre es posible. Fste es el caso de los puntos singulares,
puesto que en las proximidades de estos puntos pueden existiv mas do s
solucién para un valor dade de p. Como conseenencia, se necesitin de nna
parametrizacion local ( SEYDEL [1904], cap. 4). La inconveniendin de la existencia
de distintas parametrizaciones en diferentes puntos de la enrva de solucion se
puede evitar, al menos tedricamente; considerando la respuesta en un sentido
mas general, By decir, la solucion de (5.2.1) puede representarse por una superficic
en el espacio de dimensién N + K correspondiente a las N variables de estado
de uyalos K parametros de control de p.  Para deseribir esta superficie
se considera una representacion paramétrica para log vectores u y p del modo
5iguit:uw

u=u(t) y p=pl) (5.4.1)

donde # es una variable que representa el nivel de progreso del vector de estado
y de los pardmetros de control. Las derivadas primera y segnnda del vector de
fuerzas residuales respecto a la variable ¢ se expresan, en notacion indicial, como

L dr; b ﬂ_’”.r. i
5 r.J'u,' J n’)}u Fi e
:‘?r- [ &y &*r; ]
q + th+ : i- )i+
= o J du iy, p L‘Juij” g Up ”

-I—{ Oy T+ £ ]J (5.4.20)
,31{;‘3!% dp; 49}2,;“ J dhio:

y en forma matricial, de acuerdo con las siguientes expresiones

r =Ku - Qp {5.4:30)
= Ki+Ka - Qp - Qp (5.4,3h)

donde K y Q son matrices. Sus componentes (4,7) se definen a través de
las expresiones entre corchefes en  (54.20). Los Lérminos 0%, /OujOug, por
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otro lado, son vectores tridimensionales (“matrices cibicas”): K y Q 5011
proyecciones de estos vectores en el subespacio que contiene las direcciones 0y p,
FELIPPA [1984a). Los puntos sobre matrices y vectores en (5.4.3) represcilin [
diferenciacion de las componentes de dichas matrices y vectores respecto o L
Las expresiones de las ecnaciones de arriba representan un sistema de colinciones
diferenciales de primer y segundo orden de las fuerzas residuales vespecto al
pardmetro #, respectivamente.

¢ Reduccién a un simple parametro de control

Como se ha definido en 53.1), el vector p contiene un conjunto de
pardmetros. Cada pardamelro puede estar asociado a un cierto modelo de carga.
Existirdn tantos pardmetros como modelos de earga a representar. La historia
:ompleta de una solicitacidn externa consiste en un conjunto de secuencias de
cargas aplicadas en un intervalo de tiempo [0, 7). Estas seenencias especifici
como y cudndo distintos tipos de cargas son aplicadas al solido, Por ejemiplo,
considérese el golido indeformado. En primer lugar, se aplican las fuerzas de
volumen; a continuacion, se somete a un descenso de temperatura y en un ins-
tante dado se aplica una carga dindimica. Cada secuencia de eargn empicza en
un estado inicial A, donde se conoce la solueidn w,y, avanzando hacia un estado
B donde no se conoce la solucidn ug, o puede no existiv para el nivel de carga
definido en el estado B. 81 e supone que las componentes de p varian propor-
cionalmente entre los estados A ¥ 13, s lJll(-!(lt’: modelar el Proceso de CALZR el
cada etapa en funcién de un solo pardametro de control A gue varfa de 0o 1 de
acnerdo con la inferpolacién lineal

p=(=A)patApn (5.4.4)

De esta manera, el sistema de ecnaciones no lineal a resolver en o etapa (A —
H) 04

r(u.A) =0 (5.4,8)

con la condicion inicial u = u, para A = (.

Si cada etapa de carga puede ser representada con un simple pardmetro
de control, la matriz de control Q se transforma en wn vector q. denominado
en la literatura téenica vector incremental, FELIPPA [1984a), Asi, lag derivadas
primeras y segundas del vector de fuerzas residuales vespecto al paranmetro £ se
reescriben como

i =Kt — g (5.4.64)
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i = Kii+Kit — g — gA (5.4.6b)

# . ' . a . o ¥ .. |
Fstas son lag formas simplificadas de los sistemas de ecuaciones dilerenciales de
primmer y segundo orden de las eciipciones  ¢5.4.3), respectivamente,

De esta manera, haciéndose la diferenciacion de la ecnacion ¢s.4.5) respecto
a la variable £, se obliene que

= K - q,i =10 (8.4.7)

Esta ecuacion define una superlicie on el espacio de dimension N+ 1, correspon-
diente a las N componentes del vector u y al parametro de control A, Fsta
superficie se denomina flujo ineremental de fuerzas residuales, FELIPPA [1001],

5.5 TRAYECTORIA FUNDAMENTAL NO LINEAL

La solueion general del sistema de ecuaciones (5.4.7) es
r(u,A) =1, (5.5.1)

doude r, es un vector de fuerzas residuales arbitrario, La solucion u(l), A1) de
ln ecuacion (s.5.1) para un valor fijo de r. representa una superficie en el espacio
de dimension N + 1. La proyeccidn de esta superficie en un plano delinido
por la k-ésima componente del vector u y por el parimetro de conbrol A es
decir, (ug, A), define una trayectoria en dicho plano. La curva definida cn o
plano (uy, A) para el valor de r. = 0, se denomina brayeclori SJundamental
no lineal de equilibrio o camino primario de equilibrio. De esta manera, el
flnjo incremental de las fuerzas residuales contiene la trayectoria fundamental
(primaria) no lineal de equilibrio enando v, =0,

En los puntos regulares del flujo incremental de las fuerzas residnales la
matriz de rigidez tangente es no singular, por fanto, la ecuacion (s.4.7) se reeseribe
COINno

1= K“‘qi = vA (5.5,2)

d(’) l'!{'l{:!
v=Klq (5.5.20)

s denomina vector de velocidad incremental. Este vector juega un importante
papel en la nu.my:‘u‘f!l de los prm:uclimiuntns de solucidn, como se verd on los
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apartados siguientes, Sise elige como pardmetro = X, esto implica que A = |y
ln ecuacidn (5.4.6a) se reduce a

e Kl - q

con r = & u = '?u 5.5.3)
RE=m T YT

¢l sistema de scuaciones no lineal (5.5.3) representa la 'fm'mu tneremmental de
primer orden del sistema de ecuaciones (s.4.69) .

[in cada punte arbitrario P(u, A) del flujo incremental de las fiierzas residia-
les se puede definir un vector tangente t a la trayectoria que pasa por I* como

i
= (3)=(3)

donde el vector de incremento de velocidad v es ln proyeceion del vector
tangente t en el espacio de lag variables de estado u. En la Figura 5,1 se mestra
la interpretacion geométrica de t. El vector tangente puede normalizarse de ln
siguiente manera

. 1 e
fi= F L con Jr= \/] +vly (5.5.5)
A A v
INEY t
f| ¢
i
u

Figura 5.1 Vector tangente a la trayectoria fundamental de equilibrio
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La normal al vector t en un punto regular 7 se expresa a fraves do la
signiente evuncion

viAu + AN=0 (5.5.6)

donde Au =1 —upy AN = A= Ap son los incrementos de desplazamientor y
de cargn, respectivamente, a partir del punto P, Dividiendo ostos increnientos
por At y aplicando el limite At — 0se obtiene la forma diferencial de (s5.6) como

v - ,1. = {) (515 7Y

esta ecuaciom se reduce a vV u' = —1 st = A, Para problemas con un graco
de libertad (N = 1), In ecuncion anterior representa nuna curvi ortogonal al
flujo incremental de fuerzag residuales. 8i N = 1, la ecuacion (5.5.7) describe las
ecuaciones diferenciales de una familia de hiperplanos ortogonales al espacio de
dimensién N + | que contiene el vector u y el peu'ﬁ.mt:l.m de control A,

5.6 CARACTERIZACION DE PUNTOS CRITICOS

Puntos eriticos o no regulares son puntos en los cunles la matriz de rigidez
tangente K se torna singular. Estos puntos estdn intimamente relacionados
con la pérdida de la estabilidad estructural. En estos puntos, el vector de
velocidad v definido por la ecuacién (5.5.2p) 1o existe o to esta dnicamente
determinado.  Desde un punto de vista [isico esto significa que la respuesta
satrietural no pumlu gor parametrizada por el parametro de control A,

Para aclarar estas ideas, se adoptardn algunos resultados del dlgebra lineal
(GOLUB y VAN LOAN [[989}). Se sabe e los vectores pertetecientes a la
imagen R(K) de la matriz K de dimension N = N sou ortogonales a los
vectores del espacio nulo de la traspuesta de dicha matriz N(K"). De esta
manera, la suma directa R(K) & N(K”") amplia la dimension del espacio. es
decir, R(K) N N(K”) = §. 8i K es simétriea, el espacio nulo de K es igual al
espacio nulo de K. Con estas observaciones es facil demostrar los siguientes
teoremas (CRIVELLI [1991]):

o Teorema. El problema Kv = g, donde K es una matriz singular, simétrica
y de dimension N x N, o8 consistente admite por lo mevos uun solucion o
trivial- si, y solamente si, q L N(K).

Demostracién, Una vez que R(K) y N(K) se relacionan a través de nna
suma directa, el vector de carga incremental g puede descomponerse en
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q=q;+qy talque q; & R(I{} Oz € N(K'f') (5.6.1)

Sea z un autovector del espacio milo de K (z € N(K)), esto s, Kz = 0, 0
una vez que K es simétrica

7 K=0" (5.6.2)

Asl, todos los autovectores z que son linealmente 'uldtapt‘.t:t'limll.r:rﬁ v. a ln ves.
satisfacen la ecuacion ¢s.6.2), amplian el espacio nulo N(K").

Si existe una solucidn para este problema, ésta debe cumplir la siguiente
relacion

Kv=q +q {5.6.3)

Cualquier vector w que pertenezea al espacio nulo de K que se exprose
como una combinacion lineal de log autoveclores 2 satishee

0=w' Kv=w'q +w'qg, (5..4)
=1

una vez que w y g son ortogonales, Como el segundo mienibro do (s64) o
idénticamente igual a cero para todos log vectores de N(K), se concluye que ol
vector g se anula. De esta manera, se completa la demostracion.

La demostracion en la otra direccidn es sencilla, una vez que ¢ = (7 eslo
inplica que g pertenece a la imagen de la matriz K, g € R(K), y, por delinicion,
existe al menos un vector v, tal gne Kv = q,

A proposito, obsérvese gue 81 y es otra solucion cualquiera de  5.6.3). s
obtiene que

K(y-v)=0=y-veNK" (5.6.5)

Dée  ¢5.6.5) se concluye que dos soluciones cualesquicra de  (5.6.3) diffcren en
una cantidad que pertencce al espacio nulo de K. Asi, para un sistema de
couAciones sil'lgular exiten infinitas soluciones o ningnna.

Ahora se utilizan estas observaciones para caracterizar los puntos criticos,
De una manera aproximada, se puede decir que un punto critico para el cual
no existe solncion de (5.6.3) se denomina punto limite. Por otro lado, un punto
critico para el cual existen infinitas soluciones de ¢5.6.3) 8¢ denomina punto e
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bifurcacion. En el caso unidimensional se representa este fenomeno a traves de la
giguiente observacion: la tangente a la curva del plano (g, A) on un punto linite
fiene inelinacion nula, esto es, es paralela al eje wy, wientras que en oo panto
de bifurcacidn hay otras Langentes {!l'_u'l'[-!ﬂ])t')lu’lilr!ll-t-.‘# a las ranins secundariag de
equilibrio. Como el vector de velocidades inerementales v no esti univocanente
definido en los puntos de bifurcacién, los métodos puramente incrementales no
convergen en dichos puntos,

Con las herramientas introducidas en los parrafos anteriores se deline de
modo mas preciso los puntos criticos en problemas estacionarios o cuasiestialicos.
Se supone que existe solamente un antovector nulo de K en el punto eritico.
Las definiciones aqui deseritas son lag comentadas en el eapitnlo 2 del libro de
SEYDEL [1994].

Definicidon 1. El punto Plug, A;) en la trayectoria fundamental no lineal es nn
punto limite si se satisfacen las signientes condiciones:

L r(um Ac) =0

A K(uﬂ) posee un golo valor propio mitlo, esto os, la dimension de la imagen
de K(u.) es N -1,

3. q ¢ R(K(u.), es decir, la dimension del conjunto [K(u,)|q| es N:

4, Existe una parametrizacién u(e), Ale), tal que u(e,) = w. Ao, ) =
Aoy d*Xdo?|a, # 0.

Lad condiciones (1-3) garantizan que la tangente a la rama en (u,, A, ) es
perpendicular al eje-A en el espacio (u, A) de dimension N + 1. La condicion
(4) evita que el punto (11, A) sen un punto de histéresis, esto es. que no sea nn
punto de inflexién en la rama de equilibrio.

Definicién 2. El punto P(u., A;) en la rama primaria de equilibrio es nn punto
de bifureaciaon ﬁimp]u 41 4e c:um,.}lun las Hi:._!,'l.lit.‘lll.t!!i cotdiciones:

1. r{u, As) =

2. K(u.) posee un solo valor propio nulo: la dimension de i lmagen
de K(u,) es N—1:

3. g € R(K(u,)), esto es, la dimension del conjunto [K(u,)|q| es N — I

4. Dos ramas de equilibrio se cruzan con dos tangentes distintas,

La condicion (4) sera aclarada méas adelante utilizando el sistomn de ecun-
ciones diferenciales de segundo orden  (5.4.65).

Para explicar el significado fisico de las deliniciones anteriores se reesceribe
la ecnacion (5.4.7) como
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KAu = qAA\ (5.6.6)

Sea z el autovector nulo de K. Premultiplicindose ambos lados de Ia
conacion (s.e.e) por de 2!, se obtiene las siguientes condiciones:

1. Siw'q#£ 0, entonces AA debe anularse para que la ecuacion (5.6.6) sea
consistente. Bata condicion caracteriza un punto lmite. En este caso,
todas las soluciones de (5.6,6) pertenceen al espacio nulo de K,

2. Si 2'q = 0, entonces se trata de un punto de bifurcacidn, La carvac-
terfstica principal de un punto de bifureacion es la transicion abrupta de
un modo de deformacion a otro modo distinto. Siendo este qltimo un
miodo de deformacion previamente oculto en virtud de que es ortogonal
al vector incremental de cargas,

5.7 PROCEDIMIENTOS DE SOLUCION, METODOS DE CON-
TINUACION

Clamo ze ha comentado en el F,L{u,u'tn.dt) 5.2; la :I'u,‘:t'.m'l(:rlt)gfi'l. de resolucion de
un sistema de ecuaciones no lineal se basa, fundamentalmente, en algoritinos
incremental-iterativos. Naturalmente, los méfodos de continuacion incorporan
dichos algoritmos,

Sen (g, Ay) la solucién de la ecuacion (545 correspondiente al  u-
éaimo paso del método de continuacidon.  Ahora, se intenta encontrar la
golueion (w40, Apyi) para un ineremento arbitravio del parametro de control
AN, ed decir

(uII!AHJ - (unﬂ--l\:‘\n-i--l) (5.7.1)
Con el método predictor-correclor, el paso n -+ 0+ | se divide on dos

predictor 2 COTTECtor
(W, An) ——— (Ut Apder) ——— (W1 At} (5.7:2

En general, Ia prediceion (ﬁ,;.;..;\u.u) no es la soluciom de 5.4.5). El predictor
golamente proporciona un valor inicial para la posterior correccidn a través de
un proceso iterativo; en la Figura 5.2 las ileraciones correspondientes a la faso
correctora se indican con el simbolo (s).  La distancia entre dos soluciones
consecutivas, (w,, A,) ¥ (W00 Ay ), se denomina longitud del paso o lamano
del paso, Por ahora se abordan estos conceptos a nivel mds general. pues Ia
medida de dicha distancia no es facil de caleular, en particular cunndo ann no
se conoce u,,p. Por egjemplo, la longitud del predictor se denomina Lamano del
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paso. Ademds de la ectuacion (5.4.5) se necesita una relacion que identifiquoe la
localizacidn de la solucidn on la rama de equilibrio. Como se vera mas adelaite,
esta identificacion depende de la estrategia de parametrizacion que se elige para
trazar la rama.

Los métodos de continuacion se diferencian, entre olras cosas, en los siguivii-
tes temas:

L. predictor;

2. estrategia de parametrizacion;

3. corrector;

¥

—

. control del tamano del paso.

Los tres primeros temas pueden elegirse independientemente uno del otro.
mientras que el control de la longitud del paso debe corresponderse al tipo de
predictor, de corrector y de la paramelrizacion que se ubiliza (ver SEYDEL [1004],
cap. 4).

(Um-'l;'inﬂ )r ..

Figura 5.2 Solucidn oblenida por nn método predietor-corrector

[En este apartado se trata solamente del tipo de prediccidn y de la
parametrizacion que se utilizan en los métodos de continuacion, FEn la praximo
apartado se desarrollarin los demds temas. Se supone gue la prediceion del
paso n + 1 obtiene la solucion (u, 41, Ayir) 8in la necesidad de hacer corvee-
ciones. Por tanto, los incrementos de lag variables de control v del pardmetro
de control en el paso n — 1+ | se expresan como
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An, = Uy =y, Yy AXN = A — A, (5.7.3)

Para determinar eslos incrementos se debe verificar la ecuacion (s.a.5. Sin
embargo, dicho sistema de ecuaciones posee N1 incdgnitas para. N ecuaciones,
consecuentemente, el problema no gqueda bien definido. De este modo, para re-
solver este sistemnn se anade una ecuacién mds para compensar la inedpniti
adicional.  Este procedimiento se denomina estrategia de control inoremen-
tal, es decir, que se establece una condicion de coaccidn sobre las ineognitag
(Au,, AA,) del problema. Esta condicién de conceidn se expresa de lasiguiente
manera

c(Au, AX) =0 (5.7.4)

Una condicion de coaccidn tal como en (5.7.4) puede interpretarse como un
tipo de norma del espacio de solucién de dimension (N 4 1), De esta wanera.
dicha condicién especifica una cierta distancia entre la soluecién antevior del
paso oy la nueva en el paso i+ 1. Ademas, la condicién de coanceidn contiene
inherentemente la parametrizacién aludida en las ecunciones 4.0, Dife-
renciandose la ecuacion de restriceion respecto al pardmetro £ se obtiene que

alti g gh =0 (5.7.50)

donde
L e e e S
“ou Y 4Ty n

Por lo tanto, la ecuacidn (s.7.4) representa In forma algebraica de la condicion
de vestriccién, mientras que @750 denota la forma diferencial de dicha
restriceion. Ius posible definiv la condicién de coaccion en la forma diferencial
sin que haya una integracion explicita de la misma (FELLIPA v SKEIE [1991]).

A continuacion se presenta una lista, aproximadamente en orden creciente de
complejidad, de ecuaciones de conccion que son importantes en lag aplicaciones
pricticas o que tienen interdés histérico. En la referencia FELLIPA v SKEIE [1991] se
encuontra un estudio detallado de las ecuaciones de restriccion aqui presentadas,
Se ilustra en la Figura 5.3 la representacion geométrica de dichas ecnaciones
para un problema con un grado de libertad, donde ¢ = 0 denota la curva de
restriccion, S el punto de la rama de equilibrio correspondiente a la solucidn
del paso anterior, P la prediccién de la vespuesta y € representa la solucion
convergida del paso actual,



Resolncidn del sistema de ectiaciones de equilibeio ne Haeal |15

c=0
cmo p '_f P p
r C
C
5 5 5
a) b) c)
P P
C. C
€=0 cmD
d) €) f)

Figura 5.3 Representacion geométrica de las diversas ecuaciones e
conCeion. a) Control de la Carga, b) Control de as variables
de Batado, ¢) Control a traves de un Hiperplano, ) Control
a través de una Hiperesfera, o) Control o traveés de una
Hiperelipse Global, ) Control a travds do aua Hipovelipse
Local

1. Control de la Carga

El incremento AA,, se define como
(AU, AN) = AN, =1 =) (5.7.6)

donde [ es un valor preserito, Como A es frecuentemente agocindo con
la amplitud de la carga, esta estrategia es conocida comao Control de la
Carga. Se sabe que la ecuacion (5.7.6) no converge en los puntos criticos,
ya que en estos puntos la respuesta no puede ser controlada sélo por
A. Nditese que ¢ es independiente de las variables de estado wu.
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Control de lag Variables de Estado
En este caso se define la norma de Au, a través de la ceuacidn

o

e(Au, AX) =|| Au, || <lu= \/_A_uﬂ'zﬁu*; — =10 (5.7.7)

donde 1 es un valor de referencia con dimension de desplazamiento.
Natese que ¢ no depende del pardmetro de control A Geomdétrieamente,
psta ecuacion de restriceion representa una superficie hipercdindrica en
el espacio (u,A) de dimension N + 1. Este eriterio ha sido introducido
por CRISFIELD [1981]. Esta eabrategin puede considerarse coma win
peneralizacion del método de control de desplazamiento, que en el
contexto de los métodos de los elementos finitos ha sido tradicionalmente
asociado al caso en ol que se conbrola la magnitud de sélo una de las
componentes de u, por ejemplo, ;. Esta Lécuica ha sido utilizada
por FELIPPA [1984b] en los afios sesenta, Existe otra variacion del método
de control de desplazamiento en la cual se controla la magnitud de varias
componentes del vector de desplazamientos generando un hiperplano
multidimensional de control.  Este método ha sido investigado por
POWELL y SIMONS [1981] y BERGAN y SIMONS [1984].

Jontrol a fravés de un Hiperplano

En este tipo de coaccién se controla una longitud que pertenece a un
hiperplano definido por la signiente eenacion

:“_,EV! Au-u + &-’\u —= l‘ (5'? “”

donde w8 un pardmetro que escala los términos en desplazamicntos
y [ es la longitud del pagso. En la referencia  CRISFIELD y SHI [1001]
se encuentra nn resumen de lag estrategiags mas usnales para efectuar
¢l control del tamano de ! automdticamente durante el proceso de
continuacién, La ecuacién ¢s.7.8) representa un hiperplano noral al
vector tangente definido en ¢s.54).  Cuando w = 1, este meétodo se
denomina control de la longitud de arco, o, simplemente, método de
longitud de arco. Dicho método ha sido propuesto independicutemente
por RIKS [1972] y WEMPNER [1971].

Clonceidn con una superficie Hipereliptica Global
Esta superficie s¢ obtiene a través de una combinacion de AN, y de la

norma de Au,, de la giguiente manera

i
i T : . .
”_EAu{t SAu, + !’J(A)\u}" = [ (5.7.9)
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donde a y b son niimeros realss, no simultineamente ignales a cero. 5 os
una matriz simétrica definida positiva que escala el vector de estado
y v un valor de referencia con las unidades del término \/_&lll,",rﬁﬁll“.
Geomdtricamente, esta condicion de coaccion corresponde a una hipere-
lipse cuyo centro es la ltima solncidon convergida del paso anterior, Los
casos de coaccion anteriormente denifidos en las ecnaciones (5.7.6-8) son
degencraciones de este eriterio. Los pardmetros a y b fueron introdncidos
por PADOVAN [1981] y PARK [1982]. Posteriormente, FELIPPA [1984h] ha
obtenido la expresion adimensional (s.7.9) al introdueir el pardmetro o y
la matriz 8. Cuando a=b=wv =1y 8 = I se recupera la condicion de
coaccion a través de una hiperesfera propuesta por CRISFIELD [1981] ¥,
posteriormente, analizada por WATSON y HOLZER [1953).

Coaceidn con una superficie Hipereliptica Local

Este criterio es una variante de  ¢5.7.9) propuesto por FELIPPA v SKEIE
(1091]. La idea basica es escribir la ecuacién de la hiperelipse en ejos
locales. Una ventaja de esta proposicion es que la forma de esta superficie
de coaccion es localmente invariante, permitiendo obtener una tasa de
convergencia mis uniforme, s posible definir una infinidad de cjes
locales, En particular, estog autores han elegidlo un conjunto con un
eje en la direceion normal al vector tangente £ del Aujo ineremental de
fuerzas residuales. Bl eje restante es paralelo a t. Mds concretaniente, ¢l
primer eje tiene la direceion dada por ¢l veetor (v vTv) que es normal
a t. Un subespacio ortogonal a este eje viene dado por la linagen del
operador lineal [vw|v]. Se puede ver que el vector (v/:v'v) es un
autovector nulo de este operador. De esta manera, el cambio de variables
s¢ define como

Al (el v Au
tav =V nl{an) ke

Obsérvese que la matriz de transformacidn en (s.7.9) s ortogonal. Lo
fransformacion definida por (s.7.9) es singular ya que el rango de Ia
matriz de transformacion es dos.  Asi, el conjunto de ejes definido
por esta transformacién no amplia el conjunto del espacio de solucion.
Ahora, se aplica esta transformacion de variables a la ecnncion de
coaccidn (5.7.9). Resulta de esta transformacién una hiperelipse esviada y
con el eje normal a € mis pequeno respecto al mismo ¢je de la hiperelipse
global. Sin embargo, esta transformacién no es consistente respecto a
la magnitud de lag variables de la solucion, pudiendo haber difevencins
discrepantes entre las magnitudes de estas variables, Una transformacion
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mis equilibrada viene definida segiin

(AL |
AW ViV vV [ SAu ‘
{A,‘-\’} = |45 1A } (a.7.11)
i

Notese que ¢l pardmetro | que aparece en lay scuaciones (5.7.6-5.7.9) puede
considerarse como medida de una distancia que va desplazindose o lo largo de
la rama de equilibrio. De una manera poco precisa y general, se puede decir
que después de n pasos se ha recorrido una distancia igual a nf a lo largo de la
trayectoria fundamental de equilibrio,

5.8 EL AVANCE EN LA RESPUESTA

En este apartado se considera la solucion de las ecuaciones residuales desdo
una perspectiva iterativa, descartandose los miétodos puramente incrementales,
Los ingredientes basicos de un plan iterativo de solucion son un predictor, ¢ue
facilita una aproximacion inicial de la selucidn; nn corrector que mejora esta
prediceién; una parametrizacion y una estrategin capaz de evaluar ol tamano
del incremento, ademds de controlar automdticamente dicho tamano a lo lirgo
del proceso de continuacién de la respuesta.  Una vez elegida la estralegin
de control del tamaiio del ineremento caracterizado por el parametro [ v la
condicion de coaccidén sobre las inedgnitas (Au,, AA,), se puede proceder al
avance en la solucién para el préximo incremento o paso.  Se supone e
(1, Ay) €8 la solucion convergida en el paso incremental n. Se desen enconlrar
la solucion (4, Ansy) que satisfaga la ecuacion de equilibrio sa.5) v una de
lag ecuaciones de coaccion en (5.7.6-5.7.9).

e Paso predictor

Para iniciar el paso incremental o 4 1 se utiliza un predictor para obtener
una aproximacion inicial a la solucion en o+ 1. Se ealeula la prediceion de los
incrementos (Auﬁ”,ﬁ}.f“)] a través de la integracion mimerica de la ecuncion
diferencial de primer orden ¢s.4.7). En los puntos regulares donde v existe (Ia
mabriz K es no singular), los gradientes de uy A pueden aproximarse por medio
de diferencias haeia adelante como

&“ﬂ") = “EP-DJII. =y = hvueih:
(5.8.1)
A"l"ilm - ')"E:]ll = Au = h_.Sq,”

donde h = Al es la forma parametrizada del paso de integracion. Los cdleulos
restantes dependen de si se utilizan las ecuaciones de coaceidn en s forma
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algebraica (5.7.4) 0 en su forma diferenicial (s.7.5a), De la aplicacion del algovitme
de integracién hacia adelante de Euler en (z.4.7) se obtiene una prediccion para
las variables de estado de acuerdo con

Al = K 'q, A0 = v, A\

fE.8.2)
ujiq-{’u'l u, 45"15:” y .-\ER,J,{ = X + ﬁA\(um

De la condiceion de coaceién elegida se puede obtener nn valor adecuido
pira el pardmetro de control AP pava ser utilizado en (5..2). 8i se adopla una
de las formas algebraicas de la ecuacién de coaceidn, por ejemplo. la ccuacion
hipereliptica global, se obtiene

IH
-,t\/gév;f;sv.. e

AN = (5.8.3)

En los puntos eriticos donde K es singular y, consecuentemente. v 1o
existe, esta téenica de prediccion no se aplica. Una manera sencilla de superar
psgte obstdacnlo es empezar el proceso correctivo a parlir de la solucion del paso
anterior; procedimiento que se denomina prediceion trivial (BERGAN y SINONS
[1984)).

En el paso prediclor es necesario determinar en gue sentido avanza la
solucion. Fn cada punto de la trayectoria, el vector tangente v, deteriina
dos sentidos distintos, Bu un proceso de carga, el sentido corvecio se defermina
al asegurarse que el trabajo externo sea positivo, lo que implica

q:’.IA“LU} x qr\'n&f\{r}” =0 (5.8.4)

Se concluye de  (s.a.4) que AMY debe tener ol mismo signo que el térming
al'v,. Esta condicion es vilida sélo si la norma de lus variables de estado ||u, | se
incrementa mondtonamente. En otras palabras, s la respuesta del sistema
estructural no presenta puntos limite, Se deduce una condicion mds general
para determinar el signo de AAY  imponiendo la signiente condicion

Aul_ Aul =0 = AAMAu]_ v, =0

£
{5.8.5)
con A, = Uy — Wy
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donde Au,_; es el incremento de lag variables de estado del paso » — 1 al
paso . Por tanto, el signo de AAY  queda determinado a través del signo del
Lérmino Au'f,', Vi

En problemas sencillos, los procedimientos arriba definidos trabajan con
elicacia sin un control de la longitud del paso. Se puede trabajar con longitud
constante a lo largo de todo el procedimiento de continnacion, por cjemplo,
con [ = 0.1, en caso de que se utilice el método de longitud de arco como
ectacion de restriceion. Se adopta la siguiente estrategia de conbrol automsatico
del tamano del paso

1y
= b i cOiL Zm:e:'lu = {u = l-m.u' (5.8.0)
4n-1

donde [, es la longitud del paso anterior, I, | es el mimero de iteraciones
necesarias para lograr la convergencia en el paso anterior y I es un dato
del problema que se refiere a un nimero ideal de iteraciones para lograr la
convergencia en la solucién de las ecuaciones de equilibrio. L, ¥ Lyge 800 datos
del problema y fijan un valor minimo y médximo para la longitud del paso. En
la referencia  CRISFIELD [1981] se encuentra una diseusion detallada respecto a
los posibles valores que pueden adoptar estos parametros (Lo, L L ). Notese
que en los (ramos de la trayectoria con [uertes no linealidades se disminuye ol
tamano del paso en (s.a.6), porque se espera que [, > 1) == 1, < I, ;; por
otro lado, en los tramos que presentan no linealidades suaves se amnenta el
tatmano del paso, pues £,y < Iy == 1, = {,.;.

s« Paso corrector

Una ves que se dispone da la aproximacion inicial de las variables de estado v
de control se pasa a la fase correctiva. Los valores predichos, en general, no elimi-
nan las fuerzas residuales. El proceso correctivo intenta reduchy este residuo den-
tro de un nivel de folerancia aceptable. En este trabajo, se adopta para esta fase
el método convencional de Newton (la matriz de rigides tangente) o el algorinmao
de iteracion empleando la matriz secante incremental desarrollado en 365, A
partir de los valores predichos en (5.8.2) v (5.8.3), el método convencional de New-
fon genera una secuencia de iteraciones (u®, W) donde k= 1,2, -+, ) os ol
indice del paso iterative. Definiéndose las correcciones de las variables de estado
v de control como

d = ntet) g y g= AlFH) _ A (5.8.7)

y considerdindose las formas diferenciales del residuo 5.4.7) v de 1a condicién de
restriceion en (5.7.5a), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones awmentado
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K — d r ,
[a”' r_}q { 0 } - {{:} (5.8.8a)
donde
al.* - dr P o B B
K=s53' 9= * " 170 (5.6.80)

y todas lag cantidades conocidas son evaluadas en (u'™, A"). La ecuacion
(5.6.24) s¢ denomina sisterna aumentado de Newton, mientras gue I matriz de
couficientes se denomina matriz de rigidez awmentada, A diferencia de K, la
matriz de rigidez aumentada es no simétrica y menos esparcida (menos dia-
gonal dominante), Téenieas de solucion que preservan las yentajas do las ca-
racteristicas de las matrices simétricas y esparcidas se discuten en detalles por
FELIPPA [1087].

[ tratamiento nimerico de este sistema en los puntos regulares, donde la
matriz de rigidez es no singular, es sencillo. Se despeja d en el primer sistema
de eenaciones de  s.88a) a través de la eliminacion Ganssiana hacia adelaute
(factorizacion) de K, ya que K existe. Se sustituye el valor obtenido para d en
la segunda ecuacién de (s8.8a), deduciéndose asi la siguiente ecnacitn escalor
en

(g+a"K'q)p=~(c—a"K 'r) (5.8.9)
Sean d, y d, soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones simebricos
Kd,=-r y Kd,= (5.8 104)
i

Tn (s.a0a) e puede utilizar la matriz de rigidez secante ineremental como
Kgdy=—r y Kgd,=q (5.8.10b)
En la segunda expresién en (5.6 106) se trata de una prediceidn secante sin la
necesidad de hacer una extrapolacion en funcion de las soluciones en los pasos
anteriores (M-, Ap-1) ¥ (myAy), ya que estos dos puntos perfenceen o nun

hiperplane definido por la matriz de rigidez secante ineremental.

Entonces, la solucién de (5.8.8a) se expresa como

¢+ ald;
i u-n—!ln-l'mlm— d — d IE!. L
7 R y e+ ndy (5.8.11)
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La correccion de los inerementos de las variables de estado y del pardmetio
de control en el paso n -+ 1 8¢ expresan como

Autt) = Au® 4 d  y AN = AXK 4 (5.8.12)

Fn este trabajo se adopta la ecuacién (s.a.7 como condicién de restriccion.
Por tanto, se puede escribir que

(Au*+D)T Aulk 2 (5.8.13)

Suatituyendo la ecuacion (5.8.110) en (5.8.12a) Y, POSLETIONNENLO 611 (5.8 13), 56
Hega a la siguiente ecuacion escalar en y)

a4 agn + ag =0 (5.8 14a)
donde

) = dan“
ap = 2 dy" (Au'® 4 d,) (5.8.14b)
f.ﬁ;} - 2’ d“'I'A“U\'-) ‘I‘ d[.r‘dp

son los coeficientes de la cenacion de segundo grado en (s.a.14a). Esta ecuacion
podra tener rafces veales o complejas. Si se trata de raices complejas significa
que lag superficies de equilibrio y de coaceidn no se interceptan. En este caso
hay que disminuir la longitud 1 del paso n+ 1 y reiniciar el proceso a partic del
paso anterior. Si las rafces son reales, hay que eligiv una de ellag imponiendo la
siguiente condicion

(Auﬁ; NTAu® > 0 (58.154)
donde

Anl*) = Au® 4 d, 4y dy

(5.8.15b)

ko1 -

Auyt = Au™ 4 d, + 9 dg
En el caso de que ambas rafces reales enmplan  s.6.152), s¢ adopta aguélla

que mids se aproxima a la solucion lineal 1 =  —ay/a;.  Fl procedintiento

deserito en lag ecuaciones (5.8.12-8.8.15) es una version actualizada del propuesto

por CRISFIELD [1981].
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Cuando K es singular o la solucién se encuentra en las proximidades do
puntos singularves el procedimiento definido en  (s.a8a) no logra converper. A
pesar de que, desde un punto de vista mimdérico, K no sea exactamente singular,
para puntos de la trayectoria muy cercanos a puntos singulares el sistena de
ecuaciones eatd mal condicionado, Este mal condicionamiento pnede Lacer que
el proceso iterativo sea inestable y no se logre la convergencia,

Los métodos de Newton para la solucion del sistema de scuaciones cevea de:
puntos singulares han recibido una atencion especial de muchos investigadoroes
en métodos numéricos (SEYDEL [1994]). Se han propuesto distintas tasas de
convergencia y aceleradores de algin modo bajo hipétesis restrictivas,  lun
andlisis estructural, el tratamiento dado a la ecuacidn  (5.8.6) depende de g1 el
punto singular es punto limite o punto de bifurcacion, Euun punto Himite la meta
es superar la singularidad. En un punto de bifurcacion es necesario elegiv o lo
largo de qué rama de equilibrio se debe proceder con el método de continuacion.
Varias modificaciones del método de Newton cerca de puntos singularves han
sido propuestag por FELIPPA [1987). En este trabajo, se ha utilizado. cerca de
puntos singulares, la matriz de rigidez secante ineremental en sustitucion de la
matriz K, obteniéndose buenos resultados como se verd en el proximo capitiilo.
in el proximo apartado se desarrollan alginas heramientas capaces de detectar
la presencia de puntos singulares en ln rama de equilibrio,

5.9 DETECCION DE PUNTOS CRITICOS

El tratamiento nuwnérico de puntos eriticos o singulares es completamente
distintido al de puntos regulares, Para realizar un andlisis numdrico de puntos
gingulares con éxito s necesario enfocar esta taren en dos frenfes: en la primera
fase se trata de la deteceidn y en la sepunda, de la fravesio sobre punitos
gingulares. Los algoritmos utilizados para pasar pumtos singulaves dependen del
tipo de dichos puntos. PPara puntos de bifurcacion, la sepunda fase del andlisis
corresponde a la eleccion de la rama secundaria y, para puntos limite, se trala
simplemente de pasarlos.

Hay dos métodos clisicos para detectar puntos singnlares. Se puede en-
contrar ¢l punto singular a través de la solucion de un sisterna de ecnaciones
algebraico aumentado donde una de las rafces es el punto singular,  El otro
método consiste en detectar ¢l punto singular a medida que se avanza sobre el
camino de solucién. El primer método, denominade métado direelo, consiste en
la formulacién de un sistema de ecuaciones que tiene como solucion el punto
singular, Este sistema de ecuaciones debe contener el sistema de ecuncioues de
equilibrio.  Asf, esta formulacién deduce un sistema aumentado de ecunciones
que ineorpora un conjunto de restricciones que caracteriza el punto gingnlar,
En el segundo método, denominado método indirecto, In deteccion de puntos
singulares estd fntimamente relacionada con el procedimiento de continnacion
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de la respuesta, es decir, que depende de la trayectoria de solucion. Unn dis-
cusion detallada sobire la ﬂplir:m:h’:n pritica de los métodos divectos ¢ ndirecbos
se enenentra en el capitilo 5 del libro de SEYDEL [1094],

Como se ha comentado anteriormente, ¢l método de desplazamiento critico
propiiesto en esta monograffa puede clasificarse como intermedio entre los
directos ¢ indirectos, Con objeto de comparar los resultados obtenidos con el
nuevo método con procedimientos clasicos, se detalla a continuacion el proceso
de deteccion de puntos erfticos por métodos indirectos que se ha implementado
en este trabajo.

¢ Determinacién de puntos singulares por métodos indirectos

La idea fundamental de este método es reconocer la existencia de un punto
eritico mientras se traza la rama de equilibrio con el método de continuacion
de In respuesta. La clave del éxito de estos métodos se basa en la eleccion de
una buena funcién de prueba 7. La discusion sobre como caleular la fineion
de prucha se verd posteriormente. Por ahora, se supone una funcion de prucha
capaz de detectar la existencia de un punto critico. Estos métodos se henefician
de datos obtenidos del procedimiento de continuacion de la vespuesta,  Un
punto eritico se caracteriza por ser la raiz de la funcion de prueba. Puesto
que encontrar numéricamente la raiz exacta de una funciou es poco probable.
e puede comprobar la existencia de un punto singular o través de la siguicute
condicidn

rulH 1), XY 2 (M A0 < (5.9.1)

La interpretacion geométrica del criterio ¢5.9.1) para un grado de liberiad
5@ encuentra en IH. Figlll"ﬂ, EI.‘L 3(,-! SUPOLY qua l'!l Ci’.l.“libil.l (l': Hij_:l'lu llﬂ l-i"l i’llrll"-i‘hl
de prueba detecta la existencia de i punto eritico, Ademds, supoueinos qie
esta funcidn es continua en A y que tiene sélo una raiz en el intervalo de interés.
Esta hipOtesis vequiere el uso de un tamano de paso incramental adecuado,
no conocide a priori. Sin embargo, la determinacion de un paso incremental
apropiado pnede resolverse a través de una combinacion de experiencia y de una
estrategia de control adaptativa que permitan controlar la convergencia de Ia
solucidn.

Una vez el algoritimo detecta Ja rafz que se encuentra en el intervalo
correspondiente a dos soluciones de la rama de equilibrio, se obiene comio
primera aproximacion a dicha rafz ¢l valor obtenido interpolando linealimente
COINo

A oy
as Yim) : (1)
Ag =AM 4 = T (5.9.2)



Resolucion del sistema de egnaciones de equilibelo uo lineal 125

Figura 5.4 Valores de la funcion de prueba 7 conteniendo Ia raiz

En la Figura 5.5 se éncuentra la interpretacion geométrica de (s9.2), Se
puede adoptar un método adaptativo para mejorar la aproximacion inicial
en (59.2). Para ello, por ejemplo, se utiliza la interpolacidon inversa ileraliva y
las diferencias divididas (DAHLQUIST [1974]). Sen un conjunto con e valores de
la funcion de prueba en m valores no equidistantes del pardmetro de control A
La interpolacién de 7 a través de un polinomio en A se expresa como

(A) =coter(A=A)) + - FemlA=Ap) e (A= Aut) (5.9.3)

Definiéndose la siguiente secuencia de diferencias divididas
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A
Figura 5.5 Aproximacion lineal al cero de 7
7(A) — 7(Ag)
Ao Al = =
A= TR
E : (5.9.4)
Tl)\n. toy At -M = T[Au- o A=) Ak—ll

T{-v\ﬂ. =y k=13 .:\] =

A= Xy
Fntonces, los coeficientes en la ecuacion (5.0.3) se caleulan como

&y = T(.}tn)

e = '!‘[v\u;-\l]
(5.9.5)
= T[Ags s A Asl

Nétese que esta formula es recurrente, por lo que anadivle un nnevo punto
ef tarea sencilla, Ahora, el problema de localizar el punto singular se redies
al cileulo de la rafz del polinomio en (s5.9.3). Este procedimiento recibe el
nombre de interpolacion inversa (DAHLQUIST [1974]). También se puede utilizar
la inversa de la funcion #(A), es decir, A(7). De esta manera, se puede ntilizar 1a
ecuncion (s5.9.3) para interpolar A en funeidn de 7y obtenerse A, iimpouiendo
7 = 0, Sin embargo, ambos procedimientos son fundamentalmente distintos v
pueden conducir a resultados diferentes, Por ejemplo, ge observa que en algunos
ejemplos de esta monografia, la funcion de prueba se comporta de wmodo easi
constante para la mayor parte del método de continuacién y sufre un cambio



Resohieidn del sistema de ecuaciones de equilibrio na lineal 127

brusco en la primera derivada, dr/dA (presenta una inclinacion iy fnerte)
cuando se aproxima al punto singular. Este tipo de comportamnienio puede
congiderarse como una relacion exponencinl entre vy A, Se puede aproximar
[REARIE (-!KJ.]HII.I-’.‘I.'I(:‘FL] GO 1l ]'.)U“II(HH}U (l[! ITIELTIG i l'i.l;’r‘i(.l[lil.l.l]ﬂ, lil.-l(:ll!.l'llH (SRRLY I'l]ll'll']\:.iilli-ll'
&1 IVersi (mm funcion lugs.l,rl't.lni'tt:-.m) con un polinomio plu-!(lu plantear severas
dificultades  (CRIVELLL [1901]). Asi se espera una convergencia nuis ripida,
utilizando la interpolacién inversa, para interpolar la [uncion 7(A) que para
interpolar la inversa de dicha funcidn, es decir, A(7). CRIVELLI[1991] ha niilizado
la interpolacion inversa para interpolar 7(A) obleniendo buenos resiltados,

El prdximo paso es encontrar la rajz de (5.9.3). Para esto lin. se recss
cribe (5.9.3) en la forma

Ae = 1(Ae) (5,9.6a)
donde 4(A,) se expresa como
1
Ao = Apg — f_'ll (r-'tl e i Y (:ru(A;- = Au) Etidl ‘AI == Am- l.”' (5.9.6b)

La ecuacion (5.9.60) se resuelve a través de un proceso iteralivo. Se Loina como
valor inicial .)ui.m. el valor de A de la Gltima interpolacion, y se adopta cotno valor
de partida el obtenido con la illt.erpc)h'w.iﬁn lineal definida en (s9.2), Se egpera
que la convergencia sea riplda, porque el error es inversammente proporcional
a la derivada primera de la funcién de prueba dr/dA, cuya magnitud puede
sor grande cerca de puntos singulares. Ademas, 81 la maguitnd de fhﬂ/r!}\ s
pequena, la prediceion a partir de la interpolacion lineal serd buena,

La ventaja de este procedimiento consiste en gue es autoneaptativo y
facilmente programable, pudiéndose inerementar el mimero de puntos usados en
Ia ecnacion de interpolacidn ¢5.9.3) con un pequeno esluerzo computacional extra,
ast como establecer un nimero maximo de puntos my,., del intervalo a interpolar
y, & partir de este nimero, incorporar o descartar puntos obtenidos de L rama
de equilibrio, De esta manera se congigue nn procedimiento flexible v que abro la
posibilidad de diversas alternativas para su implementacion. Adenuis. reguiere
poca memoria de almacenamiento y se puede esperar una buena convergenein
para cualguier tolerancin razonable.
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= Funciones de prueba 7

El proposito del presente apartado es investigar las posibles alternativas
para la funcion de prueba, Una funcion de proeba es una funcién que penmnite
el seguimiento del procedimiento de continuacion para la existencia de puntos
singulares en la frayectoria de equilibrio. Por definicidn, un punto singular es
la rafz de dicha funcién, Como s¢ comentd anteriormente, los puntos singnlares
se earacterizan por la singularidad de la matriz de vigidez tangente K. DPor
tanto, la Mineidn de pruoeba controla esencialmente la matviz K para oblener
una estimacion de su proximidad a puntos criticos,

La maejor estimacion de la singularidad de K se hace a bravés del menor
autovalor de dicha matriz. Una vez que K es real v simétrica, sus valores propios
son reales. Ademds, si K varia continuamente, sus valores propios tambicn lo
hacen,  La singularidad se detecta simplemente averiguando la existencia de
autovalores nulos, De esta manera, se define el siguiente problema estandar de
valores propiosa

| K~ I]d; =0 (5.9, 74)
donde la funcion de prueba se escribe como

T= min |w@, 5.9.71
|ﬁs_-:N] | el

El menor autovalor de K es una eleceion atractiva para la funcion de prueba,
Sin embargo, el andlisis de valores propios en eada paso incremental es mny
costoso,

Otra posible funcion de prueba es el determinante de K. La singularidad
se caracteriza por det|K] = 0. El rasgo mds atractivo de esta eleccion es
que el determinante de K es un subproducto del método de solucidn de
ecuaciones, Usualmente, en los métodos directos de solucion de un sistemns
lineal de ecnaciones se utiliza la sigl.liml!.u descomposicion de la matriz de Figicez

K = LDL'
donde L es una matriz triangular inferior (5.9.60)
¢on Li=1y L"=L"

y D es una matriz diagonal

Dy 0 o 0
0 Dy - 0

0 0 -« Dyy

D = diag [Dy] = (5.9.80)
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De esta manera, la funcion de prueba se eseribe como

N
= det[D] = [] Dy (5.9.9)

i=1

Hay algunas desventajas en (s.0.9).  La magnitud del determinante pnede
ser computacionalimente incoveniente, especialmente para problemas con gran
mimero de grados de libertad, Por ejemplo, multiplicando todos los compo-
nentes Dy por un factor ¢, esto conduce a un factor ¢V en el determinante
de K. De esta manera, resulta dificil decir si un valor particular de la funeidn
de prueba 7 es “grande” o “pequeiio”. Ofra desventaja es que g el autovalor
nlo de K posee multiplicidad par, no hay cambio de signo en el determinante
¥, por tanto, la ecuacion (5.9,1) no detecta la existencia del punto eritico,

Para superar estas dificultades, varios investigadores an propuesto modifi-
caciones en (5.9.9). Por ejemplo, KOUHIA y MIKKOLA [1995] han propuesto una
expresion normalizada en la cual se evaliia el loparitmo natural del determinante
de la matriz de rigidez tangente, Dicha expresion se eseribe como

iMM[K"]u

e 5 {5.9.10)

In (]t'lnt[Ku”)

donde el gigno de ¢5.9.10) s¢ toma como + cuando el nimero de valores propios
positivos de K es el mismo en el paso anterior n = 1y en el paso n. Se define
con ¢l signo - cuando el nimero de antovaloves positivos cambia entre dos pasos
consecutivos. Notese gque la funcion logaritmica eseala las componentes de K. de
tal modo que la magnitud del determinante es computacionalmente aceptable,
El denominador en ¢s.9.10) delimita el valor de 7 entre coro v nno,

sustituyendo (5.9.8a) en (5.9.10) se legn a
o (ldetDall) I D[ e In | DRy |

r= T - : —mr S
ln (|det[Dy]]) In |D9) 4 oo In [DY {(5.9.11)

teniendo en euenta la definicion del determinante de la matriz diagonal v las
propiedades de la funcion logaritinica.  Nétese que la expresion  s0.01) s
ficilmente programable.

Otra alternativa para la funcién de prueba se basa en el conocimien(o de (e
se puede controlar el menor antovalor de K a través del control del menor pivor,
(FELIPPA y SKEIE (1091]), Por tanto, se puede definir la sigiienbe expresion para
la funcién de prueba '

T = lr;}!&:%v [ Diil (5.9.12)
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51 K es definida positiva, implica que todos los pivotes de D son mayores
que cero, consecuentemente, 7 > 0. 5i K es singular, existiva entonees por
lo menos un pivote nulo en ID v, por tanto, v = 0. 5i K es indelinida,
existird por lo menos un pivete negativo en D lo que huplica que 7 < 0. De
esta manera, el menor pivote en valor sﬂmnlul;n, |[J“], puede ser una funeion de
prueba, Ademis, extraer informacion sobre pivotes de los métodos de resolucion
directos es inmediato, La mayoria de estos métodos de solucion proporcionan
esta informacidn como un subproducto del proceso de reduceidn de ln wmntriz,
De las funciones de prucha aqufl presentadas, ésta es la mas sencilla. FELIPPA v
SKEIE [1991] y CRIVELLI [1991], por ejemplo, han utilizado esta funeidn, Una vez
que se ha determinado la existeneia de un punto singular entre Ias solnciones
correspondientes a los pasos ny n+ 1, A, € [z e+ 1], el praximo paso es elegir
una direccion de avance de la respuesta en una rama secundaria de equilibrio,

En esta monografia se utilizan las ccuaciones (s.9.70), (5.90.11) y (5.9.12) para
detectar punlbos criticos una vez que las simulaciones nimericas se han realizado
en problemag con pocos grados de libertad. Se compara el resnliado obtenido
por estas funciones con el obtenido por el método de desplozamicnto eritico
desarrollado en el Capitulo 4 de la monografia,

5,10 CONSIDERACIONES SOBRE LA IMPLEMENTACION
COMPUTACIONAL

En este apartado se diseuten algunos aspectos practicos de la implementacion
nimerica de log algoritmos propuestos en los apirtados anteriores, En primer
lugar, se presenta en el Cuadro 5.1 el esquenia general del niétodo de con-
tnmacion adoptado en la monograffa para la resolucidn del sistema de ecuaciones
no lineal. Una buena ejecucién de un algoritmo predictor-corrector en un mdétodo
de continuacién depende de la combinacién de los signientes punfos:

]

La longitud inicial del paso ineremental [,

]

La longitud mimina del paso lucremental 1,,,,;

Q

La longitud maxima del paso incremental /.

L]

El niimero maximo de iteraciones por paso [
I !

.
Tiuibate

o

El mimero de iteraciones deseadas por paso 1

o

La tolerancia para la convergencia TOL.

Naturalmente, estos puntos son datos de entrada del prablema, Lo vilores
de iniy boiny bmaes e ¥ 1o dependen de las caracteristions de la respuesta de |a
estructira, lo que no se conoce a priort. Por tanto, son datos empiricos fruio de 1a
experiencia que se adquiere al manejar los métodos de continuacion en problemas
de no linealidad geométriea. Se puede definir el valor de L suponicndo,
en el primer paso incremental, el analisis con el control de la carga para un
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n =10
— FASE INCREMENTAL
paso — o =n-1

"’.) sin > | calailese In Inugilnul del paso ;. [, = 1, \/Ilr,gﬁ,‘_l
k=0

== FASE ITERATIVA
itoracion — k= k1
by resudlvase : d = [KI]"'q o d = KL lg  (dld) =+l
e si k= 1: PASO PREDICTOR
¢:) evaltiese la prediceion del pardmetro de control

ANN =gl /\/d”ﬂ Talfl con &= sign(An’_ i)
d) calenlese la prediccion de la variable de estado : Aul® = AAM ‘ﬁ:},
# [IN DEL PASO PREDICTOR

e 51k =1: PASO CORRECTOR
e) vesuélvase 1 dlY) = [KF-11-1el) 5 gt = [K“‘ D)=t gty

'n
J) evaliiese el corrector del parametro de control o) :
ay (8 4 ay g 4 ay =0 3 utilizandose s.8.040) v (5.8.154)
g) caleilese el corrector de la variable de estado : ) = dl¥) 4 k) ik
e FIN DEL PASO CORRECTOR
h) actualicense las variables de estado y el pardmetro de control ;
osik=1: uM=u, +Aau® . .\Ej"” = A=y AXR
o 8l k>1: Aulft! = Aul) 4d® ; ultt) = ) 4 d¥
MEF1) = A g k)

(k41)
ity

4) caleilese la norma del evror ;|| rff""” | /1| A0 g )
= RETORNESE A LA FASE ITERATIVA si el error > TOL
4= RETORNESE A LA FASE INCREMENTAL

i) evaliiese el egiduo : el = \EHD o ¢!

Cuadro 5.1 Esquema predictor-corrector de algoritmos inerementales
iterativos con control de la regpuesta basado en la matiz
tangente y secanbe
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valor pequeno del pardmetro de coutrol AX,.  Con la respuesta obtenida
se evalia la longitnd inicial del paso a través de la ecuacion de vestriceion,

i = \JAul Auy. En los pasos siguientes se realiza ol andlisis con el control de
i 1 I ! B _

las variables de estado. Sin embargo, en este trabajo se adopta el valor inicial

de la longitud del paso como dato de entrada.

Ndétese que el paso predictor-corrector se encuentra dentro de Ja fase ilerativa
del algoritmo. En la primera iteracion se hace la prediceion de los inerementos
de las variables de estado y del pardmetro de control correspondientes al
paso r. Despuds, s¢ suman a estas variables sus valores totales acumilados hasta
el paso anterior, A partir de la segunda iteracion se hace la correccion sobre los
incrementos predichos a los cuales se suma la actnalizacién correspoudiente a
la primera iteracién. Por fin, dentro de la fase iterativa sicmipre so averigua ol
residuo y la norma del ervor en fmerzas v desplazamientos.

Ademas, los métodos de continuacion deben contar con alporitmos de control
de la longitud del paso ineremental y de corte automstico del paso. El corto
automatico del paso incremental se refiere a la posibilidad de manejn la
velocidad de convergencia. El problema puede no converger por las siguicntes
razones: las superficies de coaccidn y de equilibrio no se interceptan o porgie 1o
se aleanza la convergencia dentro del limite mdximo de iteraciones establecido,
Este obstacnlo puede ser superado a fravés del algoritmo de corte automdiico
del pago, El objetivo de este algoritmo es recuperar la solucion convergida deol
paso anterior (w, 1. A, (). disminuir el tamaiio del pago [, respetando el liite
minimo definido para esta variable y reiniciar el andlisis. Este procedimiento so
ejecutard hasta lograr la convergencia en un mimero de pasos 1. Superado esto
niimero, ol algoritimo interrumpira el andlisis,

La funcién de prueba debe ser examinada en cada paso ineremental para
averigunar la existencia de puntos criticos en la trayectorin fundamental de
equilibrio, Se hace esta prueba solamente después de finalizada la fase correctiva,
con el objetivo de evitar valores espiireos para la funcién de prueba durante ol
procesa iteralivo.

La funcion de prueba definida en (5.9.12) 68 la mas simple. ya que sélo redqiiere
el examen de los términos de la diagonal de LDLY despuds de la factorizacion
de la mabriz de rigidez tangente. Este procedimiento se realiza en 4 itz
de rigidez tangente correspondiente a la solucion convergida, lo que fmplica
efecturar el ensamblaje y la reduceion de dicha matriz despuéds de obtonida
la solucién convergida. Esta reduccién no introduce un esfuerzo extra v (e
se necesita esta descomposion en la prediccion del préximo paso ineromoental.
Ademds, el minimo pivote se obtiene como nun subproducto del proceso de
factorizacién. Este es el caso de la mayorfa de los métodos de resoliicion divectos
que hacen la comprobacion del pivote en la fase de reduccion de K.
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Por fin, se hace necesario mencionar algunos detalles respecto a ln imiple-
mentacion del algoritmo para el cileulo de puntos singulares, Se ha dicho que
las ecnaciones (5.9.3-5.09.6) son recurrentes, Esto simplifica la tarea de anadiy nn
nuevo punto al intervalo de interpolacion polinomial. Aungue se puede toma
un nmero arbitrario de puntos en el intervalo de interpolacion es conveniente
utilizar los puntos calenlados mas recientemente.  La razén de ello os que la
interpolacion con polinomios de alto grado presenta grandes oscilaciones. Fstas
oscilaciones pueden introdicir ceros espiircos en el intervalo de interés, obie-
nienclo resnltados sin sentido. Empivicamente, CRIVELLI [1991] ha obtenido bue-
nas basas de convergencia con este algoritmo utilizando un maximo de cuatros
puntos de interpolacién.
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CAPITULO 6

EJEMPLOS NUMERICOS

6.1 INTRODUCCION

En este capitule se presenta el andligis de inestabilidad del squililvio de
valing tail;mlup;fﬂﬂ estructurales o través dal im’rl,t‘uiu de tluﬁplu,:muait-!m.n Critice
desarrollado en el Capltulo 4. Como estrategia de solueion de dicho método se
utiliza la prediceidn paso a paso y la predicerdn paso a paso mejorada. Fstas
estrateging han sido desarvolladas y discutidas en detalle en dicho capitnlo.

Se realiza la prediceidn para la carga limite al final de cada paso incremental,
una vez terminada la fase correctiva del algoritmo de resolucion del sistema
de ecuaciones de equilibrio no lineal. La parte de la respuesta del sistema
estructural, dada por la curva carga-desplazamiento, anterior al puuto critico
ge denomina brayecloria precritica. Por otro lado, la parte de la respuesta
posterior al punto erftico se denomina trayectoria posteritica,  Se estudian
esbad frayectoriag con el hn de predecir la carga limite o de bilurcacion de
sistemas estructurales. Para realizar el andligis del comportamicnto precritico y
posterftico de cada modelo, se presentan las gignientes cirvag:

- La curva de equilibrio fundamental no lineal que se obtiene con ol método
de control de la respuesta.  Se utiliza el algorvitmo desarrollado en el
Cuadro 5.1, En el esquema predictor-corrector de este algoriting se
puede utilizar con idénticos resultados la matriz de rigidez tangente o
la matriz de rigidez seeante ineremental. Esta curva expresa la relacion
entre la k-ésima componente de la variable de estada 'v v el parduetro
de control fA, en el plano definido por (uy, A).

- La enrva de prediceion de la carga limite, a lo lago de la trayectoria de
equilibrio precritica, que se caleuln con el método de estabilidud inicial
clisico (método EI) resolviendo la ecuacidn 4.5.2). Esta enrva relaciona
la k-ésima componente de la variable de estado 'v con la prediceion del
pardmetro de control erftico ' Ay (Mg, o Agp). Dicha curva se proyecta en
el plano (ug, A),

- La eurva de prediccidn de la cargn y desplazamiento erviticos, n lo largo
de la trayectoria de equilibrio precritica, que se evalia con ol métoda de
desplazamiento eritico (método DC). Esta curva relaciona la prediceion
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de la k-ésima componente de la variable de estado eritico '*v  con
la prediccion del pardmetro de control eritico A, ("'“rlk“'_.’f'A;“;n). B
proyecta dicha curva en el plano (v, A).

- La enrva de evolucion de la carga aplicada con la prediccion del des-
plazamiento critico, i lo largo de la trayectoria de equilibrio precritics.
que se determina por el método DC, Fsta curva relacionn la h-ésinig
componente de la variable de estado eritica fov  con el pardmetro de
control FA, (“"ﬂkl,,_:. EX). Se proyecta dicha enrva en el plano (i, A).

= La curva de prediccion de la carga limite y el desplazamiento, i lo Luwgo
de la trayectoria de equilibrio precritica, que se obtiene a través del
mélodo J'JC" Esta curva relaciona ln k-ésima componente de la variable
de estado ‘v con la prediccion del pardmetro de control critica A,
( Hy, '*-}tm,). Se proyecta dicha curva en el plano (11.,‘., ,\).

- La curva de evolucion del menor autovalor vy del menor pivote de la
mafriz de rigidez tangente de la estructura con a la carga aplicada. Se
calcula el menor autovalor a través del problema estdindar de valores
propios definido en (s.9.72).  Se determina el wmenor pivote por medio
de la descompogion K = LDL’. De esta manera se dcrli'npn lng

signientes curvas normalizadas en el gje de las ordenadas: Xom = ) v

D ‘_"-"mm
()\,n-n—m) Se presentan estas relaciones a lo largo de toda la
nin
trayectoria de equilibrio. Los valores ", v "I“J“-m i, e relieren a la

matriz de rigidez lineal estandar de la estructura,

- La curva de evolucion de los menores antovalores de los problemas gene-
ralizados de valores propios definidos en (4.4.16) y (4.5.2) con ln carga apli-
cada, Estos sistemas resultan de los métodos DC y BI, respectivamente,
Se definen las seguientes curvas: (‘A /o) v (1A "}".”,,,,), Se expresan
estas relaciones a lo largo de la trayectoria de equilibrio preeritica.

be comparan los resultados obtenidos con el método DC v el mitods FI,
con los obtenidos con el método indirecto para la deteccion de puntos eriticos,
Se ha elegido el método indirecto por cuestion de sencillez, ya que se puede
obtener el menor autovalor, el menor pivote y el determinante de la matviz de
rigidez tangente factorizada como un subproducto del proceso de solucion de s
ecuaciones, Para determinar la carga y desplazamiento eriticos con este método
se utiliza la interpolacién lineal definida en (5.9.2). Se toman dos valores de la
funcion de prueba, el primer puuto inmediatamente anterior al punto critico, v
el siguiente inmediatamente posterior.

En los apartados 6.2 y 6.3 se presentan ejemplos de estructuras articuladas
planas y espaciales que fueron modeladas con elementos de barra articnlados
2D y 3D, respectivamente. La forma explicita de las matrices de rigides secante
incremental y total de estos elementos se encuentran detalladas en el Anexo A%,



Ejemplos tiumdéricos i

En el apartado 6.4 se presentan modelos de vigas, arcos y porticos planos
que se analizan con elementos de solidos 2D. Se supone estado de tension plana.
Se obbienen las matrices secantes y I'.:-'mgn'r|l'.na a travos de la i:j{.(:g]-;,u:jmj de Ganss
para elementos isoparamétricos de 8 nodos con una cuadratura de Ganss 2 x 2,
La forma de estas matrices se encuentran detallada en el AnexoAd.

En el apartado 6.5 se analizan placas y ldminas con elementos de solidos 3D,
Se utilizan elementos i:‘-;DpFL'l‘i'mléi,r](:ﬂﬂ hexaedros de 20 nodod con una cundeibars
i i

6.2 ESTRUCTURAS ARTICULADAS PLANAS

Iin este apartado se han elegido algiunas estructuras que se caracterizan por
la pérdida de rigidez con el incremento de la carga, En todos los ejemplos ¢l eom-
portamicnto precritico presenta una moderada o fuerte no linealidad geométrica
en la rama de equilibrio. El comportamiento posteritico se caracteriza por un
cambio bhriuseo de geometria a través de nu rebole hacia delante v on alpinos
casos por medio de un rebote hacia a tras. Ademds, so presentan ejomplos donde
se produce una bifurcacion en la rama de equilibrio primaria antes gue se il
cance el punto limite. Es importante destacar que el comportamicnuto de ostos
modelos estd intimamente relacionado con la forma geométrica de los mismos.

6.2.1 Modelo de un grado de libertad con comportamiento precritico
no lineal

Una de las razones por la cual se empieza el capitulo con este ejemnplo se
debe a que las caracterfsticas fundamentales de la teorfa de inestabilidad pueden
encontrarse en modelos mmy sencillos, Ademdas, cualquier sistema estructnral,
por muy complejo que sea, puede suponerse equivalente; de algin modo, a un
sisberma mis simple, al menos en la vecindad del estado eritico (CROLL v WALKER
(1975] y POTIER-FERRY [1987]).

Bl gjemplo se trata de una estructura plana, constituida por dos harras
articuladas que forman un dngule "0 con la horizontal en la configuracion
indeformada, sometida a una carga vertical en su vértice. Se considera (e
la carga varia mondtonamente respecto a la variable 1. En la Figuea 6.1
s¢ presentan las caracteristicas geométricas del modalo v sus configuraciones,
inleial "V y las deformadas 'V y "FA0, Se definen las siguientes propiedades
mecinicas del modelo en la configuracién indeformada:

- el médulo de rigidez axial *(EA) = 10000 N.
- la longitud inicial de las barras %/ = 10 ¢m.

- el dngulo inicial "0 = 15°,
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Y.V

= X,

Av

Figura 6.1 Estructura artieulada con un grado de libertad

Debido a la simetria del modelo sélo interviene un grado de libertad
correspondiente al desplazamiento vertical v del vértice, o al Angulo 0.

Fata egtructura presenta pérdida de rigidez o medida que se anmaenta la carga
externa. Bl proceso de pérdida de rigidez continua hasta que la trayectoria de
equilibrio aleanza un valor maximo. En este punto se produce una pérdida
del equilibrio estable, de manera que un ligero ineremento de carga origina un
notable cambio de forma, Esto cambio de geometria ocurre de manoera bhrosea,
es deeir, ocurre con un rebole hacia delante. A la carga covrespondicnte a esto
fendmeno se la denomina carga de pandeo brusco, o mas usualinente carga e,

& Soluciéon analitica

La solucién analitica que se deseribe a continuacion se dedujo a partic de
lag ideas de la referencia (PIGNATARQO [1991), eap. 2), donde se ha adoptado minu
coordenada generalizada el dngulo 0. La relacion entre la cargn externa HHaty y
el Angulo ALY on el instante § 4+ Af se expresa de [orma exacta como

HHAEE — 9 BFANEA) [ sin(trA%0) — cos("0)tan(+30)] (6.2.1)

donde A4 os ol angulo que las barras articuladas forman con la horvizontal
on ln confignracion deformada, HAIFA e la rigidez axial de las barras en ¢l
instante 1 4 Al. Se Hllpﬂllf.. que el modelo experimenta pequeiias deformaciones,
esto implica que ¢ L,A) (L,A) H"M (EA).
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Los valores de la carga v dugulo eriticos se obtienen, simplemente, aplicando
8 14 Al
la condicion fjm% = 0 en (6.2.1), resultando

leg) = m‘mm[cus{"ﬂ)]ﬁ = 4 8.6937°
fo.2.2)
tef = 2 HALEA) cos("0)[tan(k0)]* = + 69.068 N

El valor exacto del desplazamiento vertical del modelo en la configuracion
de equilibrio inestable *V se expresa como

. -~ 1.1112 ¢m
tey = 91 cos("0)tan(ted) - I sin(°0) = { e (6.2.3)

e Solucién por el método de los elementos finitos

Se egeribe la forma discretizada de la ecnacion incremental de equilibrio en
el ingtante { -+ AL, respecto u la configuracion 'V utilizando las expresiones del
Tuadra A3.3 del Anexo A3, como

i I+ At
b ts® 2 k"‘i A+ * Av? + 4 Au E-i— N ts
: = = = (6..2:4)
27 21 0| 2 ;
mateiz de vigidez seeante ineremental fierza residual

donde Aw es el incremento del desplazamiento vertical del nodo 2, entre las con-
figuraciones 'V y f'4""‘“"‘.", debido al ineremento de la earga externa AF aplicada
en dicho nodo, FHALE og 1a carga total aplicada en el instante ¢ + A, v N og
el esfuerzo axil que actia en las barras en el instante £, Ademais, e (6.2.4) se
deline

YA , by
fk -— i}.«n}:n_-)_ }r t,g — ﬁ"](t()) —— —i{;i f-ﬁ-.:?..‘:l)

La ecunacién  (6.2.4) representa un polinomio ¢ibico en Av. Esta ecuacion
expresa una relacién entre los inerementos finitos de carga externa Al y del
desplazamiento vertical Awv, Notese que dicha ecuacion se escribe en coordenadns
Lagrangianas Actualizadas,

Por olro lado, se puede escribir la ecnacion incremental de equilibrio en el
instante ¢+ Af respecto a la configuracion indeformada "V, es decir, a travis
de las coordenadas Lagrangianas Totales, Por tanto, utilizando lag expresiones
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del Cuadro A3.4 del Anexo A3 y teniendo en cuenta s6lo el grado de libertad
en la direccion vertical, esla ecuacion se expresia como

) I)k (IA ) 3 (".r!uf
”k IISJ + 2 Ti?_ ’ i llﬁ f-u‘! + § @ -"'I'l' A '+
3 k. L% o g AN v VR FoL
5 T Au _|_§ i Av? + o Ay = ——5— + "N s (6.2.6a)
ol
0 (1
tlk = {.EIA) ) ".9 =2 S]ll(”f‘;) - %;_'z (6.2.6D)

donde 'v es el desplazamiento vertical del nodo 2 entre las confignraciones
Oy v By, 8iose adopta la matriz secante en el esquema predictor-corector
de los algoritmos incrementales-iterativos para la resolucién del sistema de
cenaciones de equilibrio no lineal, se utilizan las ecuaciones (6.2.4) y (6.2.6a), en las
formulaciones Lagrangiana Actualizada y Total, respectivamente. Notese, que
solo se obtiene el mismo desplazamiento vertical del nodo 2, ntilizando ambas
formulaciones lagranginnas si se acepta la hipdtesis de pequenas deformaciones,

Para obtener una relacién entre la carga total v el desplazamiento vertical
total del nodo 2 en el instante ¢+ At se utiliza el concepto de la miatriz secante
total dado en ¢a.5.5). Para ello se supone que v = 0, lo que implica "N =0y
ademds Av = MO0 Teniendo en cuenta estas hipdtesis en la ccnacion 6.2.62) la
expresion de dicha relacion se eseribe como

3 0 0 H"_\f,t“
0y 0,2 0, t+AF, i+AL 2 f+54
L 0?0y e 1 0= = 6.2.7)
B S g 7 02 2 (
N . . ) "I_.....-"
mabriz de rigidez secante total fuerzn total

La ecuacién anterior rvepresenta la forina digeretizada, en coordenadas
Lagrangianas Totales, de la ecuacién de equilibrio no lineal (621).  Esin
ccuacion puede resolverse a fravés del algoriting de ileracion directa desarro-
lado en (2.6.3) para el tramo correspondiente a la rama de equilibrio procritica.
Para el comportamiento posteritico se necesita un inétodo de longitud de arco
o el control de desplazamiento para obtener la respuesta no lineal del modelo,

En particular, la solucién de (6.2.7) para AL = (), o

=10
= — &= =—2.0882 ci (6.2.8)
v==—2"" = 51764 em

ntn
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que corresponde exactamente a lay raices de la ecuacion (e.2.1).

e Relacion entre el esfuerzo axil y el desplazamiento vertical

La relacion entre el esfuerzo axil y el desplazamiento vertical del nodo 2 eu
ol instante £+ Al se obtiene a través de la relacion constitutiva secante dada e
(3.2.162) y de las expresiones del Cuadro A3.2 del anexo A3: Después de alpunos
desarrollos algebraicos dicha expresion se eseribe como

07T Al
AL — (E{M [HH + _2,#”] AL, (6.2.9)

LAt .
De la condicion ‘%m%l = 0 se obtiene ¢ desplazamiento T3 =

-0 9%, para el eual el esfuerzo axil de compresion en las barras del modelo
aleanza un valor maximo

AN = —% I(EA) "s* = -334.9365 N (6.2.10)

Noétese que para F8ty = —2 %1 % ol esfuerzo axil es cero y para valores
de AL, = 0 0f Vg o] ssfuerzo axil se incrementa positivimente. es decir. las
dos barras pasan a sufriv una traccion.

s Cilculo de la carga limite

Para determinar puntos eriticos en la trayectoria fundamental de eqguilibrio
i Yoo d(t+ate ; "
dada en (6.2.7) se impone la condicién — -;ET-]S = 0 en dicha ccnacién. De osta

(1
manera, se deduce

i ;
b 43 2 bag, *J"lm by =) (6.2.11)
' iy 9 02 S kgl

de cuya solucidn resulta el siguiente desplazamiento vertical erftico del nodo 2
en dos configuraciones de equilibrio inestable

q ~ 1.0939 em (error de 1.56Y
V3 { 39 cm (¢ 56%) s

b D0G b oy e MR o
V= ek — 4.0825 ¢m (evror de 0.43%)

Los niimeros entre paréntesis en las ecuaciones (6.2.12) son porcentajes del
error respecto a los valores exactos caleulados en ¢a.2.3). Sustitivendo estos
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villores del desplazamiento critico en la expresion (s.2.2) se obtienen los valores
para la carga critica

o 0f 043 0f
bef = 4 _ﬁ'g_q‘_f V3= 4+ 66.7324 (error de 3.38%) {6.2.13)

donde se expresa el error relativo respecto al valor exacto para [a carga criticn
dada por la solucion analitica de (6.2.2p).

s Cilculo aproximado de la carga limite

Como se lia visto, la ecuacidn (s2.7) posee tres rajces, Naturalmente,
existird un extremo local entre i+at, — ¥ AL, — 0] Uy y ofro entre
FEALY = ) Og y AL, — 9 0] 05 Se prede adoptar como desplazamicnto
eritico para el primer intervalo el valor

oy 0
begy = — %_g = —1.2941 {error de 16.46%) (6.2.14)

Sustituyendo dicho valor en la ecuacién (e.2.7), se obtiene el siguiente valor
aproximado para la carga eritica

bof = g Uk gt U1 = 65.0160 (error de 5.87%) (6.2.18)

Otro procedimiento se basa en la imposicidn de la condicion de singularidad
en una expresion aproximada de la matriz de vigidez tangente de la configuracion
de equilibrio inestable ley . De esta manera, teniendo en cuenta la definicion
dada en (3.4.1) y la ecuncion (6.2.4), la matriz de rigidez tangente exacta en ol
ingtante ¢4 Al ge expresa como

f.,g N
bt Ky = [ baj: tog? 4 —,7 } (6.2.16)

De la geometria del modelo presentada en la Figura 6.2 y suponiendo que
te] = 0, se escribe la signiente relacidn geomdétrica

04 0] 4 tey
fg = T (6.2.17)

Sustituyendo dicha relacién en (62160 y despreciando los Lérminos
enadraticos en oo, se obtiene nna expresion aproximada de la matriz de rigidesz
tangente en el instante # -+ Al que se escribe como
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+ PO
.t* Af-'d'}c,r ~ l]k [ “HA! _l_ Ti . ttj,“ } (6.2.18)

lmponiendo la condicién de singularidad en (6.2 18), iz ‘ﬁ"f',’ Ky = 0. resulta
qll(!

(T
bogy = —'T = —0.8627 (error de 22.36%) (6.2 19)

A partir de este valor y de la ecuacion (6.2.7) se obtiene la siguiente prediecion
de la carga critica

bof = ]z—f; 0f 03 0 = 64,2133 (error de 7.03%) (6,2.30)

Notese que el error en la estimacion de los valores de carga v desplazainieuto
eriticos es ligeramente superior al evror del primer procedimiento. Sin embargo.
en el primer procedimiento se requicre el conocimiento de dos puntos de la curva
de equilibrio, mientras que en el seguudo, se resuelve una simple ccnacion lineal
para obtener el valor del desplazamiento eritico. Cabe destacar gie la prediecion
para la carga y el desplazamiento criticos s¢ ha hecho desde una configuracion
de equilibrio cercana a la configuracion inicial. Se puede mejorar esta prodiceion
si se adopta como punto de partida un nuevo punto de la curva de equilibrio.

s Observacidn 6.1

Se puede observar la exactitud de las predicciones realizadas con los proce-
dimientos anteriores con la estimacion dada por el andlisis de estabilicdad inicial.
Linponiendo la condicién de singularidad en la matriz de rigidez tangente se
obtiene el valor del esfuerzo axil eritico por

P‘;.’_' N
b lat gl ey = -0k %% Y (6.2.21)
El valor de la carga critica se caleula a través de la velacidn de equilibrio entre
ol esfuerzo axil eritico de las barras y la carga aplicada en el nodo central como

lef = —9 0% 043 9] — 346.7518 (ervor de 402,04%) (6.2.22)
]

A contimiacién se hace un estudio numérico de este ejemplo.



144 Capitulo 6

s Simulacién numérica

Para trazar la curva de equilibrio del modelo se ha utilizado el método de
continuacion de la respuesta con las siguientes caracteristicas:

. ecnacion de conceion: cilindrica; definida en (5.7.7)
- Jongitud de arco constante: 0.1

- tolerancia para la convergencia: 107"

- nimero total de incrementos: 60

- esquema predictor-corrector: Newton Raphson (matriz de vigidez tan-
penle)

- degeripeion Lagrangiana Total
- modelo constitutivo hipereldstico lineal material

on la Figura 6.2a se presenta la curva de equilibrio primario y las curvis
de evolucién de la prediceion de la carga limite a 1o largo de la trayectoria
precritica de equilibrio, utilizando el método de desplazamiento critico, Para
resolver dicho método se ha utilizado la estrategia de prediccidn paso a paso
desarrollada en el Apartado 4.5.2 del Capitulo 4. En esta est ategia se la
adoptado el problema lineal de autovalores definido en (d4.16).  La cnrva CA
relaciona ¢l desplazgamiento eritico y la carga aplicada. La curviy DA expresa
la relacion entre la carga critica y el desplazamiento y la curva FA presenta la
relacion entre la carga eritica y el desplazamiento eritico.

Por otro lado, en la misma figura, para obtener la curva EA se lia utilizado
ol analisis de estabilidad inicial a través del problema generalizado de valores
propios definido en 4.5.2). Esta curva relaciona la prediceion de la carga lhmite
y el desplazamiento durante la trayectoria precritica de equilibrio.

En la Figura 6.2a se observa que la prediccion a través del método DC
proporciona valores inferiores para la carga critica, obteniéndose un limite
inferior para dicha carga (curva DA). Mientras que la estimacion con el metodo
ET obtiene valores superiores para la carga critica, obtienéndose limite
superior para dicha carga (curva EA), Ambos métodos convergen para el punto
critico cuando se encuentran en la vecindad de dicho punto; esto es, convergen
al punto A.

También so puede observar la buena estimacion, del desplazamiento evitico.
que se obtiene con el método DC (curva CA). Dicho método converge al maodo
de deformacion critico del modelo cuando el punto en la curva de equilibrio se
encuentra en las proximidades del punto eritico (punto A),

En la Figura 6.2b se muestra la evolucion del menor antovalor y el menor
pivote de la matriz de rigidez tangente factorizada al inicio de cada paso e
tiempo, a lo largo de la trayectoria de equilibrio, Se puede notar que estas
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valores nommalizados

Ejemplos numéricos

a) PREDICCION DE CARGA LIMITE

1!

350 | | 1 - — T
\E trayecloria de equilibrio primaria ———
300 B anallsis limite estandar EA; e
ol (B carga critica-desplazamiento (DA) =<+
i carga-desplazamiento critico CA; ---------
280 =4 carga critica-desplazamiento eritico (FA) ===
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3 4
desplazamiento vertical del nodo 2 - mm
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0.5 |- s . =
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0.5 |= ﬁﬂ'ﬂ‘ﬂwrﬁrﬂrﬂ‘ _
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carga aplicada an al vertica - KN

Figura 6.2 Estructura articulada con un grado de liberfad. a) Predic
cidn paso a paso de la earga limite, b) Deteceion de puntos
erfticos a través de funciones de prueba
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funciones de prueba detectan los puntos limite A y I3 en la cirva de equilibrio.
En estos puntos, dichos pardmetros se anulan. Como s¢ trata de solo un grado
de libertad, estos pardametros coineciden.

*rel 1T 1 T
76 pmiorihiiin metodo de desplazamiento critico &CA; —_—
analisis de astabliidad Inicial (EA) ———
65 - te
. B5 = =
5
% 45 - -
% a5 |- o
15 |- =
5= : | )
'|iiiFT=T¢FT=FH:5:F5'-I.‘.:!!.‘-!!!!!!!!!1;:!!.'!:.'1':1:!:!!T!:I_H."T'.::::121711751:'.'-'!'! -------------- .:. ........... .“%m:&
5 l I 1 | I I
0 10 20 30 40 50 &0 70

carga aplicada en el vertice - KN

Figurs 6.3 Evolucién del menor autovalor de los sistemas (4.4.16) y
(4.5.2) & lo largo de la teayectoria preevitica de equilibrio

En la Figura 6.3 se muestra la evolucion, a lo largo de la trayectoria precritica
de equilibrio, de los menores autovalores de log sistemas (4.4.16) y (4.5.2) COrres-
pondientes a los métodos DC' y El, respectivamente. La curva CA relaciona
¢l menor autovalor del sistema 4.4.26) con la carga aplicada en el nodo 2. Se
observa que cuando la carga aplicada se aproxima a su valor eritico, dicho au-
tovilor tiende a cero (pt,mt.n A), Par otro lado, la curva EA relaciona al menor
antovalor del gistema (4.52) con la carga aplieada. Dicho valor tiende a wno
enando la carga aplicada se aproxima a su valor erftico (puuto A).
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Método do Desplazamiento Criticn Anilisin de Estabitial
Ff,:uirll.r.f.ﬁiu de solucidn: 11 - Tnetal f4.5.2)
Prediceidn e iy ict bR o -
Thicqal 0873 (20.64%) G443 (3.44%) 86,20 (102.32%) |
En ta vocindnd
__del punto critico <1094 (0.656%) 60,73 (0.00%) 69.02 (4. :’:Hf{“

Tabla 6,18 Estroctura avticnlads con un geado de Dbertad sometida o i eargn puntual eertical
o el noda 2. Modelo conatituiive hiperelistico materinl y deseripcdon Lagranginng Total.
Los niimeros entre paréntesis son poreentajes del error respocio al valor obtanidi o i
del Método Indirector g = <1,1 y "'f,, = G6G,731

Fu la Tabla 6.1a se muestran los resultados numéricos obtenidos para la
prediccién inicial y para la prediceién en la vecindad del punto evitico utilizando
los métodos DC y EI En esta tabla se muesbra la comparacion de dichos
resultados con los obtenidos con el método indirecto para la deteccion del punto
singular en la rama de equilibrio. Se ha utilizado la interpolacién lineal definida
en (5.9.2) para calcular el valor de la carga y desplazamiento eriticos con diclio
método. Ademds, se han utilizado como pardmetros para la funeion de prucha el
menor autovalor y el menor pivote de la matriz de rigidez tangente. La prediceion
inicial a través del método DC es bastante mejor que la prediceion realizada con
el métado EI Esto se debe al comportamiento no lineal del modelo a medida qne
pierde rigidez axial, ya que el andlisis de estabilidad inicial no tiene en enenta los
carmbios de geometrin del modelo. Los resultados para la prediceion inicial de la
carga limite con el método DO pueden considerarse aceptables comparandolos
con los valores “exactos” obtenidos con el método indirecta. Fn la vecindaed del
punto singular ambog métodos (DC y E1) obtienen buenas aproximaciones, Sii
embargo, los valores obteuidos con el método DC se muestran cou una precisian
superior a los resultados obtenidos con el mélodo EL
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6.2.2 Modelo con pérdida de rigidez y comportamiento posteritico con
rebote hacia atris

Se trata de una estructura con 9 nodos vy 8 elementos de harra articoaladan
2D. Posee 7 grados de liberfad libres y 11 vestringidos, Las caracteristicns
poomélricas y'pr:}pimmdna mecinicas de este modelo ge presentan en la Figura
G.4a. Este modelo presenta un comportamiento posteritico fuertemente no lineal
debido a la pérdida brusca de rvigides, Al aleanzar la carga critica, en esta
posicion cualquier perturbacion por minima gue sea, produce un cunbio de
geometrin caracterizado por un rebote hacia alrds. In este proceso, las barras
articuladas del modelo experimentan deformaciones axiles fimitas, Como se ha
comentado en el Apartado 2.7 del Capitulo 2, las formulaciones Lagrangiana
Total (LT) y Lagrangiana Actualizada (LA) proporcionan resultados distintos
en este easo debido al tratamiento diferente de la ecuacion constitutiva (ver
penacién (2.6.5)).

En lag simulaciones munéricas con el modelo de la Figura G.4a se adoptan
log siguientes modelos constitutivos:

- modelo hiperelastico lineal material: médulo de Young definido en la
configuracidn indeformada, esto es, ) = "(EA).

- modelo hipereldstico lineal espacial: moédulo de Young definido en la
configuracidn deformada, es decir, 1B = "'(EA).

Natese que si se utiliza la formulacion Lagrangiana Actualizada con el
modelo constititivo hipereldstico material, de acnerdo con la expresion definida

en (azzo) del Anexo A3, ¢l modulo de Young en la configuracion deformada
n t . Ay g R

se escribe como B = (ﬂ%)“ ol Por tanto, sl las deformaciones son fnitas, ¢l

médulo de Young en 'V se ve afectado por dichas deformaciones.

Este modelo ha sido analizado por POWELL y SIMONS [1981] y posteriormente
por BATHE [1983). Estos antores han obtenido la respuesta del modelo o través
de la enrva de equilibrio utilizando una deseripeidn Langrangiana Actnalizada
y adoptando un modelo hipereldstico lineal espacial.

Para obtener la respuesta del sistema a través de la curva de equilibrio se ha
iutilizado el método de control de [n respuesta con [ns signientes caracterisiicns:

= ecuacion de coaccidn: cilindrica; definida en s.7.7)
= longitud de arco constante: 0.75

- tolerancia para la convergencia: 10°°

- nimero total de inerementos: 50

- eaquema predictor-corrector: Newton Raphson (matriz de rvigidez tan-
pente)

= desceripeion Lagrangiana Total y Actualizada
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EA= 3x10°

i)

TRAYECTORIA DE EQUILIBRIO NO LINEAL
4.08+05 T

3.0e+05

2.08+05

1.00:+05

0.0a+00

/08408 = b

e —

2.08405 [

r.LJi‘ - hip. lineal material

A [.LA - hip. lineal material —-—--
"B/08H05 [=ietiiien s e '\,-' f.LA - hip. lineal espacial ------ "7
-4.08+05 ' i '
0 15 20

5 10
desplazamiento horizontal del nodo 1 - mm

Figura 6.4 Estructura articulada plana con 9 nodos y 8 elementos, Ca-
racteristicas geomdétricas y propiedades meednicas. Curvas
carga-desplazamiento para distintos modelos constitutivos
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- modelo constitutivo hipereldstico lineal material e hipereldstico lineal
espacial

En la Figura 6.4b se presentan curvas las cargasdesplazamiento COLTEEPOIL-
dientes a los distintos modelos constitutivos adoptados. Se ha utilizado ¢l modelo
hipereldstico lineal material en las formulaciones LT y LA, y ademis, el modelo
hipereldstico lingal espacial en la formulacion LA. Como se puede vor en dicha
figura, se obtienen tres trayectorias de equilibrio distintas, Notese que Ja carga
limite para el modelo hipereldstico lineal espacial es mayor que ln carga lhmite
para el modelo hiperelistico material, Ademds, la carga limite obtenida con ol
maodelo hiperelastico material en la deseripeién LA s mayor que la carga limito
con el mismo modelo constitutivo utilizando la deseripeion LT, La Lrayectorin
de equilibrio correspondiente al modelo hipereldstico lines espacial es idéntica
a la obtenida por BATHE [1983] ¥y POWELL [1981).

A continuacion se han utilizado los métodos DC y Bl on I prediceidn piso
a paso de la carga limite para los distintos modelos constitutivos. Las curvas de
prediceion caracterfsticas de ambos métodos se presentan en las Figuras 0.5a,
6.7n y 6.9a. En dichas figuras se puede notar que la prediceién obtenida con
el método DC' (curvas DA) frente al método EI (curvas EA) es mejor. Por otro
lado., ambos métodos convergen al valor critico de la carga cuando en la curva
de equilibrio el punto a partir del cual se hace la prediceion se encnentia en I
vecindad del punto eritico.

En lag Figuras 6.5b, 6.7b y 6.9h, se presentan las curvas normalizadas tlel
menor autovalor y el menor pivote de la matriz de rigidez tangente en Nimeion
de la carga aplicada. Para el rango de desplazamientos entre los valores 0y
15, el modelo presenta dos puntos singulares, puntos A y B. Se puede observar
que la funcién de praeba se anula en estos puntos y que la variacion del menor
autovalor en el rango de desplazamientos entre 0 y 15 es continna miontras que
ln variacion del menor pivote presenta discontinuidades en la veeindued de loss
puntos singulares,

En las Figurag 6.6, 6.8 y 6.10 se mmestran las curvas de evolucion del
menor autovalor de los sistemas  2.4.16) (curva CA) y (452) (curva EA)
respecto a la carga aplicada en ¢l nodo 1. En la vecindad del punto eritico,
el menor autovalor del sistema  .4.16) tiende a cero mientras que el menor
autovalor del sisteina ca.5.2) converge a uno. Se obserya que lag enrvas CA y EA
presentan un comportamiento asintotico que confirma las discusiones Lodricas
sobre el comportamiento del menor autovalor de los problemas de valores propios
propuesto en el Capitulo 4.
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a) PREDICCION DE CARGA LIMITE
1.2a+08

1 T
e trayectoria de equilibrio primaria
B, analisis limite estandar(EA) -----
1.0e+06 |~ s carga critica-dasplazamianto (DA) -—-- - 7
" carga-desplazamiento critico (CA) -
8.06405 |= — - - o el L crltlc.a -desplazamiento critico (FA) ——
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B.OB40E b=reeessicininnidaiinns H‘\ﬂ : oy iy ==
4,0e+05 =
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0.0e-+00 e
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4,08+05 ' |
0 5 10 15
desplazamiento horizontal en el nodo 1 - mm
b) FUNCIONES DE PRUEBA
2 T r T 1 1 ! 1 l
1 b i |
0 -
3 = -
2= =
-3 = ' : ' i . rasmis -
f. LA hip. Iiruaal E!Spﬂclﬂl
4 - v e —
i menor plvnte H
; ! _ menor autovalor : P
) I T TN N S T T

-400000-300000-200000-100000 O 100000 200000 300000 400000
carga aplicada en el nodo 1 - KN

Figura 6.5 a) Prediceidn paso a paso de la carga limite. b) Deteecion
de puntos crilicos a través de funciones de prucha
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50

! ! ! ! ! I J
45 |- B metado de desplazamiento crifico (CA) ——— -
; analisis de estabilidad inicial (EA
a0 L ; | .- : . e
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carga aplicada en el nodo 1 - KN

Figura 6.6 Evolucion del menor autovalor de los sistemas (4.4.26) y
(4.5.2) a lo largo de In trayectoria precritica de equililnio

Métado die Displaznmiento Critico Andlisis de Estabilicad
Eatrategia de solucidn: 11 Infeial (4.5.2)
Prodiceidn te g, j_f;-.,_ - If.- ;
~Inicial_ 5.011_(5.18%) 359263, (3.47%) LLI2600.(207.0%)
Erni In vecindad
del punto eritico G.GAD (0.36%) 374063, (0,60%) TG0 (1.055%)

Tabla 6.2a  Estructurs articulada plana con 9 nodos sometida o unaenrgn puntual hovizontal en el
nodo 1. Madelo conatitutiva hiperelfutico sspacial y deseripeion Lugenngiin Aetunlizads.
Log mwimaeros entre paréntesis son porcantajes del error respecto al valor abienldo n travis
del Método Indirector ty = 5,62 ¢ "I',, = 3711811

En las Tablas 6.2a, 6.2b y 6.2c se comparan los resultados obtenidos con los
métodos DC' y ET para la prediccion de la earga limite en una confipnracion
vecina o la coufiguracidn indeformada y en la vecindad de la ;;mu-;g..;-u,c-'.m.
inestable. Para la prediceion de la carga limite en Ia vecindad del punto eritico se
comparan los resultados obtemdos por ambos métodos con el resultado obtenido
con el método indirecto a través del andlisis del menor autovalor v del wmenor
pivote de la matriz de rigidez tangente, Se puede observar que los resultados
obtenidos en la prediceién inicial con el método DC son bastantes mejores que
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los obtenidos con ol método El respecto a los valores oblenidos con ol mdétodo
indirecto, También se puede notar la buena aproximacidu inicial para ln cnrps
limite obtenida con el mdlode DC. Por otro lado, ambos métados convergen al
valor de la carga limite en la vecindad del punto eritico. Sin embargo. ¢l método
DC obtiene resultados mas precisos que ol método T

En la Tabla 6.2d se muestran las aproximaciones para ln carga limite
obtenidas con los métados DC y EI utilizando la estrategia de solucion desa-
rrollada en el Apartado 4.5.3 del Capitulo 4. Se ha utilizado el modelo cons-
titutivo hipereldstico lineal material en la formulacion Lagrangiang Total. Se
comparan los resultados obtenidos con ambos mdétodos con los oblenidos con el
método indirecto. Se puede obsgervar que con el método DC se obtienen bhuenos
resultados con sdlo tres incrementos de carga ulilizado la prediccidn paso o paso
mejorade. Naburalmenle, con mas inerementos de carga se puede minimizar el
error respecto al valor exaclo.

=

Método de Desplagamiento Critico Andlisis de Estabilicdid
Eatratopin de solucidn: 11 Inicial {4,5,2)
Pricdiceion tghy bap b
Inicial 5.013 (6.33%) 331151, (16.94%) LI30430. (3024%) |
En la vecindad = ]
del punte critico h6TE (0,87%) 284001, (0.64%) 280178, (1.06%)

Tabla 6.2b  Estructura articulada plana con 9 nodod sometida o una corgn puntusl horzontal on ol
noda 1. Modelo constitntiva hipevelistico material y discripeion Lagrangionn Acinalizads
Loy niimaros ontre paréntesis son porcontajes del arvor vespecto al valor abtonido n travis
deol Métoda directo! *u, = 553 y [, = 28318241

Métoda de Desplazamiento Critico Anitlisis e Eatalilidad
Estrategin de solucidn: T1 Inieinl (4.5.2)
Prodiceidn E2 4l i) 28 i
Inicial 53.011 (17.80%) 361418, (33.50%) 1120640 (325 874
B I vecindadd =
del punte eritico 5148 (2.50%) POTHA0. (1.60%) 256984, (2.04%)

Tabla 6.2¢ Estruciurn ariiealada plana con 8 nodos sometids o una cargn puntial borizontal g ol
node 1. Modelo consiitutive hipereldstico materinl v degeripeidn mengimml Tatal, lios
niimeras entre purdntesls son porcentajes del error respecto al valor obivonido o travis dil
Método Indirecto: ', = 5.018 ¥ "'l',l = 26130 4
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a) PREDICCION DE CARGA LIMITE

1.20406 [ )
=4 trayectoria de equilibrio primaria
B analisis limite estandar(EA) -—---
100406 = carga eritica-dasplazamiento (DA) ---- - - .
e ) ca a-d@splazamiiemo critico (GA) e
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Figura 6.7 n) Prediceion paso a paso de la eavga limite, b) Doteceidn
de puntos criticos a través de funciones de prucha
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45 T T

matodo de desplazamiento critico ECA; — 3
analisis de estabilidad inlelal (EA
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carga aplicada en el nodo 1 - KN

Figura 6.8 Evolucion del menor autovalor de los sistemas (4.4.16) v
(4.5.2) a lo largo de la trayectoria precritica de equilibrio

Método de Desplagamiento Critico Az de Esvabalicad
Estrategin die solucidn: 111 Inicinl ¢4.5.2)
Iner. de Carga Fogyy il i3 I
1 605 (20.57%) 52000, (34.00%) 085700, (274.50%)
2 083 (16.18%) 323000, (22.76%) 088600, (123,66
3 500 {0.36%) 261700, ((L55%) 352000, {33,779

Tabla 6.2d  Estruetura articulada plana coi 9 nodos soimetids o ns eargn puntial liotizonial ool
nodo L Modelo constituiivo hipereldstico matevial v descripeidn Lagrangiana Total  Los
nimeros entee paréntesis son porcentajes dol evvor respocto al valor abeenido a fpavds ol
Método Indivecto: " uy = 5018 v 11, = 2631304
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a) PREDICCION DE CARGA LIMITE
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Figura 6.9 a) Prediceidn paso a paso de la corga limite. h) Deleceion
de puntos criticos a través de funciones de prueba
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» 1. !
a5 - B\ metodo da desplazamiento critico (GA; — ]
: analisis de estabilidad inicial (EA

30 |- = = LLT = hip. lingal material -
25

20

menor autovakor

0 100000 200000 300000
carga aplicada en el nodo 1 - KN

Figura 6.10 Evolucion del menor autovalor de los sistemas (4.4.16) ¥
(4.5.2) o lo largo de la trayectoria precritica de aquilibrio

6.2.3 Estructura articulada en forma de arco rebajado con bifurcacion
anterior al punto limite

Se congidera una estructura articulada plana en forma de arco rebajado. Sus
caracteristicas geométricas se presentan en la Figura 6.11a. La estricturn esta
formada por 19 nodos y 35 elementos de barra articulada 2D, cuyas seceiones
trangversales son cireulares. El drea de la seccidn transversal de eads elemento v
lag coordenadas nodales se muestran en las tablas de la Figura 6,110, El maodulo
de Young de las barras es 7.08 = Zlﬂ“kgl';'cm“’. El movimiento de los nodos 1y 19
esta restringido, Por tanto, dicha estructura posee 34 grados de libertad libres
v 4 prados de libertad restringidos v, ademas, estd sometida a wna carga vertical
aplicada en el nodo 10.

Esta estructura fue analizada por ROSEN y SCHMIT [1979], [1980] v por
KONDOH y ATLURI [1985]. Estos autores estudiaron la influencia de imperfecciones
y del pandeo local de las barras en la estabilidad global de la estructura, Siu
embargo, aqui se estudia el comportamiento global de la estructwra, Eu este
sentido, dicha estroctura presenta un punto de bifurcacion, representado por
pandes antisimétrico, antes de aleanzar el puito limite,
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184,62 (om)

3429.0 (cm) 3420.0 (em)
COORDENADAS NODALES Arans Transvarsnles
Noda Bjs = Bje ¥ Harra hron (»:ma)
1, 18 + 8420.0 0.00 1-10, a8 61.61
a2, 18 F 2040.0 60,65 11, 12 d .62
3, 17 F 2687.0 34,78 13-18 aa.n7
4, 18 + 2286.0 Ba.82 17, 148 94,77
G, 15 F 18060 6630 1p=32 103,23
a8, 14 F 1584.0 110.85 23, 24 161.20
¥, 13 F 1140.0 B%.00 25, 2a 197.68
a, 12 F 7620 120.60 27, 28 268,08
2, 11 F 381.0 100,085 29=-32 200.32
10 0.0 134,680 a3, 94 J09.08

Modulo de Young 7.03% 10° (kgt/eni’)

Figura 6.11 Estructura articulada plana en forma de arco rebajado con
19 nodos y 35 elementos, Caracleristicas geométricas v
propiedades mecinicas

KONDOW y ATLURI obtuvieron para la earga limite el valor 2640 Kgf. Sin
embargo, no mencionaron la existencia del punto de bifurcacion global que existe
antes del punto limite. En este gjemplo se determinan ambos puntos a través del
andlisis del menor autovalor y del menor pivote de la matriz de rigidez tangente,
adoptados como pardmelros para la funcién de prueba. El valor de la carga
de pandeo obtenido a través de la interpolacion lineal de la funcion de prucha
definida en ¢5.9.2), utilizado el menor antovalor como pardmetro, fue de 2563.17
Kgf; mientras que el valor de la carga limite fue de 2630.76 Kgf. Se utilizan
log métodos DGy EI para determinar la carga de pandeo antisimétrico de dicha
estructura.,

Para obtener las corvas que caracterizan la respuesta del modelo y las
predicciones para la carga limite se ha utilizado el método de control de la
respiesta con las siguientes caracterfsticas:

- ecuacion de coaccidn: cilindrica; definida en (5.7 7)
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longitud de arco constante: 4.0
- tolerancia para la convergencia: 10"
= ntunero total de inerementos: 50

- esquema predictor-corrector: Newton Raphson (matriz de rigicdes tan-
gente)

- deseripeién Lagrangiana Total
= modelo constitutivo hipereldstico lineal material

Dichas curvas se muestran en la Figura 6.12a. En este ejemplo se observa
gque las predicciones para la carga de pandeo con el métado D€ son limites
inferiores de dicha carga (eurva DA). Por otro lado. las predicciones con ol
méhodo ET son limites superiores de la carga de pandeo (curva EA). Ambos
métodos convergen al valor de la carga de bifureacién cuande se vealizan las
prediceiones en la vecindad del punto eritico, es decir, alvededor del punto A. E
punto A representa el punto de bifureacion. Desde este punto se obtiene la rama
bifurcada de equilibrio representada por la curva AR, Se ha obtenido esta rama
simplemente aplicando una fuerza horizontal en el nodo 10 en el sentido positivo
del eje-w de In estructura y de un valor ignal a 1/100 de la fuerza vertical aplicada
al nodo 10. De esta manera se introdnee un modo de deformacion antisimébrico
que corresponde al modo de bifurcacion de dicha estrictura, En esta misina
figura, la curva CA vepresenta las predicciones para el desplazamiento critico en
funcién de la carga aplicada. Finalmente ln curva FA expresa la relacion entre
carga v desplazamiento oriticos,

En la Figura 6.12b se muestra la evolucion de los menores autovalor y
pivote de la matriz de rigidez tangente en el rango de desplazamientos [0,50].
Como puede observarse, en los puntos A (punto de bifurcacion) y el prnto L
(punto limite) ambas funciones de prueba se anulan, indicaido de esta nimimer
la existencia de singularidad en la matriz de rigidez tangente de la estructira,

En la Fignra 6.13 se presenta la evolucion de los menores autovilores
correspondientes a los problemas de valores propios definidos en las ecinciones
(4.4.16) y (4.5.2) a lo largo de la rama de equilibrio precritico. La curva CA exresa
la, relacion del menor autovalor de (4.4.16) con la CArgi, mientrag S la curva
EA relaciona el menor antovalor de (4.52) con la carga.  El comportamieuto
observado en estas curvas confirma lo esperado al definir los métodos DC y Il
Es decir, que el menor autovalor () del sistema ¢4.4.16) converge a cero cuando
se acerea al punto erftico y el menor autovalor ()) del sistema a.5.2) converge
a la uno,

En la Tabla 6.2¢ se presentan los resultados obtenidos en las predicciones
inicial y en la vecindad del punteo de bifureacion cou los métodos DC y EI. So
comparan estos resultados con los obtenidos por medio del método indirecto pari
la deteccién del punto de bifurcacién. En este ejernplo ambos wétados (! y
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Figura 6.12 Estructura articulada en forma de arco rebajado, a) Pre-
diecidn paso a paso de la earga limite. ) Deteccion de
puntos eriticos a través de funciones de prueba
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Figura 6.13 Evolucidn del menor autovalor de los sistemas (2.4.26) y
(4.5.2) a lo largo de la trayectoria preevition de egnililvio

ET proporcionan valores iniciales aceptables para ln cargn de bifureacion. Se
ohservan las buenas predicciones para la carga de pandeo en la vecindad del
punto critico utilizando ambos métodos respecto al valor dado por el método
indirecto.

Método de Desplazamiento Critico Analisis de Haoabiilicaed
Fatrategia de solucion: 11 gy Inicinl (4.5.2)
Pradiceidn ey i byin '.'_Luu
Inicial -1L708 (50.5%) 179545 (20.95%) 822307 (25.75%)
En la vecindad
del punta erftico -20.632 (0.64%) 2670.58 (0.20%) 2650.02 (0.24%)

Tabla 6.2¢ Escruciura articulada plana en forma de arco rebajado con 19 nodos somietida 4 i
earga puntual veriical en el nodo contral. Models constitutive hiporelastion matorial v
dederipeion. Lagragiana Total,  Los ndmoros entre paréntesis son porcentujes dol orpor
respeato al valor obtenido a travis dol Méndo Tndivecta: o = 2072 cmo v I, =
266317 Kgl

En la Tabla 6.2 se muestran los resultados de las prediceiones para la cargn
de pandeo y desplazamiento eritico obtenidos con el métado de desplazamiento
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critico utilizando la prediccion paso a paso mejorada, Se puede observar lag
buenas pradiceiones con #6lo tres incrementos de carga. respecto a los valores de
carga y desplazamiento criticos obtenidos a través de la inspeceion del wenor
autovalor de la matriz de rigidez tangente de la estructura.

Mdtada de Desplazamiento Critico Amilizig de Eatabilidad
Estrategia de solueién: 111 Inicinl (4.5.2)
Iner. de Cargn i o e
1 -14.71_(50.5%) 1706.4_(20.95%) B225.0(25.74%)
4 -23.42 (21.2%) 2308.0_(9,96%) W17.6 (13.83%)
3 -20.51 (0.71%) 26189 (1.73%) 26324 (2.72%)

Tabla G.27 Bstruturn articuluda plana en torms de wico rebijado con 19 nodos sometida o non cargi
puntual vertical en el nodo central. Modelo constitutivo hiperelistico iuaterial y deseripeiin
Lagragiana Total, Los mimerox entre parénresis son porcentajes del error respecioal viley
obtonido a través dol Método Indivecta; ' vip = —20.72 y ', = 266317

6.3 ESTRUCTURAS ARTICULADAS ESPACIALES

En este apartado se analizan alpunas estructuras articuladas espaciales
modeladas con el elemento de barra articulado 31 desarrollado en ol Aneso
A3, Bon estructuras que presentan varios puntos limite y de bifureacidn i lo
largo de la trayectoria fundamental de equilibrio.

6.3.1 Estructura articulada espacial en forma de estrella

Se analiza en este apartado una estructura articulada espacial en forma de
estrella. Sus caracteristicas geométricas y propiedades meednicas se muestesn
en la Fignra 6.14. La estructura estd cargada con una serie de fuerzas puntusles
verticales actuando sobre los nodos 1-7, como puede apreciarse en dicha figura,
Se trata de ana estructura con 13 nodos v 24 elementos de barea articulada 2D,
Dicha estructura posee 21 grados de libertad libres y 18 restringidos por medio
de 6 apoyos shmples,

Para trazar la trayectoria fundamental de equilibrio en el rango de despla-
zamientos de [0,11] se ha utilizado el métoda de control de |a respuesta con las
siguientes caracteristicas:

- eenacion de conceidn: control de desplazamiento (se ha controlado la
componente vertical del desplazamiento del nodo 1)

= longitud de arco constante: -0,051

- tolerancia para la convergencia: 10"
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- mumera total de imerementos: 207

- esquema predictor-corrector: Newton Raphson (mateiz de rvigidez tan-
gl-!lli;t!)

r c,lth,wipchﬁu Ln,gra.ugiu,un Total

- modelo constitutivo hiperelistico lineal material

EA= 10" [—-—nn——au—l
AN, B e 4

Figura 6,14 Estructura articnlada espoeial en forma de estrella con
13 nodos y 24 elementos,  Caracteristicas geométricns,
propiedades mecdnicas y posioidn de las cargas

En el rango de desplagamientos anteriormente mencionado, esta estructura
presenta varios puntos de inestabilidad a lo largo de la trayectoria primaria de
equilibrio. En la figura 6,154 se¢ pueden observar log puntos eriticos A, B, G, 1
y I en dicha trayectoria. Los puntos A, B y I sou puntos limite, mientras que
los puntos G y H son puntos de bifurcacion.

Bstos puntos se determinan a través de la funcion de prueba definida
enl (5.8.7), cuyo cero so evaliia por medio de la interpolacion lineal dada en z.9.2),
Los valores de las cargas criticas en estos puntos son los siguicntes:

- Punto At Ay = T.76
- Punto B: Ay = =2.05
- Punto G: Ag = 13.012
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- Punto H: Ay = 15.07
- Punto It Ay = 1525

En la Fignra 6.15b. también se muestran estos puntos, ademds de la variacion
de distintos pardmetros de la matriz de rigidez tangente respecto a la carpa.
Estos pardmetros se anulan cuando dicha matriz se torna singular. Do este
ojemplo, ademas de los menores autovalore y pivole se ha utilizado como
parametro el determinante de Ky o través de la expresion  (s.0.1 1),

Iil este ejemplo ha sido analizado por IRLES [1985] v ONATE [1986], FEstos
autores han utilizado el método de Newton Raphson con control de CATER, CO
algoritmo incremental-iterativo para obtener la Lrayeetorin primaria de equililivio
en los trechos en que la matriz de rigidez tangente es positiva definida.  TRLES
obtuvo valores s6lo para cos de las cargas criticas comentadas anteriormente. La
estructura alcanza el primer punto critico para una carga de P= & (unidades do
fuerza). La segunda carga de inestabilidad es de P= 15 (unidades de fuerza). de
acuerdo con la refevencia IRLES [1984]. Esta segunda carga ha sido determinada,
por dichos autores, al detectar la singularidad en el determinante de la watriz
de rigidez de la estructura.

A lo largo de la trayectoria precritica de equilibrio se han aplicado los
métodos DC y BT para obtener predicciones de la carga eritiea correspondiente
al punto A. Como puede observarse en la Figura 6,154, las curvas CA, DA v
FA en el plano earga-desplazamiento resultan del método DE. mientras (e s
obtiene la curva EA con el método EL La curva CA representa la varincion del
desplazamiento critico con la carga. Para este ejeinplo se observan las excelentes
prediceiones del desplazamiento critico obtenidas con el método DC. L curva
DA representa la variacion de la carga eritica con el desplazamionto, v la curva
FA la variacion de la carpa y ol desplazamiento eriticos,  Por otro lado, ol
método ] aplicado paso a paso permite obtener la prediceién de Ja carga critica,
representada por la curva EA. Se observa que las enrvas EA y DA proporciona
valores superiores de la carga eritica, pero o medida que se acercan al punto
eritico (punto A), ambos métodos convergen a un valor iy proximo ala cargn
critica, (ver la Tabla 6.3a). En dicha tabla se comparan lag prediceiones inicinl
¥ @ la vecindad del punto eritico, obtenidas con los mndétados DC y El cou los
valores obtenidos por e médato indirecto para la deteccidn de puntos criticos.
se abserva la buena prediecion inicial con el método DC frente al mélade EL Ei
la vecindad del punto critico ambos métodos obtienen buenas prediceiones para
la carga eritica.

En la Figura 6.16 se muestran las variaciones de 108 menores antovalores de
los problemas de valores propios definidos en (a.4.16) Y (4.8.2), con la carga e
al tramo precritico de la rama primaria de equilibrio, Como puade observirse
estos autovalores convergen asintéticamente a cera ¥ uno, respectivamente,
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Figura 6.15 Estructura articulada espacial en forma de estrella, )
Prediccidon paso a paso de la carga limite. b) Deteccidn
de puntos eriticos a través de funciones de prueha
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Figura 6.16 Evolucién del menor autovalor de los sistemas (4.4.16) y
(4.5.2) n lo largo de la teayectoria preeriticn de equilibrio
Método de Desplaznmionto Critieo Analisia de Estalilidad
Estratogia de solucidn: 11 Inicial (4.5.2)
Pradiccion R i P fefi -
Tnietal o879 (1.38%) 0.2 (18.94%) .37 (26.70%)
En In vecindad
el punta erftico 0,881 (1.61%) 7790 (0.46%) 785 (1.16%)

Tabla 6,38 Estructura artieuladn sspacinl en forma de sstrells con 13 nodos somoetida o fasrean [T
tuales verticales en sicte nodos; Modelo constitutivo hipereldstico material v descripeion
Lagragiana Total. Los mimeros entre pasdniesis son parcentajes del ervor respecto al valor
obienldo a través dol Método Indirector "w; = —0.867 v ' f,, = 7.76

En Ia Tabla 6.3b se muestran las prediceiones para la carga oritica obtenidas
con el método DC aplicado en el esquema de prediceidn paso a paso mejorada,
56 han adoptado sélo (res incrementos de carga. Puede observarse que ambos
métodos se obtienen buenas predicciones al final del tercer incremento de CArga,
Naturalmente, se pueden mejorar ain mds dichas prediceiones sitnplenente
adoptando méis incrementos de carga,
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Método de Desplaznmiionto Critico Aniilisig dir Estaliiliclad
Estratopgia do solucidu: 171 Liicinl (4,5.2)
[ner. de Carga e Inf.. . - *l_i__ |
! 0876 (1.04%) 0.23 (1R9I%) 14.53 (87.24%)
2 0897 (3.46%) 8,43 (8.68%) 9.80 (27.45%)
3 -0.888 (2.42%) 797 (2.71%) 801 (3.22%) _

Tabla 6.3 BEsvruiuea articulada eipacinl o forma de oatrellis con 13 nodos sometidn a Dimgas [sha-
tuales verticales on siete nodos. Modelo congtitutive hiperelistico minterinl v doseripeldn
Lagranginng Total, Lok mimeros enbre pardutesis son poveentajes deol sror respecto ol
valor obtonido s travds del Métoda Indivector ", = ~0.867 v "I, = 7.7

6.3.2 Estructura articulada espacial en forma de edpula

se presenta en este apartado una estructura articulada espacial en forma de
cupula. Sus caracteristicas geométricas y propiedades mecinicas se mnestran ei
la Figura 6.17. Dicha estructura estd gometida a una serie de fuerzas puntuales
verticales actuando sobre los nodos 8-13, posce 25 nodos v 60 elementos de
barra articulada 3D, Tiene 57 grados de libertad libres y 18 grados de libertad
restringidos con 6 apoyos simples.

il comportamiento preeribico de esta estructura se caracteriza por la oxis-
tencia de dos puntos de hifurcacion muy proximos antes de alcanzar el primer
punto limite, Dicho comportamiento ha sido estudiado por CHOONG 193],
En el primer punto de bifureacion este autor ha encontrado un factor de cargn
Al = 25,937 y para el segpundo punto de bifurcacion el valor A, = 28,605,
Sin embargo, no hace ninguna mencién respecto al valor de la carga corvespon-
diente al punto limite. Utilizando la funcién de prueba definida en ¢s.am) v la
interpolacion lineal, dada en (5.9.2) para encontrar el eero de dicha funcidn, se
han determinado dos puntos de bifur¢acidn v un punto limite en la rama de
equilibrio precritico. El primer punto de bifurcacion corresponde a un nivel de
carga Ay = 25,891 y el segundo, a un valor de Ay = 28.695. Bl valor del factor
de carga correspondiente al punto lmite es de Ay, = 30146, Estos valores
corresponden a los puntos A, PB v PL. respectivamente, en los prilicos de |a
Figura 6.19.

En este ejemplo se ha efectuado en primer lugar un estudio de la tasa de
convergencia para distintas expresiones de la matriz secante utilizables en ol
esquema predictor-corrector presentado en el Cuadro 5.1, Para realizar dicho
estudio se han adoptado fres expresiones simétricas de la matriz de vigides
secante incremental asignando valores a log parimetros o v 3 en lns ecuaciones
(3.3.52-d). Se ha definido las signienies matrices: la matviz JKq  con o = 1/2 y
[ =0 (ONATE [1991]), la matriz E,ng, cona=1/2y [ =2/3 (MALLET [1968])

y la matriz ﬁl{,gﬂ, conw=1/2y =1 (FELIPPA [1904]).
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Figurn 6,17 Estructura articulada espacial en fornma de eipula eon
20 nodos y 60 clementos.  Caracteristicas peoméiricas,
propiedades mecdnicas v posicion de las cargas

Para trazar Ia trayectoria fundamental y estudiar la tasa de convergenein
de las distintas expresiones de la matriz secante en el rango de desplazamiontos
[0,60] se ha utilizado ¢l método de control de la respuesta con las siguientes
caracteristicas:

- ecnacion de coaceidn: ellindrica; definida en s7.7)
- lougitud de areo constante: 2.5

- tolerancia para la convergencia: 10"

- nimero total de incrementos: 185

- esquema predictor-corrector:  Newton Raphson ( [Ky) y Matviz de
rigidez secante incremental ( ﬁl{sl : f‘,I{_qR y f‘,K;,-,,)

- descripeion Lagrangiana Total
- modelo constitutivo hipereldstico lineal material

En la Figura 6.18 se muestra la trayectoria primaria de equilibrio en el rango
de desplazamientos [0,60] obtenida con las distintas expresiones de la matriz de
rigidez secante incremental y la matriz de vigidez tangente. En dicha trayectoria



Eiemplos numéricos G

TRAYECTORIA FUNDAMENTAL DE EQUILIBRIO NO LINEAL
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Figura 6.18 Estructura articulada sspacinl im forma de enpula con 25
nodos y 60 elemontos, ‘Trayoctoria fundamental de oqui-
librio obtenida con el algoritmo predictor-corrector del
Cuadro 5.1 utilizando diferentes malbrices secantes inere-
mentales y la matriz tangente, Los resultados coinciden
en todod los casos

no sge observan respuestas diferentes al adoptar las distintas matrices secantes
o la matriz tangente. Se puede observar la complejidad de la vespuesta de
este modelo, que se caracteriza por una fuerte no linealidad peométrien con
varios puntos limite y puntos de bifurcacién, En la Tabla G.3¢ se presentan
el niimero de iteraciones totales necesarias para seguir la respuesta en dicho
rango de desplazamientos, ademds del promedio de iteraciones por ineremento
de carga. Puede observarse que no hay diferencias entre estos valores para las
distintas matrices secantes. Se aprecia, también, que el algoritine de resolucion
adoptando las distintas matrices secantes utiliza practicanente una iteracion
mas por incremento que el método de Newton-Raphson.
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Capfinlo i

WK I . (K, oK iy
(o= 1/2,4=10) (ov= 172 F=12[%) (ov=1/2,11=1)
727 022 022 921
3.93 1,08 1,98 1,08 .

Tabla 6.3¢  Estrutua articulada espucinl en forma de cipuln con 26 nodos sometida o Nierais
puntuales veriicalos on seig nodos, Modelo eonstitutivo hipevelistico matovial, deseripeion
Lagranginun Total v TOL=10"", Neimevs total de ibermciones ay 195 fneremientos de vops
y promedio de iteraciones por incremento para distintas inalrices seeantos

Para estudiar la tasa de convergencia del algoritio del Cuadro 5.1 ubilizando
las distintas mabrices secantes anteriormente comentadas, se adopta la sigiiente
expresion

(k)
it €®) — I o&=1) In (r_{""‘:”

= I etk=1) — | elh=2) = | :.”‘:I’ 9 (6.3:1)
! r_rm})

donde p es el estimador de la tasa de convergencia. ¢ es la norma del error
en fuerzas residuales definida en (3.6.6) v k es la k-ésima iteracion de la fase
correctora del esquema predictor-corrector, El estimador p se basa en Ia norna
del error evaluada en 3 iteraciones consecutivas.

Se puede clasificar la tasa de convergencia p de acuerdo con los siguientes
valores asintéticos de p:

Convergencia lineal cpe (1.0,1.1)
Convergencia superlineal :p e (1.1, 18] (6.3.2)
Convergencia cuadratica  +p > 1.8

Para mas detalles respecto a las expresiones (e.9.1) Yy (6.3.2) consnliar la
referencia (HAUGEN [1994], cap. 3), de donde se han extraido dichas pXpresiones.
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K, tK, MK, K.,
ITER (a=1/2,8=10) (=172, =2/3) (a=1/24=1)
1 0,28000D4-00 0.397950--00 1397050 00 0.A0TO5D 400
3 | 0.11724D-03 0.66077D-01 0.660661-01 066061 D-01
3 (0. 13481 D06 0.21092D.02 (1.21901 D02 2100002
1 0.40868D- 14 0.15003D-04 0.16902D-01 0.15002D-01
5 0.38882D-08 0.38881D-08 0.38881D-08
{i 0.788011D-14 0.1004910-13 {(1122800D:13

Tabla 6.3d  Estrutura avticuladn espacial oo forma de edpula con 20 wodos sometila o ieczas
puntiles verticales en seis nodos, Modelo constitutive hipereldstico muaterial v deseripeidn
Lagranginnn Total, Norma del error en fuergas residuales definids en (3,6.6) en ol poso

de earga 115 con TOL=10""

En la Tabla 6.3d se muestra la norma del error en fuerzas residuales en la
fase correctora del paso de carga 115 para las distinlas matrices secantes v lo
matriz tangente, Como se ha comentado anteriormente, se ha adoptado una
tolerancia para la convergencia de TOL= 107", Se ha elegido el pago de carga
115 simplemente porgue fue en este paso donde fue necesario un mayor mimero
de iteraciones para lograr la convergencia con la tolerancia adoptada. Toniando
para cada matriz la norma del error ¢ en las tres dltimas iteraciones de la
Tabla 6.3d y aplicando lag expresiones (5.3.1) y (6.3.2) s¢ oblienen los siguientes
resulbados:

{“,Ka,r- top= L0909 = conu. cuadratica
f’,K;,-l cop= 1576 =% conw. superlineal
;?,K_q2 cop= 1546 == conu. superlineal
WKg, 0 p= 1523 = conw. superlineal

Simplemente, se analiza el comportamiento precritico de este modelo a traves
de log métodos DC y EL Aqui, se aplican ambos métodos con [ esbralegia de
prediceion paso a paso. Con este fin, se ha utilizado el método de control de a
respuesta con |as siguientes caracteristicas:

- ecuacion de coaceion: control de desplazamiento (se ha controlvdo la
componente vertical del desplazamiento del nodo 1)

- longitud de arco constante: <0.125
- tolerancia para la convergencia: 10°°
- numero total de incrementos: 80

- esquema predictor-corrector: Newton Raphson (matriz de rigidez tan-
gente)
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- deseripeion Lagrangiana Total
- modelo constitutivo hiperelastico lineal material

En la Figura 6.19a se muestran las distintas curvas carga-desplazaimionto
obtenidas por medio de los mdtodos DC y EL Las curvas CA, DA y FA pesultan
de la aplicacién del mélodo DC, mientras que la curva EA resulta del mdlodo
ElL Los puntos A, BF vy PL corresponden n dos puntos de bifurcamon v a
un punto lmite, respectivamente. La curva DA representa los valores de la
carga de pandeo estimada a lo largo de la rama preeritica de equilibrio. La
curva CA expresa los valores del dt-;ﬁplu,zaruit-ml.n critico estimados paso a paso.
Finalmente, la eurva FA expresa la relacion entre los valores estimados para la
arga y desplazamientos criticos a lo largo de la rama primaria de equilibrio
precritico.  Por otro lado, la curva EA representa los valores estimacdos pira
la carga de pandeo utilizando el método EL Se observa ¢ue las predicciones
para la earga critica vealizadas con el mélodo DC' (curva DA) son mejores ¢ue
las predicciones realizadas con el mélodo El (curva EA), Naturalmente, ambos
métodos convergen al valor de la carga de pandeo cuando se hacen prediceiones
en la vecindad del punto de bifureacion A.

La trayectoria secundaria de equilibrio (rama bifurcada enrva AR), ha sido
obtenida a través de la imposicion de una pequena perturbacion en el vector de
cargas nodales. Dichia perturbacion es una carga aplicada en el sentido positivo
del gje-z de la estructura y de un valor igual 1/5 de las cargas verticales aplicadas
an los nodos 8-13.

En la Figura 6.19h se muestra la varineion del mienor autovalor v ol
determinante de {‘,I{-p con ¢l factor de carga. Obsérvese que estos pardmetros se
anulan cuando la matriz SK-;- se hace singular, Estas funciones de prueba son

laa definidas en ¢s.a.7p) v (58.11),

En la Figura 6.20 se presenta la variaciom con la carga de los menores
autovilores de los problemas de valores propios definidos en ¢a4.06) v 4.8.2), 5S¢
observa que el menor autovalor del problema definido en @4.06), (curva CA),
converge asintoticamente a cero cuando la carga se aproxima al valor de la carga
critica, Por otro lado, el menor autovalor correspondiente al mdétedo El, (curva
EA), converge a ino. Eate comportamiento observado a lo largo de la riuna de
equilibrio preeritico coincide con lo esperado debido a la definicidn dada para
estos pardmetros (p y A) en el Capitulo 4,
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a) PREDICCION DE CARGA LIMITE

80 | | |
\\ E ! trayectoria de aquilibrio primaria
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Figura 6,19 Estructura articulada espacial en forma de oipula. o)

Prediceidn paso a paso de ln earpa limite, b)) Detoccidn
de puntos criticos a través de funciones de prueba
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45
! |
40 k- B - metodo de desplazamiento eritico (CA; e
analisis de estabilidad inicial (EA) ———
a5 | : sy i
30 |- " : -

menor autovalor
e ] gy
Lo ] (611
T

30

lactor de carga

Fignea 6,20 Evolucion del menor autovalor de los sistemas (4.4.16) y
(4.5.2) a lo largo de la trayeetoria precritica de equilibrio

———————— e T P T I

Método de Desplazamiento Critico Andilizis de Estabilica
Eatrategin do solucidn: 11 Iinicial (4.5.2)
Prediceidn b, Lig. o f ; -
Inicinl 2,062 (12.56%) 21777 (15.80%) 70.006 (206 10%) |
En la vecindad
dol punto erftico -2.894  (1.52%) 26.007 (0.80%) BHRTTE (0%

Tabla 6.3¢  Eswuciura artieulada espacial en forma do aipula con 26 nodos sometida n ierzns
pruntuales verticales en seis nodos. Modelo constitutivo hiperelistico material v deseripiion
Lagragiana Total. Los mimeras entre paréntosis son poveentajos del ervor vespecto al valor
obtenido a tovés dal Método Indivecto: "y = —2.368 y "'l';l = 25,50

En la Tabla 6.3¢ se presentan los valores estimados o través de los métodos
DC y EI para la carga critica de bifurcacién. Se trata de valores predichos a
partir de una configuracion de equilibrio cercana a la configuracion indefornnda,
y en otra configuracién de equilibrio en la vecindad del punto eritico.  Fstos
vilores se comparan con los valores de earga y desplazamiento critico obtenido
con el método indireeto. Se ha utilizado como parametro de In funcién de prioeha
el menor autovalor de Ky, Para determinar los valores de la eargn v el
desplazamiento criticos se ha utilizado la interpolacion lineal definida en (5.9.2).
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Puede observarse en dicha tabla que las predicciones iniciales para b carga y
el desplazauniento eriticos realizadas con ol método DO son buenas, y, idemas,
que I earga eritica predicha en el paso inieial con el mélado DE ex mejor e
el valor obtenido con ¢l método EL Para la prediccion en la vecindad del punto
critico ambos métodos se abtienen buenos resultados.

Método de Desplazamicento Critico Andilisis e Estnbilicdnd
Estrnbegia de solncién: 111 . I_Eir:'_i_tl‘l (' 4.5. 2)
[ner. de Carjga fay i ) i
1 206 (13.06%) 21,71 (16.15%) 70.70_(208.18%)
2 -2.38 (0.93%) 26.84 (2.13%) 33,30 (28.81%)
4 2,36 (0.08%) 2506 (0.27%) 2402 (3,759

Tabla 6.3 Esteuturs artieulada espoacial en forma de enpulia con 25 nodos semebicdi o fivvzan piililes
vorticales on beis nodos, Modelo constitutive hiperelistico material,  Los anmeios entie
paréntesis son porcentijes del error respecto al valor obtenido a vraves del Mavado ndnocro:
oy = =2.368 v 'of,, = 25,801

Por nltimo, se presentan en la Tabla 6.3[ las predicciones parn la carga
y desplazamiento erificos calenladas con los méledos DO y EI utilizando la
prediceion puse a paso mejorada.  Se observa que sélo con tres incrementos
de carga se han obtenido buenos resulbados con ambos lmi'l'.nldnh. s remareahle
que después del primer incremento de carga el mélodo DC predice tanto ol
desplazamiento como la carga eritica con un error inferior al 17%. Dicho ertor
disminuye a menos de 2.5% en el segundo ineremento de carga.

6.4 TIPOLOGIAS ESTRUCTURALES ANALIZADAS CON ELE-
MENTOS DE SOLIDO 2D

En este apartado se analizan arcos con elementos de sélido 2D, Las matrices
esenciales para ostos elementos se presentan en el Anexo A4, El elemento
escogido en todo los casos es el cuadrilatero Serendipito de 8 nodos. Para evaluar
las matrices de rigidez tangente y secante y los vectores de fuerzas internas y
residuales de este elemento se utiliza una una integracion munérica con ma
cuadratura de Gauss-Legendre 2 % 2,

6.4.1 Arco eircular rebajado biempotrado

Se considera un areo rebajado de directriz circular, con ambos extronios
empotrados, sometido a la accién de una ecarga vertical en la clave.  Las
caracterfsticas peoméiricas y propiedades mecanicas dol arco se describen en

la Figura 6.21.

Debido a la simetria de la deformada del arco se considera anicamente la
mitad del arco, que ha sido discretizada en diez elementos isoparamdtricos de 8
nodos,
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Fata estrnctura ha sido estudiado por DAWE [1971] y posteriormente por
OLIVER [1982]. Presenta una situacion de inestabilidad vepresentada por of
cambio de forma hacia delante (snap-trough) que puede observarse en b curva
fuerza-desplazamiento de la clave del arco (Figura 6.224). La carga Hmite v
el desplazamiento en la clave correspondiente a esta carga, de acuerdo con la
referencin OLIVER (1982), son i = 160 Ny 0000 = 10 mim, vespectivaimente,

i ) 47625 mm
27.69 mm €5/4 mm
B863.6 mm
3380.61 mm E=072395X 10° N/mm?

U"O

0.1281 rad

Figura 6.21  Arco cireular rebajado biempotrado.  Caracteristicas
geomélricas y propiedades mecanicas

Para obtener la trayectoria fundamental de equilibrio y las demds curvas
resultantes de la aplicacién de los métodos DC y EI para predecir ln carga
de inestabilidad, se ha utilizado el método de control de la respuesta con las
sigmentes caracteristicas:

- ecuacion de coaccion: control de desplazamiento (se ha controlado Ia
componente vertical del desplazamiento en la clave del arco)

= longitud de arco constante: <0.5
- tolerancia para la convergencia: 10°°
= niimero total de incrementos: 90

- esquema predictor-corrector: Newton Raphson (matriz de rigidez tan-
gente)

- deseripeion Lagrangiana Total
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- modelo constitutivo hipereldstico lineal material

Para determinar la carga y desplazamiento criticos se aplican los métados D
y ETen una estrategia de prediccién paso a paso, definida conforme el Apartado
4.5.2 del Capitulo 4, Con el método EI se ha obtenido In curva BB, ver In
Figura 6.22a. Dicha eurva expresa la variacién de la carga lhnite estimada con
el desplazamiento. El punto E es la prediccion inicial y el punto B3 la prediceion
final. La prediceion inicial se refiere a una conliguracion de equilibrio cercana a la
indeformada, mientrag se caleula la prediceion final respecto a una configuracion
de equilibrio en la vecindad del estado eritico.  Aplicando el mélada DO se
obtienen varias curvas. La curva CD expresa la variacion de la carga critiea con
el desplazamiento en la ¢lave del arco. La curva AB representa la relacion entre
el desplazamiento critico estimado y la carga aplicada. La curva CB expresa Lo
relacidn entre los valores estimados para la carga y el desplazamiento eriticos,
Obsérvese que las predicciones de la carga limite a través del metodo DC (curvas
CB y DB), son mejores que las del métode £ (curva EB).

Para detectar el punto singular se ha controlado el menor autovalor, e
determinante y el menor pivole de la matriz de rigidez tangente. En la Figura
6.22h se muestran las variaciones de estos pardmelros con la carga aplicada. Se
puede observar que estos pardmetros se anulan (;)lllli.rm Ay B) cuando la malbriz
de rigidez se torna singular.

En la Tabla 6.4a se muestran los valores estimados para la carga y desplaza-
miento criticos utilizando la estrategia de prediccion paso a paso y los mdlodos
DC'y EL Estos resultados se comparan con los obtenidos con el mdlodo indirecto
a través de la funcién de prueba respecto al menor autovalor de [Ky. Natese
que la prediceion inicial para la carga eritica realizada con el método DC es bhas-
tante mejor que la prediceién con el mélodo EL En la vecindad del estado eritico
ambos métados obtienen valores muy proxinmos al valor de la carga limite,

En la Figura 6,23 se muestran las eurvas gue expresan la variacion del inenor
autovalor, correspondientes a los sistermnas definidos en las ceunciones (a416) v
(4.5.2), con la earga. Puede observarse que el menor autovalor del problema de
valores propios (4.4.16) del método DC converge asintoticamente a cero cuando
la carga estimada converge al valor de la carga erftica. Por otro lado, el menor
autovalor del problema de valores propios en a.5.2) del método El converpe
asintoticamente 1 uno, Estos resultados estan de acuerdo con las definiciones
dadas para estos parametros en los Apartados 4.4.5 y 4.5.2, para los métodos
DOy El respectivamente.



178

carga aplicada en la clave - N

valores normalizados

Capitulo 6

a) PREDICCION DE CARGA LIMITE
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Figura 6.22 Arco cirenlar rebajado biempotrado. n) Prediceidn paso i
puso di la enrga limite, b) Deteccidn de puntos oriticos a
travis de funciones de prueba



Ejemplos numéricos 174

30

1 I I 1 1
E\ | :' i '
: metodo da dasplazamiantu cntlcm
25 - . yaleD anallsis de estabilidad inicial (E

%
-
i i i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160
carga aplicada en la clave - N
Figura 6.23 Evolucién del menor autovalor de los sistemns (4.4.16) ¥
(4.5.2) a lo largo de la trayectoria preeritien de aquilibivio
Metodo de Desplazamionto Critico Anilisis de Estabiliciud
Estratogin do solucidn: 1 ]mvml (4.5,2)
Prodiceion Wi (i) o P )] wiins (N)
Tnicinl <2828 (71.72%) L48.367 (6.73%) 308,911 (150.76%)
En la vecindad .
del punto erftico 0760 (249%) 169,138 (0.04%) L5045 (0.26%) |

Tabla 648 Arco circular rebnjido bi_mupm.radq) sometido a wuna fueren puntusl vertical en la olave
Maodelo constitutivo hiperolstico material y desevipeion Lagengiang Total. Los niimeros
entra paréntesis son porcentajes del error vespecto al valar obtenido o fravés del Método
Indivecto: v = =100 mm y £, = 150,08 N
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6.4.2 Arca circular de gran altura biapoyado

Se trata de un arco de gran altura con divectriz cirenlar, sometido a I
accion de una fuerza vertical puntual actuando en la clave.  Sus extreinos
e encuentran simplemente apoyadas.  En la Figura 6.24 se deseriben las
cavacteriaticas geométricas del arco, sus propiedades mecanicas y la tialla de
elementos finitos utilizada, Se ha discretizado la totalidad del arco con diez
elementos isoparamétricos de 8 nodos,

Este modelo presenta dos formas de pandeo: pandeo simétrico con cambio

de forma (“snap through”) para una carga limite de P, = 15.2 EI/R”. ¥
pandeo antisimétrico con bifureacién a un nivel de carga Py = 13.0 EI/R’
v el correspondiente desplazamicnto vertical en la clave vy = 108R. Esbos

resultados analiticos fueron extraidos de lag veferencing HUDDLESTON [1968] ¥
DA DEPPO [1969]. El comportamiento posteritico en ambas formas de pandeo ha
gido estudiado extensivamente por varios autores (CONNOR [1968], SHARIFT [1971},
WOOD [1977), OLIVER [1982] y KOUHIA [1995]).

[

E=10%10% [bf/in®
u==0
(0.9273 rad Areg = | In?

Figura 6.24 Arco cirenlar de gran albura biapoyado, Caracterigticas
geométricas y propiedades mecinicas

Para obtener las trayectorias fundamental y secundaria de esta estruetura.
asi como lag curvas de prediceion para la earga v desplazamiento criticos se ha
iitilizado el método de control de la respuesta con las siguientes carncleristicns;
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- ecuacion de coaceién: control de desplazamiento. Se ha controlado In
componente vertical del desplazamiento en la clave del arco

- ]mjglLud de arco constante: =05
- tolerancia para la convergencia: 1077
- nimero total de incrementos: 80

- esqguema Pl'f}di('.t{)]'nt!l.'_‘)l'l'l'-!l'.l'.{l]': Newton Raphson (matrz de rigiclez tan-
gente)

- descripeion Lagrangiana Total
- modelo constitutivo hipereldstico lineal material

Para obtener la trayectoria de equilibrio secundaria (bifureada) se ha apli-
sado una fuerza puntual horizontal en la clave del arco en el sentido positivo del
gje-w. De esta manera, se fuerza el modo de deformacion antisunétricn corres-
pondiente al modo de pandeo del arco. La magnitud de dicha fuerza es 1/100
del valor de la fuerga vertical aplicada en la elave del arco, manteniéndose lng ca-
racteristicas del método de control de la respuesta, anteriormente mencionudas,

1 andlisis del comportamiento precritico de esta estructura se basa en la
prediceién de la carga de bifurcacién y del correspondiente modo de pandeo
a través de los métades DC y EIL Se adopla como estrategia de solucion para
ambos métodos la estrateqia de prediceidn paso a paso. En la Figura 6.25q se
miuestran lag distintas curvas de carga-desplazamiento en el plano (1, A). Las
curvas AR, CB y DB son curvas obtenidag aplicando el mélodo DC. El significado
de cada curva ya se ha comentando en los ejemplos anteriores. Iis importante
destacar en este gjemplo, ol buen comportamiento del método EL Con este
método se ha obtenido mma buena prediceion micial (punto 1), a pesa del
comportamiento precritico no lineal de la estructura. Por otro lado, la prediceion
del modo de deformacién eritico a través del método DC (eurva AB). no ha sido
bueno, o mejor dicho, no ha sido lo esperado. Dentro del contexto del midtodo
DC se pnede interpretar, a través de la curva AR, que las configuraciones de
equilibrio en el rango precritico estdan muy cerca de Ia confignracion de equilibrio
inestable, B decir, que para pequenag perturbaciones (parametro p) en el modo
de deformacion de la estrucbura, esta aleanza el estado critico, Por otrvo ladao. se
puede observar que las predicciones para la carga de pandeo, son buenas (curvis
CB y DB). El punto C indica la prediccién inicial y el punto B la prediceion
final.

Cabe comentar que se han analizado varios arcos de directriz cirenlar de gran
altura con distintas condiciones de borde. En todos ellos la prediceion del modo
de deformacién eritico ha sido idéntica a lo observado en este ejemplo (ver la
curva AB). Sin embargo, en todos los casos se han obtenido buenas prediceiones
para la earga erftica utilizando dicho modo de deformacion eritico estimado. De
acuerdo con la experiencia nuinérica en este tipo de tipologla estructural (arcos
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a) PREDICCION DE CARGA LIMITE
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Figura 6.25 Arco civeular de gran albtura biapoyado, a) Prodiceion paso
a paso de la carga limite. b) Deteecidn de puntos oriticos
a través de funciones de prueba
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Figura 6.26 Evolucion del menor sutovalor de los sigtemiag (a.2.26) v
(4.5.2) a lo largo de la trayectoria precritics de equilibrio

circulares de gramn &Lll.llm), se ha observado que e estos t-v_jt,-luphm [ prl-tdi{:f'.it'm
para él desplazamiento critico con el método DO no os tan buens como en los
sjmniplog anteriores.

En o Figura 6.25b s¢ muestran las variaciones del menor autovalor, el
determinante y del menor pivote de (K con la carga aplicada en la clave del
arco. Se detecta el valor de la carga correspondiente al punto de bifuveacidn
(punto B) y el valor de la carga limite, correspondiente al punto PL. En cstos
puntos se puede observar que dichos pardmetros se anulan.

En la Figura 6.26 so muestran las curvas de lag variaciones de los menores
attovalores de los [.'JI'(][J].[!IIIHH de valores propios que se utilizan en los mdétodos D
y El respecto a la carga aplicada en clave del arco. Puede observarse la pequena
magnitud (entre 0.5 y 0) del menor valor propio obtenido con el método D¢’
a través de la ecuacion  (4.4.16) (enrva AB) para cargas en el rango procritico,
Ademds, se aprecia que ambos antovalores convergen asintoticamente al valor
Cero ¥ uno, respectivamente,
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Métado de Desplazamiento Critico Andilisis de Esalilidad
Estratogia de solucidn: 11 .lf.! l}."i“lﬂf‘.‘.' 82
Prodiceion boa e () iy CIBEY e (1B
Inicial 0,688 (99.72%) 845,16 (21.24%) 1008.64  (2.37%)
Aol vecinedad
__del punto crfbico -11Lh (1.62%) 076,02 (0.27%) 07516 (0.1959)

Tabla 6.4h Aveo cireulur binpoyado sometide & unn Tuerzs puntual vertieal en ln clive,  Modelo
consgtitutive hiperelistico material v deseripeién Lagragiona Total.  Los wioeron ontre
pardntesis son porcentajes del ervor respecuo al valor obtenido a ravds del Mévodo Tudivacto:
M gtuue = = 10,66 in y "*F, w L7312 1L

il i

En la Tabla 6.4b s¢ presentan los valores de las predicciones para la carga
de pandeo y el desplazamiento eritico obtenido a través de los métodos DC' y FL.
En dicha tabla se comparan estos valores con loa resultados caleulados con el
método mdirecto a través de los parametros de aKT, anbertormente mencionados.
Se puade observar que el métode F1 obiiene una buena prediceion inicial para la
carga de pandeo, Por otro lado, también, se puede ver la mala prediceidn inicial
del desplazamiento eritico obtenida con el método DC,

6.5 TIPOLOGIAS ESTRUCTURALES ANALIZADAS CON ELE-
MENTOS DE SOLIDO 3D

En este apartado se analizan ldminas cilindricas con elementos de s6lido 31.
Las expresiones fundamentales de estos elementos se presenian en el Capitulo
3. El elemento 3D escogido en todos los casos es ¢l hexacdro Serendipito
cundritico de 20 nodos, Para evaluar las matrices de vigidez tangente y sccante
y los vectores de fuerzas internas y residuales de este elemento se utiliza una
integracion numérica con una enadratura de Gauss-Legendre 3 = 3 = 3.

6.5.1 Lamina cilindrica biapoyada

Se considera un  ldmina  cilindrica cuyas earacterfsticas peomdétricas,
propiedades mecanicas y malla se muestran en la Figura 6.27. La lning esta
apoyada en sus bordes rectos, totalmente libre en los bordes curvos, v sometida
a una fuerza vertical en el centro de la misma.

Debido a la doble simetria del problema, se ha analizado solamente tn cuarto
de lamina que ha sido diseretizado en 16 elementos hexaedrog isoparnmétricos
de 20 nodos, Este ejemplo ha sido estudiado por OLIVER [1982). SURANA [1081]
SIMO [1990] y HAUGEN [1994] entre obros. Esta estructura se ha consagrado como
un ejemplo de prueba estdndar en los estudios de no linealidad peomdétvica en
el contexto del método de elementos finitos, En la literatura Lécnica varios
investigadores han utilizado este ejemplo para hacer pruebas con distintas
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fommulaciones de lamina y distintos :-J.lgm‘ilallu'm de resolucion de eetaciones 1o
linealea, Por lo tanto, se trata de un ejemplo bien documentado en el ambito de
la mecanica no lineal del sélido.

Borde Apoyado

Borde Libre
R=2540 mm
L=2564 mm

h=127 v 6,35 mm
E=3102.76 N/muf
v=0.3

0=02 rad

Figura 6.27 Lamina cilindrica biapoyada, Caracteristicas geomdtricns,
propiedades mecanicas y malla de elementos finitos

El comportamiento posteritico de esta estructura se caracteriza por la
pérdida de rigidez con el congiguiente cambio de forma (snap-through). La forma
del cambio de geometria de este modelo depende de su espesor, A continnacian
se analizan los distintos camnbios de forma que se presentan para dos espesores
distintos.

s LAmina cilindrica gruesa con comportamiento posteritico
caracterizado por un rebote hacia delante

Para analizar esta lamina con espesor de 12.7 mm se ha utilizado el méiodo
de control de la respuesta con las siguientes caracteristicas:

- ecuacion de coaccion: control de desplazamiento (se ha controlado la
componente vertical del desplazainiento en el punto A)

- longitud de arco constante: <0.95
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Lolerancia pari Ia aonvergencia: 10 4

numers Ltotal de incrementos: 40

[

osquoema predictor-corrector: Newton Raphson (matriz de rigidez tan-
pente)

deseripeién Lagrangiana Total
- maodelo constitutivo hipereldstico lineal material

Para este espesor la ldmina presenta un cambio de forma para un univel de
earga Py, = 2.216 KN (OLIVER [1982]). El fenémeno de cambio de forma
se puede obervar en la trayectoria de equilibrio primaria que se muestea en la
Figura 6,28a, Para obtener la carga limite y el correspondiente desplazamionto
critico se han aplicado los métodos DC y El a través de la prediceidn paso o
paso, En la Figura 6.28a se presentan varias curvas proyetadas en ol pluwo
(Wa,A4). Las curvas AB, CB, y DB resultan de la aplicacion del mélodo DC,
mientras que la curva EB resulia del método EL La curva AB expresa la relacion
entre el desplazamiento critico estimado y la carga, El punto A corresponde a
la estimacion inicial del desplazamiento eritico. La curva DI expresa la relacion
entre la estimacion de la carga eritica y desplazamiento. El punto D representa
la estimacion inicial de la carga Hmite, La curva CB expresa la relacion entre los
valores estimados de la earga y desplazamiento eriticos, El punto C represela
la estimacién inicial de la carga y desplazamiento criticos, Por idltinio. la curva
EB expresa la relacion entre la estimacion de la earga limite y el desplazamiento
abtenida por ¢l método EL

Se puede observar en la misma figura, que la prediceidn de ln carga limite
realizada con el mdétodo DC (enrva DR, es mejor que la estimacidn obtendia con
ol método EI (curva EB). No obstante, cuando en la trayectoria de equilibrio
primaria se hace el andlisis cerea del punto limite (punto B) ambos métodos
convergen al misimo valor correcto de la carga limite,

En la Figura 6.28b se muestra la variacion con la carga aplicads del
menor autovalor, el menor pivote y del determinante de (K. Estos
parametros se utilizan en lns funciones de prueba definidas por las ecuaciones
(5.9.73), (5.8.11)y (5.8.12), respectivamente. Como se observa en la misma figura,
estos pardametros se anulan cuando la matriz de rigidez tangente es singular
(puntos B y F). Para calcular el valor de la carga v el desplazamiento en estos
punfos se ha utilizado la interpolacion lineal definida en (5.9.2) y i funeidn de
pruebs basada en el menor antovalor de 5Ky, El valor de la carga limite en el
punto B es Ay = 2.213 KN y el desplazamiento wy = 10.5 mm. En el punto
I, estos valores son Ap = 0.776 KN ¥ wp = 19,587 mm.

En la Figura 6,29 se muestran dos curvas correspondientes o la variacion de
los menores autovalores con la carga. Estos autovalores resultan de los problemas
de valores propios definidos en las ecuaciones (a.4.16) v (4.52). La cirve AR
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a) PREDICCION DE CARGA LIMITE

12 g g l i !
' trayantoria de @quillbrlu prlmarm —
E analisis limite estandar (EB) -----
10 carga critica-desplazamiento (DB) ---- - —
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carga aplicada en al punto A - KN

Figura 6,28 Limina cilindrica biapoyada (e=12.7 mm). a) Prediceion
paso i paso de la carga limite. b) Deteecién de puntos
criticos a bravés de funciones de proeba
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% ! ! ! !
50 -k ' metodo de desplazamiento critico AEI; —_—
45 |- analisis de estabilidad inicial (EB) ———
s s
35 ke , : N
5 | i |
ool s _
5 25| . .
E =
g
25

Figura 6.29 Evoluecion del menor autovalor de log sistemag (4.4,.16) ¥

(4.5.2) & lo largo de la trayectoria precritica de qtr]n]l]l'n-iu

expresa la variacion del menor antovalor de .4.26) con la carga, mientras que
la enrva BB relaciona el menor antovalor de (4.5.2) con la earga. Ambas curyas
se evaluan a lo largo de la rama de equilibrio preeritica. El comportamiento
observado en estas curvas confirina lo esperado al definiv los métodos DE' y .
Es decir, gque ¢ menor autovalor p del sistema (4.4.16) converge a cero cuando se
acerca al punto eritico y el menor antovalor A del sistema (4.5.2) converge a la

nnidad,
Métoda de Desplazamiento Critico Andlisis de Estnbilicad
N Estrategia do solucidn: 11 [nicial (4.5.2)
Prediceién wa (mm) “f., (KN) "I, (IKN)
Inieial -G.203  (40.07%) 2621 (14.02%) 10.18 (360.01%)
En la vecindad
del punio critico 1066 {1.52%) 2.268 (2.08%) 223 (1.16%)

Tabla 6.5a Limina cilindrica groesa sometida a unia feren pantusl vertieal en A. Madulo constibntive
hipereldstico materinl y descripeidn Lagragiana Total. Los nimeros enbre pavéitesis
son povcentajes del error respecto al valor obtenido n través del Méroda Indirecto:
fow, = =105 mm v fof,, = 2213 KN '
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En la Tabla 6.5a se mmestran los resultados de los estimaciones de la carpa
y el desplazamiento criticos obtenidas cou log métodos DC y El Se han Lhocho
dichas predicciones respecto a dos configuraciones de equilibrio, una cercana a la
couliguracion inicial y la otra en la vecindad del punto critico, Eatos resultados
han sido comparados con los oblenidos a través de la funcién de prieha hasada
en el menor autovalor de 51{7'. Se piede observar que la prediceidn inicial para
la carpa limite realizada con el método DC es hastante mejor que la del método
ET En las predicciones cercanas al punto critico ambos métodos obtienen buenos
resultados siendo el método El el que proporcioua un resultado mds preciso,

e Lamina cilindrica delgada con comportamiento posteritico
caracterizado por rebotes hacia delante y hacia atras

Para analizar Ta ldmina cilindrica con espesor 6.35 mm, se ha utilizado el
método de control de la respuesta con las signientes caracteristicns:

- ecuacion do coaccion: cilindrica; definida en (5.7.7)
= longitud de arco constante: 2.5

- tolerancia para la convergencia: 1077

- nimero total de incrementos: 125

- esquema predictor-corrector: Newton Raphson (matriz de rigidez Lau-
gente)

- deseripeidn Lagrangiana Total
- modelo constitutivo hipereldstico lineal material

Cuando el espesor de la limina se reduce a la mitad, se agudiza la forma
de la trayectoria fundamental de equilibrio, como se observa en la Figura 6.304.
Ein este caso se produce un doble cambio de forma. El primor cambio, hacia
adelante (snap-through) ocurre para un valor de Ag = 0.587 KN, valor extraido
de la referencia OLIVER [1982]. Eu este punto, al aumentar lgeramente la fiersza
se produce un salte en los desplazamientos. A continuacién, ocurre un cambio
de forma hacia atrds (snap-back) para un valor de w 2= 17 wmm, Al aumentar
un poco el valor de dicho desplazamiento se produce un nueve salto, incliuso con
canbio de gigno en la ferza de reaceion.

Para obtener la carga limite y el correspondiente desplazamionto eritico se
han aplicado los métodos DC y El haciendo una prediceidn PasSo 4 paso para
los valores criticos de la carga y desplazamiento a lo largo de la trayectoria de
equilibrio precritica. Ademds de la rama primaria de equilibrio, se presentan en
la Figura 6.30a varias curvas ¢ue se proyectan en el plano (wy. A,), Las curvas
AB, CB, y DB resultan de la aplicacion del método DC, mientras que la eurva BB
resulta del método EL La curva AB expresa la relacion entre el desplazamicnto
eritico estimado y la carga, El puuto A corresponde a la estimacién incial del
desplazamiento critico. La curva DB expresa la relacion entre 1o estiadion de
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la carga critica y el desplazamiento, El punto D representa la estimacion inicial
de la carga limite, La curva CB expresa la relacidn entre los valores estinudos
de la carga y el desplazamiento criticos. El punto C representa la estiimacion
inicial de la carga y el desplazamiento criticos. Por dltimo, la curva EB3 expresa
la relacion entre la estimacion de la earga limite y el desplazamiento obtenida
con ¢l método El.

Se puade observar en la misma figura que la prediccion de la carga linite
realizada con el mélodo DC (curva DB), es mejor que la estimacion heehia con el
método Bl (eurva BEB). De nuevo, cuando en la trayectoria de equilibrio primaria
se hace el andlisis cerca del punto limite (punto B) ambos métodos convergen al
valor de la carga limite,

En la Figura 6.30b se muestra la variacidn con la carga aplicada el
menor autovalor, el menor pivote y del determinante de LI, stos
paramelros se utilizan en las funciones de priueba definidas por las ccnaciones
(6.9.7a), (5.8.11) y (5.8.12). Como se observa en la misma figura, estos pardimetros
s¢ anulan cuando la matriz de rigidez tangente es singular (puntos 13 v 1),
*ara caleular el valor de la carga y el desplazamiento en estos puntos se ha uti-
lizado la interpolacion lineal definida en ¢s.0.2) y la funcion de preba hagadla
en el menor antovalor de EKT. El valor de la earga limite en ol punto B es
Ap = 0.6 KN y el desplazamiento wy = 12.72 . En el punto F, estos valores
son Ap = —0.333 KN y wp = 16.41 mum.

En la Figura 6.31 se muestran dos eurvas correspondientes a la varincion de
los menores autovalores con la cargn. Fstos antovalores resultan de los problemas
de valores propios definidos en las ecnaciones a4.16) v (452). La curva AR
expresa la variacion del menor antovalor de 4.4.16) con la carga, mientras que
la curva BB relaciona el menor autovalor de ¢a.5.2) con ln cargin. Ambas curvas
expresan dichas relaciones a lo largo de la rama de equilibrio precritica, El
comportamiento observado en estas curvas confirma lo esperado al definir los
métodos DC' y Bl Es decir, que el menor autovalor p del sistema a.4.16) converge
a cero cuando se acerca al punto eritico y el menor autovalor A del sistema
(4.5.2) converge a la unidad, |

En la Tabla 6.5b se munestran los resultados de las estimaciones de la Cargn
y el desplagamiento criticos realizadas con los métodos DC y BIL Se han hecho
dichas predicciones respecto a dos configuraciones de equilibrio, una cereani i la
configuracion inicial y la otra en la vecindad del punto critico. Estos resultados
han sido comparados con los obtenidos u través de la funcion de pruoeba basada
en el menor autovalor de {;KT. 5¢ puede observar que la prediceion inicial parn
la carga limite vealizada con el método DC es bastante mejor que la del método
EL En las predicciones cercanas al punto eritico con ambos métodos se obtionen
buenos resultados siendo el método DC' el que ha obtenido un resultado s
preciso,
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i a) PREDICCION DE CARGA LIMITE
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carga aplicada en el punto A - KN

Figura 6,30 Limina cilindrica binpoyada (e=6.35 mm). 1) Prediceion
paso a paso de la carga limite. b) Deteccién de puntos
criticos a través de funciones de prueba
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carga aplicada en el punto A - KN

Figura 6.31 Evolucién del menor autovalor de los sistemas (4.4.16) v
(4.5.2) a lo largo de la trayectovia preceition de equililivio

Métado de Desplagamiento Critico Andlists de Extabilidand
Edtratogia de solucidn: 11 Ini¢ial (4.5.2)
Prediccitn T g taf, 4 fur, i
Inicial -5.377 (57.73%) 0.628 (4.67%) 1425 (137.6%)
Eun la vocindad
dal punto eritica -12,636 {0.67%) 0.600 (1.65%) 0627 (1.5%)

Tabla 6,5b Lamina cilindrica delgada sometida a una fueeza puntual vertical s A, Modele constin.-
tiva ht"—'m'ﬂl-ﬁ-ﬂtiﬂﬂ matorial ¥ (lnacript:ldu Ihn!{l‘u“imlﬂ Total, Los HRTeros elibre i.‘ll.l.l'l"“ll'.‘fi:h
son porcentajes del oror pespecto al valor obtenide a avés del Método Indirecio:

g = 1272 mm y ""t'.q = 06 KN
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y LINEAS FU-
TURAS DE INVESTIGACION

7.1 CONCLUSIONES SOBRE EL TRABAJO DE INVESTI-
GACION

Los aspectos mids destacados de este trabajo, se pueden vesumir en los
siguientes puntos:

)

2)

3)

Se eligié la formulacion Lagrangiana Generalizada para desceribiv las
ecuaciones inerementales de movimiento del sélido. Esta lormilacion
cotifiere un cardcter general y unificado para expresar la forna déhil
de las ecuaciones de movimiento a través del prineipio de los trabajos
virtuales. De esta formulacion resultan como casos particulares las
formulaciones Langrangiana Total y Actualizada. Se ha adoptado para
describir las relaciones cinemiticas vy estdticns en forma incromental
el tensor de deformacion de Green-Lagrange v ¢l segundo tensor «e
tensiones de Piola-Kirchholl. Son parves conjugados energéticaumente v
permiten formular a8 ecuaciones de movimiento en presencin de prandes
desplazamientos, rotaciones y deformaciones,

Se adoptd un modelo constitutivo hipereldstico que relaciona incremen-
tos del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff con inerementos
del tensor de deformaciones elisticas de Green-Lagrange. Dentro del
contexto de la formulacién Lagrangiana Generalizada, este modelo por-
mite definir de manera consigfente el tensor constitutivo tangente e
cualquier configuracion de equilibrio que se tome como referencia para
describir las ecuaciones inerementales del movimiento de wi sélido,

Para discretizar la forma débil de las ecuaciones incrementales del
movimiento se ha ntilizado el método de elementos finitos con formu-
lacion en desplazamientos. Al considerarse todos los términes no Hiueales
en pradientes de desplazamientos en la expresion ineremental de neq -
librio del principio de los trabajos virtuales, se obtiene una expresion
pardmetrica y general de la matriz de rigidez secante ineremental. Dicha
matriz forma parte de la expresion de equilibrio entre inerementos de
fuerzas aplicadas al sélido y los incrementos de desplazantientos corres-

195
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pondientes. Por otro lado, al escribirse las ecnaciones de equilibrio dis-
cretizadas en la configuracion indeformada, se ha obtenido la expresion
parametrica y general de la matriz de rigidez secante total, Dicha imntriz
forma parte de la relacion de equilibrio entre las fnerzas totales aplicadas
al sélido y los desplazamientog totales. Por iltimo, cabe destacar que
se obtiene la expresion estdndar de la malriz de rigidez Langente en los
problemas con no linealidad geométrica en la mecinica del sélido de ma-
nera directa, al desprociarse los terminos dependientes del gradiente de
inerementod de desplazamientos en la expresidn general de la malriz de
rigidez secante incremental,

Se han unificado las expresiones de la matriz de rigidez secante ineremen-
tal en la formulacién Lagrangiana Generalizada ntilizando el principio
de los trabajos virtuales, con las expresiones do dicha matriz obtenidas
por otros autores a traves del principio de minima energia potencinl des-
crito en la formulacion Lagrangiana Total, Por tanto, desde nn punto
de vista tedrico, dentro de la mecanica no lineal lag distintas notaciones
utilizadas en uno u otro principio endrgetico se han unilieado de mmanera
consistente,

Se ha propuesto un nnevo método para la prediccion y deteccion de
puntos criticos en el analisis de inestabilidad estructural.  El método
se basa en la definicion de un campo de desplazamiento critico que
aproxima al modo de pandeo o al modo de deformacion eritico del sistema
estructural. Se determina este campo de desplazamiento imponiendo Ia
condicién de singularidad en una expresion aproximada de la matriz de
rigidez tangente en la configuracién de equilibrio inestable, La prediceion
de la carga limite se caleula a partiv de la relacion secante. total o
incremental, entre earga y desplazamiento. Adewds, se han propuesto
algunas estrategias de solucién del método de desplazamiento eritico. Se
ha demaostrado la gran versatilidad y efectividad del método propuesto en
varios problemas con distintos comportamientos precritos y posteriticos
para ello se han utilizado varias tipologias estructurales. tales como
estructuras articuladas, vigas, arcos, marcos planos y ldminas.  Las
estructuras articuladas 2D y 3D fueran analizadas con elementos de
barras articulados 2D y 3D, respectivamente, mientras que las vigns,
marcos planos y arcos fueron analizados con elementos de sélidos 2D,
bajo la hipdtesis de tensién plana, Finalimente, las placas y laminas se
analizaron con elementos de sélidos 31,

Se han propuesto nuevos algoritmos de resolucion de sistemas de ecun-
ciones no lineales utilizando los conceptoy de las matrices do vigidez
secante incremental y total. Se trata de algoritmos distintos a los hasa-
dos en una expresién numérica de la matriz de rigidez secante, como los
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métodos cuasi-Newton, secante-Newton, de Broyden y los derivados del

BFGS,
7.2 APORTACIONES AL ESTADO DEL CONOCIMIENTO

Como aportaciones erenciales de este trabajo se destacan las gignientes:

a) La formulacion de las ecuaciones incrementales de movimicnto del sdlido o
travis de la formulacion Lagrangiana Generalizada, que permiite obtener:

- La expresion general vy paramétrica de la matriz de rvigides secanie
mcreniental y total,

- La unificacion de las expresiones de la matriz de rigidez secante obrenidas
con el principio del minimo en la energia potencial total y con el principio
de los !‘..I'I-.'l,]}ﬂ,jt‘)ﬂ virtbuales,

- La deduccion, de forma divecta, de la matriz de rigidez tangente a partir
de la expresidn de la matriz de rigidez secante incremental.

) La formulacién e implementacion numérica del método de desplazamiento
critico con las siguientes caracteristicas:

- Se puede utilizar en las descripciones Lagrangianas Total v Actualizadi,

= Permite predecir de manera aceptable la carvea lHinite o de bifureacion
desde una configuracion de equilibrio en la veeindad de la couliguracion
indeformada para sistemas estructurales con comportamiento precritico
uo lineal.

- Permite predecir con exactitud los modos de deformacidn criticos v la
carga critica de sistemas estructurales en la vecindad del estado crilico.

- Se han definido distintas eatrategiag de solucidn para la prediceidon de
cargag limite v de bifurcacion.

« Se trata de una herramienta sencilla y efectiva para la prediceion de
puntos criticos en la rama de equilibrio precritica,

7.3 LINEAS DE INVESTIGACION FUTURA

Tomando como punto de partida el modelo numérico aqui desarrollado se
pueden proponer una serie de modificaciones y extensiones que pueden generar
nuevas lineas de investigacion.

Desde el punto de vista de la descripeidn incremental de las relaciones
cinematicas y estdticas se puede adoptar otras medidas de deformaciones y
tensiones conjugadas energélicamente y asimisimo prede ser de interds la ex-
tension de esta deseripeion a problemas estructurales con grados de libertad
rotacionales. Para estos casos, la existencia de la matriz de 1-1;:-,-111;-*:4: seeanbe viene
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condicionada al tipo de funcidn que describe la relacion entre los gradientes e
desplazamientos y los grados de libertad rotacionales. El tema de o existen-
cin 0 no del operador secante en problemas que involueran grados de libertad
rotacionales aiin se considera un campo abierto a la investigacion.'

Ein este trabajo se hin comparado el método de desplazamicnto eritico con el
método de pandeo inicial y el método indirecto. Para tener nna vision méds critica
gobre el rendimiento y posibilidades de dicho método es importante compararlo
con log métodod directos eficientes que se basan en una melodolopin andloga,
como, por ejemplo, el método propuesto por WRIGGERS ot al.”

En este trabajo siempre se ha utilizado el campo de desplazamicnto con-
vergido para constriir las matrices de rigideces inerementales que fornian parte
del problema de antovalores linealizado en el método de desplazamiento eritico.
Seria interesante Investigar el comportamiento del método al utilizar el modo
de pandeo asociado al menor autovalor del problema de estabilidad inicial, o el
antovector asociado al menor autovalor de lu matriz de rigidez tangente.

Parece también de interés evaluar si hay diferencias significativas entre los
resultados, utilizando el problema enadriatico de antovalorves y el problema de
valores propios linealizado en el método de desplazimmiento eritico, Los ejemplos
numéricos presentados en este trabajo se basan en la resolucion del problema de
autovalores linealizado. La investigacion del comportamiento de este mdétodo al
utilizar el problema de antovalores cuadratico es otra de las Hneas abiertas o [
investigacion futura,

Con relacidon al desarrollo de ;111._!,‘01'“.1[1.(;3 de hﬂnqum.ln de ramas secnndariag
utilizando el conceplo de la matriz de rigidez secante en el ambito del método
presentacdo en esta monogratia también se debe considerar como temi de inberdés
a la investigacidn futura.

La nltima gran linea de investigacion que abre esta monografia s la
prediceion de puntos eriticos considerando [a no linealidad del materinl.  El
tema parece abordable siguiendo lag ideas apuntadas por KROPLIN y DINKLER?
y es intencion del autor dirigir sus esfuerzos también en esta diveceion en un
futuro préximo.

' FELIPPA, C; CRIVELLI, LA, HAUGEN, B. [1904], A survey of the corc-conpeienlal
formulation for geometrically nonlinenr TL finite slements, Arehives of Comp. Meth, in Eng.,
Vol 1, n® 1, pp. 1-48,

* WRIGGERS, P, WAGNER, W,, MIEHE, €. [1988], A quadratically convergont procedure for the

caloulation of stability points in finito element analvals, Comp, Meth. Appl. Mech. Engng., Vol
T0, pp. 320-347,

WRIGGERS, ILand SIMO, J.C. [1990], A peneral procedure For the divect compuitation of turning
and hifurcation points, fnf. J. Num. Math. Engng., Val. 30, pp. 15562176,

1 KROPLIN, B, and DINKLER, D. [1988], A material law for coupled load vielding and geomatrie
inatability, Engineering Computations, Vol. b, N23, 210-216,



ANEXO Al

FORMA MATRICIAL DE LOS TENSORES
DE INCREMENTO DE DEFORMACION
DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN

El objetivo de este anexo es la obtencion de lag matrices que forman parte de
la expresion mabricial que representa los tensores de incremonto de deformacion
de primer y segundo orden.

Las expresiones tensoriales de los inerementos de deformacion de primer y
segundo orden, ey ¥ p15, 8e escriben como (ver (za.sa) vy (2.4.00))

1
veij = 5 (B e D+ g e Bug o B Jugy) )
=0 paun "V="v
1
1r?.’ij e i ?'A‘Mk,{ 'hﬁ‘uk,j i

Después de reordenar las componentes tensorinles de log incrementos de
deformacion, estas se expresan en forma matricial como

ré = [Lu + :'1Ll(f'g)] rd (AL.2a)
l
M= 5 rla(rg) g (A1.20)

donde lag matrices Lg, ﬁ.L, ¥y el son rectangulares (6 % 9),  Estas matrices,
en elasticidad tridimensional (sélidos 3D), tienen la siguiente forma

(100 000 0007
000 010 000
L = oo 000 00l i 4

010 100 000 e
001 000 100
1000 001 010 ]
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el 0y |

rBi o b

0y fgi' 0:} ;g: H,
i 0s 0z gl v Hy :
Py =iy oy Qs | = i (Al.4)

R I .

T [

LU

g1 03 0] ,

04 'rg'.{ U.'E, . "ET :g_l

D:-; D_?, ;frgr| fg 2
Ly = i ., Yl = y (ALS
e gz 1B Oy : /

B 01 g v’ Hy

0y g rgf

donde Lg y pg son matrices columnas (9 = 1). Sus componentes representai
los gradientes de los desplazamientos iniciales y de los incrementos de desplazn-
mientos y se escriben como

. ;'gl rigi
rB = 5’*52 v rB= 5 rBe (A1.6)
rB3 rE4

donde f.gi y r&; son los gradientes de los desplazamientos iniciales v de inere-
mento de desplazamientos respecto a la coordenada "2 de la configuracion de
veferencia "V, Son matrices colummas (3 % 1), esto es

¢ 8 iy Y ¢ DAuy) 3
5_"':"; Ty
g 4 i
; d a2 "y . d(Au) didug)
f-Ei = ,’;.u,n = T =4 9T 3 B = A0 i= T(T.;I" =4 15"1‘, s (AL7)
’ tﬂ "'H.- " é‘) -_\H_i}
WT:‘ ?’ F iy
% o L9 .

0y es una matriz fila (1 % 3) que tiene ceros como componentes
0y = [0,0,0] (AL&)

y por tiltimo, las matrices H; son cuadradas (9= 9) v tienen como componentes
cerod v unidades
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I. 0 0] 0 0 0
Hy=|0 0 0 ¢ Hy=10 I O
0 0 0] 0 0 0
0 0 0 0 I, 0
qu = O ﬂ 0 II\ = I;; 0 D
0 0 1| 0 0 0
0o o0 I D 0 o0
H,=|0 0 0 ! Hy=|(0 0 14
I, 0 0O 0 Iy 0
I 0 0 0 0 0
Iyi=|0 1 0 o 0=10 0 0 (Al.9)
0 0 1 0 0 0

donde Iy es la matriz identidad (3 = 3) v 0 es una matriz nula (3 =< 3).






ANEXO A2

SIMETRIZACION Y PARAMETRIZACION
DE LA EXPRESION DE LA MATRIZ DE
RIGIDEZ SECANTE INCREMENTAL

El objetivo de este anexo es demostrar edimo se simetriza v se parainetriza
la expresion no simétrica de la matriz de rigidez secante que surge al diseretizar
las ecuaciones incrementales de equilibrio por el MEF,

e Simetrizacion

Para  simetrizar la expresion de la matriz secante se anade o
término ,G" B G en el segundo miembro de 2316, Aquf se demostiars
que oste término surge del desarrollo algebraico de la expresion 3,9 D ,e. Por
tanto, se demuestra que

e =i it i R
S’ v pa = 5 d(Aa)’ [ vBY D B 4 QT B G ] An (A2.1)

Por simplicidad en Ia notacion se omitiran los superindices y subindices qne
aparezcan en las representaciones matriciales de los Lensores, Poy consiguieiibe,
los tensores de incremento de deformaciones, el gradiente de incremento de
desplazamientos y el tensor constitutivo se denotan como

e=y8 | =39 | Bi=+ : B=+g ; D=,D (A2.2)

El tensor constitutivo definido a través de la ecuacion (2..13) 50 exprosa de
la siguiente forma

“DIIH Dis Dyjag 0 0 )
2314 Diaggs  Diysyy () () B]
Dasir Dygan Diyzas 0 {) ]

0 { ) Diaqa ] 0
0 0 0 0 Dy 0
0 0 0 () 0 Dagna )
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"d“ Lﬂu u{];; 0 0 0
d'“ (‘-32 ff‘_g;;, 4] () 0
iy dan fi;,m () () () oy
0 0 0 dy 0 0 (A2:3)
0 () 0 0 t'tp,,l, 0

L0 0 0 0 0 du)

Utilizando (az.3) se eseribe el primer miembro de ¢az.2) del signiente modo

s’ De=
ey dye dig 0 {0 o] f ey |
oy dag oy 0 0 0 oy
; . g | d g il ) 0 ) dge
= (0911, 1z, Sz, 20012, 20m3, 20m]" o $olk YAz

i) ] 0 dy 0O () 2044
0 §] §] 0 ey O 2ey
00 0 0 0 dw] (Zes)

Desarrollando esta expresién matricial se llega a

ﬁﬂq‘ De= 6?“;((3“1\‘3“ + l'.dmﬁ;zq- e f.i[:jt"-:l.’l] +
+ dipgaldoieny + dogegn + dogeny) +
+ nsa(dyieyy + dypeay + dygeny) +
LN 26‘?’}13(!;]42&]3 + 280 adps 2013 + 200adn; e (AZ.5)

El primer términe del segundo miembro de (az5) puede ser eserito como

1 .
ﬁr;“(d”E!” + dygess + "'f-m'?:m) = i 5*'.\‘11(*'31;”” + dygeas + e )+

e % St (e + dygeas -+ dyaeas) (AZ2.6a)
Por otro lado, de acuerdo con ¢ar.p) el término &gy, se escribe como
by = S Auy g ) Ay g+ 6(Autg ) Aug g -+ 6( Ay ) Anig (AZ.6D)
Sepiin (a1.6b) y (A17b), esta expresion se reescribe de la sipuiente manera

oy = g B = og] Iy g (A2.6¢)
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Finalmente, ¢l primer término del segundo miembro de  (azs) se¢ exprosa
como
|
Sy (dyjen + dyseaytedizess) = 3 dnpi(dyeny + diess +digey) +
i 4o
+ 5 (dyreny 4 digesy + digegs) gl 1y g (AZ.od)

El segundo y tercer Lérmino se eseriben de la misma manera como

: 1
Sppa(dayeny + dupeap-tdogess) = 5 Oz (day €11 + dagea + dagtgs)+

| o
i i E (dmﬂu + thyyens + f‘:e;a(ﬁa:i) ?’Ei L g fA2.7)

|
Jv)nu(d;uﬂl.u - fl:;zt'!:z-z-l-da::ﬁ:m) = 5 dmpaldarenn + dagess + dugeqa)+
1 .
4"-'2' (elyyeyq 4 dypegy + dygeay) ég:{ Ly g4 (A2.8)

De la combinacion de lag ecuaciones (Az.6a), (A2.7) v (a2.8) s¢ obtiene

dnui(diey + digess + disess) + dipa(daien + dageas + dogeas)+
|
+ 6?]:;3({1;”"!” -+ {532*’322 4 (1331?33) - "2-‘ 5?]11 (duﬂu s l'-"tl:.!""'-'.!:r: o l'il.'l"“-;l:l) +

. 1
+ G dippa(doyery + dapean -+ dygesy) + 5 Stpmaldaieny + dypeas + dygeqy )+

1 . .. ]els 0 0 g

I § [Jg:! Jg'ﬁ! {sg.i ] D b 13 U i g:!, (A2 )
b T L0 0 ¢ly g1 )
E
<01
@ = [ thyis dlfh i ] e | b= [ tlay, dlaa; thaa ] @
£l

¢=[dy, dyg, dps | & , &= 4 ep (A2.10)

a1
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donde 0 es una matriz nula (3 x 3).

] migmo procediniento se aplica a los términos correspondientes a las
deformaciones tangenciales en (azs).  Asi, el término dnyy,  de acuerdo con
lag ecunciones (a1.1b), (A1.68) Y (AL7b), B8 GXPresa COMO

61'“.‘ = % [ ﬁ(A‘ii“)ﬁth + iS(A'J.ﬁgtg)A'M:;‘;g | ﬁ[d}rﬂ.;;lil}.&'m;j‘wl
+ A 6(Auiz) + Aug 6 Auss) + Aty 1 0(Auga) | =

1 op T 1 ; .
=5 [ 061 g2t Bl 0ga] =5 (&) Loge t 8l Ti0ge]  (a20)
El cnarto términe del segundo miembro de (az.5) se puede escribiv como
Bdﬂ'md.mzﬁm — ﬁ?h;zd.ugffu s o S?hzd.;.iszm (AZ.12)

Sustituyendo la ecuacion az.11) en uno de los términos del segundo miembro
de ¢az12), resulta

1 T ;
6‘!};2(£.|.|2(1m = il.l.lzr.’.']gri ((53.{ l:; B2 b glr-[" (5g£) —

1 o 0 dly 0 g
=3 _[55;]’1, S ,t)'g:ﬂ dl; 0 0]« g (AZ.144)

Byt 0 0 0 :

Sy By

B

con

d = dy2eqs (AZ.130)

Los demds términos relacionados con las deformaciones tangenciales se
ﬂxpl'ﬁﬂﬂ-ﬂ GO0

1 . 0 e I‘i
dratlsn2ery = Et‘ig’ 0O 0 0 |g (A2 14a)
I 0

i

¢ = g2y (AZ 141)
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b
1 0 0 0
dnpailys2egy = EﬁsT 0 0 [ILi|g (AZ.154)
0o fIy 0O
[S{14]
I= "fvuqﬁﬂ:z:t (A 150)

Da lg combinacion de las ecunciones (az.13a), (a2.14a), Yy (A2.154). las compo-
nentes de (az.s) correspondientes a las deformaciones tangenciales se eseriben de
la siguiente manera

2012442612 + 201adgs2¢.1y + 28230l66 2003 = Siadya2eyy + diydns2eqy + duydug2eay +
D (’ I,‘j e I;{_
Lo .
bog [dls 0 [Iilg  cazie
ely [y 0

Sumando lns ecuaciones (A2.9) y (Az.16), se puade expresar (az.6) como

o 1 I,
dg' De= 5 dnii(dyjeyy + dises + digess) + 5 Sippa(dlgiey + dyaegs + doneyy) +

1. .
i f}?ha(d:uﬁu -+ d:ml.'gg 4 d,‘;]}ﬂﬁﬁ) -+ ﬁm;;d.;.ﬂ(‘-]g i K f"”l}'lf[ﬁﬁ'gfll.l +

2
, il I:; f.f. I.'; e I;a,
+ d1paadis2eqs + 2 g" Yy fIi| g (A2.17)
BYIIL e 1y

Lo que resulta en

i l . 1 , T = fu C
in'De= 3 on'D e+ 5 in'D e = % 8(Aa)” Bl D B, Aa ¢ é bg'E g

(Az.18)

coll

aly dly ely
E = b1y [ 1y (A2.19)
Sy 1L e Iy
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[a, b, e, d.e. f]"=De {A2.20)

Haciendo uso de la relacion g = G Aa en (az18) se llega a la expresion de
la ecnuacidn (az.1) y de esta manera la demostracion queda completada,

¢ Parametrizacion

Para paramebrizar la expresion de la matriz de vigidez secante so introducen
los pardmetros o y [ eén las ecuaciones (33.1p) y (aaic) de la siguicnte manera

. - I a
o' D pe+dpe’ ;D = E(Aﬂ)T 0 :BT P By +a 1'Bf 1 i‘B!. i
+ (1 -a) ,G" E ,G ] Aa (A2 21)

Syt vD g = d(Aa)’ l —1(2 - [3) vB{ D B,
1

+ 5,67 H ,6 ] Aa (Az.22)

donde la forma explicita de todas lag matrices relevantes en (az21) y (az.22) s
detallan en los Cuadros 3.1 y 3.2.

il objetivo aqui es demostrar las igualdades (azz1) y (azz2).

Primeramente se demostrard la igualdad en  gaz21).  Asi, se reoseribe el
miembro izquierdo de esta ecuacion como

spel D 8,07 D e = 80", D b ' D et (1 =) 6,97, D pe (az.23)

Nétese que esta expresion es vilida para enalquier valor arbitrario de o,

Las ecuaciones (3.2.12) y (3.2.13) permiten escribir las siguientes relaciones

e =tB; Aa ; dre =B, 6(Aa)
= é «B; Aa dpm = By 6(Aa) (AZ2.24)

Sustituyendo estas expresiones en (az2.23) y advirtiendo que, o,9",D ,e =
§(Aa)’ . G"E .G Aa, de acuerdo con (az.18), se obtiene
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is'-,-E."” fD T", " (‘;r'?.r "ID .rﬂ - Jéﬂ‘“ % f.-BA IID ;IB[ + iv rB: ’D :_E, +
+ (1 =) GT B -,-G] Aa (A2.25)

ast la jgualdad caz.21) queda demostrada,

Ahora se procede a Is demosiracion de la ipnaldad ¢azzz). I ladoizguicrdo
de esta ecuncion después de introducir el pardmetro @ se poede reescribiv como

g | o 1 P
6em' v Dy = 5 (2-A) S D oy + = drm’ 2D 4 (A2.26)

Obsgérvese que esta igualdad se verifica para cualquer valor /.

A través de las relaciones dadas en  ¢az.za) el primer ténnino del seguido
micmbro de gaz2s8) se escribe como

; I 1 . ;
(2—1) 61‘7]T P = 5(&3)1 3 (2= 4) l'Bfi‘D #Bi | Aa (A2.27)

B3] =

El segundo término de (az.26) surge del desarvollo algebraico que se muestra
a continuacion,

Liag ecuaciones (2.4.15p) y (2.4.200) permiten eseribir que

1 ; .
= D) T T an Opmp = Ly O (AZ.28)

con Ly dado por la eenacion ans),

Con base en lag ecuaciones (a1.5) — (ar9), el segundo término del sepnndo
miembro de (az.26) se desarrolla del modo siguiente

rE;HI

. 1
d;-ﬂ‘l er rf =§J;E [H] [ P HIS '.l'gl I'D i rg =

oH,
- . A
> dii v H; g

g
bo o » -'t‘l' : ?I-l r
='.§¢"-:‘EJ [Hy g, ..., Hq rg] :%'1” B Fark|

6 K,
_E tlisi :'E; H, i'g‘_

={m]
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|, L " Yo oom 5 i
:-ﬁﬁ;-ng1 ri (E ri|,- r-gJHﬁ ,-'g) + s "E-ﬁ;-g'H(_; ' (}_‘ t‘.'fn,' -;-g" H; B =
i=1 i=]

12 i , . L. &
=§ﬂ,‘g‘ (Z thy T'ET H; T'g) H, rBb E,h‘i'g] (Z i ;-E" H, !!"n) H, rB =

izl i=1

1 g
=§575 (szﬂ (rg HJ rE) H) B (A2.20)

i=1 j

donde dyH; = o H; + ... 4 djsHg, ete. Notese que en (az.29), por simplicidad.
se ha tomado dy; = pd;;.

Al sustituir en (az.29) las siguientes relaciones

& =,G Aa
g = G tf(.&a) (A2,30)

se obtiene que

I g o el 3
7 s B 3 o(Aa)" G (E d;j (-:'Hf H; r'E) Hf) rG Aa =

p=] §=]

J(Aa ¥ GT (EZrﬂu 1 ) +G Aa=
i

1
=% §(Aa)" ,G" H .G Aa (A2.31)

6 6 N
donde \H = & th dij pnj Hy con pyy = 8" Hj g,
Reemplazando (a2.31) en el segundo térinino del segundo miembro o
faz.26) se llepa a

} 2 . , : o
5B ' LD = 6(Aa) [g »GT LH ,.G] Aa (A2.32)

De eata manera, las ecuaciones az, 32), (A2.27) ¥ (Az.26) permiben demosiine
de manera completa la igualdad az22),
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MATRIZ DE RIGIDEZ SECANTE
INCREMENTAL PARA EL ELEMENTO
DE BARRA ARTICULADO 3D

Las estructuras formadas por elementos unidimengionales gne frabajan
nnicamente a esfuerzo axil representan probablemente la fipologia estructural
de comportamiento mas simple.  Ejemplos practicos de aplicacidn de dichas
estructuras se encuentran en las estructuras planas (2D) o espaciales (3D) de
harras articuladas con eargas actuando en los nudos y en los cables.

El objetivo de este anexo es la deduceion de la expresion exacta de Ia
matriz de rigidez secante incremental para el elemento de barva articulado
3D (que se aplica al estudio de estructuras espaciales de barras arficuladas)
en lag deseripeiones Lagrangiana Total y Actualizada,  Ademds, se deduce
la expresién de la matriz de rigidez secante total de forma explitica en Ia
formulacién Lagrangiana Total para dicho elemenfo. Asimismio, se presenta la
forma explicita de las variag matrices que forman parte de la matriz de rigidez
secante incremental y del vector de fuerzas residuales pava el caso particular del
elemento de barra de dos nodos.

Sea un elemento de barra, definido sepin un sistema de veferencia Carte-
siano (@, my, wa), rvecto y articulado en sus extremidades, de seceion transvorsal
cnalquiera, con n nodos, sometido solamente a esfuerzo axil, es decir, sometido
a un estado uniaxial de tension.

S¢ define un sistema de referencia Cartesiano local (@], 24, 2)), con
ol eje o) coincidente con el cje baricéntrico del elemento y los demads
ojos, o, y ah, orientados en cualquier direceién ortogonal al eje barieéntrico,
Figura A3.1.

Se desarrollaran analiticamente las expresiones necesarias para la deducion
de la matriz secante ineremental utilizando la deseripcién LA, "V = V. De
acnerdo con las ecunciones (2.4.8), los incrementos de la deformacion axial o
primer y segundo orden de un punto arbitrario del elemento pueden definivse
COTIC

oo dAu) L dAd) d(Ad) |
16 = d !:Lj] thh = 9 d'}ml d ‘:r"; (A3.1)

211
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donde Aw} es el incremento de desplazamiento de este punto en la direceion

del eje local ‘&) entre los instantes ty -+ Al Notese que los incrementos de
' s " ' 1 pooe i i g 3

desplazamientos en las direcciones de los gjes locales f:,.& y f.:.a no cottribuyen

; i 5 ! 4 I
en ¢l edleulo de la deformacion axial, esto implica que jAwl, | = Aul | = 0,

Wau'
1) 3'\3
o W
| =
- 10- 2
X2,U2 L
- -L— h =

xhu]

Figura A3.1 Elemento de barra articulado 3D de dos nodos

Los incrementos de desplazamientog de un punto arbitrario del elemento
respecto a los sistemas de coordenadas loeal y global se relacionan de acuerdo
con la signiente ley de transformacion

a te .
i

Se pueden expresar log incrementos de deformacion axial en funcidn de Jox
incrementos de desplazamientos, en ejes de coordenadas globales, como

d tey d(Au; 1 d(Aug) d{Auw; i
tﬂr” S i "w;: fg'i:ufl y Wf[ = 2 r.g ?:r’f) c(tf:r:f:? iov=L123 (A3.3)

a través de la sustitueidn la ecuacidon (az.2) en (as.1)

La hipdtesis de estado uniaxial de tension en la direccion del eje local fef -
plica ¢ue
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(A3.4)

Imponiendo lag restricciones anteriores en la ecuacion (2.5 156) resulta e

=X tAE"“ + (A4 2p) ,:AL‘,{H A ;d}.e“:m (A3.5)

De las ecuaciones (a3.50) y (a3,.5¢) se concluye quey Asl, = jAcly; esto permite
reeseribir (A3 5a) como

(BN - 241)

' /
W S Sgy e hi)
3N+ 2 o : : i

con B = ﬁt—AH-, lo gue implica 5&3’“ =K ;.f_‘-.r’”

donde ¢ F es el modulo de Young en la configuracion V. Ay i las constantes do
Lamdé y tﬂu,“ll o] incremento de delormacion axial en el intervalo de tietpo 1'!.!. +
At], que se expresa como jAey = el + 1))

Se considera ol estado nniaxial de tensién homogéneo y uniforme en rodo
el elemento, de esta manera, el incremento de esfuerzo axil entre los instantes
iyl 4+ At puede expresarse como

AN = [ a8) dd= 48], 'A (4. 7)
t Ale)

La ecuacion constitutiva incremental ahora |'}undr.-! eseribirse o maneri
sencilla comao

tAN = ﬁ[EAJ [ el + iy ] (A3.8)

donde A es el drea de la seccidn transversal del elemento en [ confignraecidn
ty

Las coordenadas cartesianas globales de un punto arbitrario de un elemento
en la confignracion 'V se interpolan en funcién de sus valores nodales coino
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/ f . L
12y fo, Aa EBL

(B, Aa

/
1T

{E’ Iy rfd!d.u;! EA]L a J‘!jﬂ‘[ byl N," N’E An
1
= f(T;:;:l

d{Au

rf.—:

lt[_{"

= 1E4 par NI Ny Aa

N,{ =

dN!

e

tyle) — [t l! tJm

3

t

gy

Aa = [ Aal, Aa}, Aal,

‘”"g LiJ

tﬂr"fg ‘:‘L‘?‘ dm:'ll ]‘?'

e
H

,Aa}, Aad, Aall )"

d i'-. } { {,_.J I U U
67 = Tr’ (usualmente 'J = 12 ) i =0 10
0o 1

Cuadro A3.1 Expresiones de las matrices relevantes para ¢l calenlo de
la matriz de rigidez secante ineremental del elemeanto do
barra articulado 3D en la formulacién 1A

T
lay = 3 NHE) faf

k=1

r=1,2,3 (A3.9)

3 L 2 - ] i
El campo de incremento de desplazamiento en el interior de un elemento se
interpola en funcién de los inerementos de desplazamientos nodales por

mn .
Buy =3 NHe) Adf 1 i=1,2:
k=1

(A3.10)
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e
—
il

Con base en las ecuaciones (A3.9), (a3.10)y (a3.3) sv oblienen las expresiones
de las matrices de deformacion de primer y segundo ovden, [B, v (B, que
se detallan en el Cuadro A3.1, conjuntamente con las malrices relevantes
(4G, E y H) para el cileulo de la matriz de rigidez secante incremental a
través de las ecuaciones (3.3.4) ¥y (3.3.5)

e Particularizacién para un elemento de barra articulado 3D
lineal

Fl elemento de barra articulado 3D mas sencillo es ¢l de dos nodos con
funciones de forma lineales N; = é(l f££7). &= 1,2, Estos elementos interpolan
el campo de deformaciones de manera constante y son usualmente itilizados on
el analisis de estruturas de barvas articuladas (ver Figura A3.1).

EA T -(tv'”us)z ‘ﬂ?w "'!}212 :Jilz 'tzl'.!
K, _‘[ E ](—1)”"J (fw2)* e P21
| sym. (L2y)2
PRI boiau 4 tynit ) (“'r iy < Uz )
EA 2 Eygtiyg (J-tz‘ll'f,' gty '-'IE 14 .' pihg
;I{M‘J -t {'5‘5] (—1)* J 2 "ot ("maung + "zipu) | +
By11L. 2 'zuww
EA :
4. f ['}}";] (=1)td [["fﬂmum o+ ' yravig o+ fzmwn.l] I
dor ) (H-l'g):! Hyptls  Hyptilyg
iK”ﬂ - L_"E:‘] (- (vy2)? Yigetg
: SYIIL, (wyy)
' L[N i+
IKH;J = T] (_1} J Iy
con lmpp=la - tﬂ?g, wyg = Auy — Aug, ete

1y} = nodos del elemento de barea

Cunadro A3.2 Expresiones de las diferentes matrices que intervienen en
el cileulo de la matriz de rigidez secante incremental
para ol elemento de barra con dos nodos. utilizando [
deseripeidn Lagrangiana Actualizada (o= 1/2 y g =10)
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La sencillez de este elemento permite obtener la forma explicita de las
diferentes matbrices que intervienen en el cdleulo de la matriz de rigidez secante
incremental en (335, Se elige aqui una forma simétrica de la matriz secante
com o = 1/2 vy 3 = 0 en la deseripeién Lagrangiana Actualizada.  La
expresion exacta de las distintas matrices que forman parte de la matriz secante
incremental del elemento de barra articulado 3D se detallan en el Cuoadro AJ2.

[l vector de fuerzas residuales, de acnerdo con la ecuacion (33330 v con la
matriz de deformacion EBL expresada en el Cuadro A3.1, puede eseribirse como
Faig )
‘ :?h:
H-Aﬂr(r:) - i\" } 212

: TR L
—t‘!m
L —" %12 )

t-l—.ﬁ'!f(t:']

-

(AR IL)

donde AL g5 ol vector de fuerzas nodales equivalentes que actitan en el
elemento en el instante 4 Al

S¢ obtiene ahora la forma explicita de la matriz de rigidez secante inere-
mental utilizando 1a formulacion Lagrangiana Total. El planteamiento es muy
similar al realizado en el procedimiento anterior para la formulacidn Lagrangians
Actualizada,

Por tanto, a partir de la ecuacion (a3.3) se puede expresar los incrementos
de deformacion axial en funcién de las coordenadas de la configuriacion indefor-
mada "V del modo siguiente

J, 9% d(Aw) 0w d(Aw)
0y 003:1 d ".1:’[ Ef"ﬂ;’. i “3:1

v =123 (A3.12)

o1 d(Buy) d(Awy)
0thy = 2 d Ozt d O

teniendo en cuenta que fz; = ay 4 buy.

Jonsiderando las definiciones dadag en ras6), ¢asz v caza), la relacidn
entre el incremento de esfuerzo axil y log incrementos de deformaciones axiales
se expresa en la configuracién "V como

AN = "[EA] [ o€}y + o), | (AR13)

donde "4 y oF son el drea de la seccién transversal y ¢l madulo de Young del
elemento en la configuracion indeformada.,
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g€t = iBr Aa iBr. = gy X" N Nig + gl 'a” N N,

nni, = '.QB] An i 0By = 1!72 AaT N,T N!f

I 0G = -cfj 1"‘%

2 t ,
o = (Gt G+ ot U B

g ; =y . . .
= 42l X" NS Ny Aa + 'aT NI Ny Aa)

= n;.f:s:: rlAn “[EA Jﬁp“'}' Aa ’NéNcAa
o |
f_tNl N'”
Ny = l_‘?é' by o U I“]

1] 1 0.0

x( -—-IOJ,“‘ m_,:i Dﬂ#'h R lf’, '13‘ Jhﬂ ]T

‘a = I ‘”}s 30,‘1” zuj. B2 £4 tct,, 'u}". ‘r.h, ]'ir

Aa= | Aa{,Auf&, Au.;l,, ---,Aa'{‘ AU," Au ]Fr

0,/ op(e) 10 0
0 = u (usualmente "J = l!—-) o =0 1 0
o] 4 0 0 1

Cuadro A3.3 Expresiones de las matrices relevantes para el cileulo de
la matriz de rigides secante ineremental del elemento e
barra articulado 3D en la formulacién LT

Las coordenadas cartesianas globales de un punto arbitrario de un elemento
en la configuracion "V se interpolan en funcion de sus valores en los nodos de
dicho elemento como
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n
Ogpj = Z N"'(.‘E) O;r;i-‘ : §=1,28 (A3.14)
k=1

Bl campo de desplazamientos, entre las configuraciones Wy 'V, oen el
interior de un elemento, se interpola en funeidén de log desplazamientos nodales
por

n
t“i = E Nk(-f) tﬂ? v §=1,2,3 (A3 15)
k=1

fon base en 1ag cCUACIONES (A3.19), (AL.15) ¥ (A3.12) se obtienen las expresiones
de las matrices de deformacion de primer y segundo orden, f,B Ly oBy, gue
se detallan en el Cuadro A3.3, conjuntamente con las mabvices relevantes
(0G, oE y oH) para el cilenlo de la matriz de rigidez seeante incremental a
través de las eenaciones (3.3.4) v (3.3.5) en la formulacion Lagrangiana Total,

Se adopta una forma simétrica de la matriz de rigidez secante meretnental
cori v = 1/2 y 1= 0 en la deseripeidn Lagrangiana Total, La expresion explicita
de las distintas matrices que forman parte de la matriz secante incremental del
elemento de barra articulado 3D se detallan en el Cuadro A3.4.

De ncuerdo con la definicion dada en ¢2.4.1) las coordenadas globales del nodo
I (".1:1.";.';1.""31) y del nodo 2 ("'ﬂ-‘z,"m,!'z:g) del elemento en el ingtante f pueden
expresarse en funcién de sus coordenadas nodales en la configuracion inde-
formada 9x(®) y de sus desplazamientos nodales fa entre lns configuracio-
nes "V y 'V, Teniendo en enenta la definicion de (J':Cw.f':fh"g.leg) dada en el
Cuadro A3.2, después de algunas operaciones algebraicas, se obtienen lns sigui-
entes expresiones

i
i

" . 3
Ly = Mg+ Hga
u 1
Wz = "y '|"1'1'.'. (A3 16a)

i — i
Wz = Oz1p 4+ "wg

tﬂ-‘w = tﬂh - tiﬂz T T t'*ilz = t'”:l - "“'.'
1 i, N { ; . g {
con § b=ty =ty 0 Cwe =w =" fve =lo-lu asien)

i 4 t 4 { t

g ="g =2 “zm ——-uz; —”z-,;g ' thg = Uy = Ttk

De las ecuaciones aiz6a) y (A3.11) se obtiene la signiente expresion para el
vector de fuerzas residuales en la formulacion LT



Matriz de rlgidez secinte ineremental pari el slemento de baven articnladn 3D 219
. 4 i A i (”3 u)‘z ”'ﬂ'u ”?f 2 "i' 12 “»l.:-
oKy = [-l-r] (=)™ ("y12) 3112 219 | +
SyIIL (P249)2
E' A 2 %istuy  (Peiefui + fpefun)  (Ozistwns + "zluie)
[ ]( nr+; 2 “y:.u"'wm Copialngs + Y210 0p) | +
sy, 2 “312'-.'11:-_.,
FA (taay2)? ""Mnmtﬂyz buya gy
+ [ ] (~1)"+ (t'”w)z "or9" w1
Sy1I1, (")
) 2% Czavn +Oyte)  Copung +20)
{i'Kn.r,\j ‘ o (—1)"* 2 “yigtpy (“snating 4 Pzpatge) |
syl 2 "fr_:*”iu
BEA i 2 tulmﬂlg (tf.ﬁlg’f}l? e t".'.im'h‘.lg) (It'u.wmw <} !ml'p!“'l'-"}
4+ e (—I.)H'j 2 “wipina (J:,”w,mm - l'f.”u”w) +
By 2 ".*.'.'j”-ul“.
EA g
i [Atg] (_I)HJ [(u*“u'l-‘-r.a +ipratg o “312-'”‘12}] Ly
EA d |
+9 ﬁ] (—1)it+ [(“umﬂm + r”“l!;'”l:? + "H'l:»wu)} Iy
: 2
i (wi2)®  wpvi  wpwg
LKMJ =" ['21 7| (=1) ] (132)% vy
BY I, (1y4)

OKﬂ‘ij [ 0y ] 1)H-j Iq

0, £

Yoy = Yy = Yy, g“m = "y = "'ﬂ.g, e = Auy — Ay,  olo

Cundro A4 Expresiones de las diferentes matrices que inlervienen en
el cdleulo de la matriz de rigidez secante incremental
para ¢l elemento de barra con dos nodos, utilizando 1o
duscripeion Lagrangiana Total (v =1/2 vy = 0)
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r (d 12 um)
‘ 'ﬂu -+ ”m)
t+AL(e) — N ) (et !:-th | t+Alp(e)

i 0y —(Yay2 + "1ya)
—("yz + o)
L —{UEI‘-_’ + ‘"HQJ

(AZ17)

Como s¢ ha comentado en el Apartado 3.5 del Capitulo 3, el concepto de
la matriz secante total sélo se aplica en la deseripeion Lagrangiana Total. Para
deducir la forma explicita de la matriz secante total se adoptan las siguientes
hipdtesis:

- Se supone la configuracion indeformada como la configuracion de refe-
rencia "V =W = formulacién L1

- Sesupone que la umlﬁgurucién indeformada es e de tensiones inicinles
= IN=0;

- Se define una relacién entre fuerza y degplazamiento totales en el instante
b+ At = !a =0y Aa = t+atq,

- Sesupone que el tensor const 11 utwn clastico tangente es idéntico al Lensor
constitutivo eldstico secante * o At = ol

Por tanto, considerando estas hipdtesis en las expresiones de las matrices del
Cuadro 3.4, se obtienen, ficilmente, las expresiones expliticas de las distintas
matrices que forman parte de la expresion de la matriz de rigidez secante tolal
para el elemento de barra articulado 3D. Dichas matrices se detallan en ¢l Cuadro
4.5,

El tensor gradiente de la deformacion entre la configuracion indeforinada
0V v la configuracion deformada en fV, para un estado uniaxial de tension, se
CXPresa como

L

Ly = = _&#FiL
c:rmﬂ-— g ”"‘::A = ll[(t.‘-) (A3.18)

donde (&) e Ia longitud del elemento en la configuracion indeformada y
((€) a5 sy longitnd en el instante £ Bl determinante del tensor gradiente de
la deformacion se determina facilinente como

ﬂd(ﬂ]

det (31’-‘.,,1”) = 'm_‘;) (A3 19)

De esta manera log tengores constitutivos tangentes definidos en las configu-
paciones "V y 'V se relacionan, de acuerdo con (2.55), de la siguiente maiera
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oA — (wi2)* ez "315'3 :’:CI.‘J :}m
'I+%’IK"='J =" [_{5—"] (o Cy2)® e "z
Eymh ((’-’513)2 :
EA
i+ AL 4
+ uKn’u [)‘g"‘\( 1) +J

2¢ f‘mM"\"um (Tu""‘m'hm i "?n.a”‘m’-‘tlz] (" Hm‘”’: iuﬂu""m'ﬂun}

X 2 yut*m"”m ("t Ty 4+ Oz 3 ) |
sy, 2 0yt m'uri-,,
EAY, . vidd :
0 [_:_513] (—1)i+i [(“:z: ERALy, g 0 FRAL, mr+mww}] L,
febe it

<t.|.mu]2)'2 £+An,”_mz+mﬂm (- HM””

g
t+Abge Fv;‘l] (- l)u+J (H—&.‘.t,]ﬂ? PAL, .L: mr", s
2l 8YIn, tapry) 2

i 0

con "mip = L) — i, ""Atuu — ""mui - ”"Mm, ate

i y ] = nodos del elemento de barra

Cundro A3.5 Expresiones de las diferentes matrices que mtervienen en
¢l edleulo de la matriz de rigides secante total para el ele
inento de barra con dos nodos, utilizando la descripeion

Lagrangiana Total (@ = 1/2 y 3 =10)

f{(l‘.") 4
1 = 7o) ol (A3.20)

Si la deformacién axial del elemento es inifinitesimal, esto implica que
tyle) /"t(“} z= | =2 ;1 = (FE. De esta manera, al adoptarse el material li-
neal elastico en la confipuracién indeformada "V, o en la configuracion defor-
mada 'V, los resultados de las simulaciones numéricas con el mismo problema
utilizando las descripeiones LT y LA serdn idénticos sdlo si las deformaciones
gon infinitesimales.

Notese que en todos los cuadros presentados hasta el momento aparecen las
exprosiones "[BA] y {EA] que so definen en [as ocuaciones (A3.8) v (A3.13); 011
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las rigideces axiales del elemento de barra descrito en la conliguracion indofor-
mada "V y en la configuracién deformada V| respectivamente. s de fnberés
pritico y tedrico establecer una relacion entre dichas rigideces en el ambito de
las deformaciones axiales initas,

Una vez que se adimiten deformaciones finitas hay que incloir el cambio de
volumen del elemento, Sea "A el drea de la seceidn transversal del elemento en
el instante t = 0 v A el drea del mismo clemento en el instante £, Se puede
definir la siguiente relacion

tA 01’.("’) *
R (A3.21)

L 710

donde © es el coeficiente de Poisson, La ecaacion ¢aszi) expresa el cainhio
del dren del elemento en funcion del eambio de su longitud v del coeliciente do
Poisson. La deduecién de esta expresion se encuentra con detalle en el capitulo
3 del libro de CRISFIELD [1991],

Basada en las ecuaciones (az.zo) y (a3.21) se puede definir una relacion que
expresa el cambio de la rigidez axial del elemento entre los instantes el v |
del modo signiente

ddi
ed) _ (4 -
iEA] ~ 0l (e

Normalmente, lag hipdtesis fundamentales del analisis de estrieturas artien-
ladas planas o espaciales son:

- La tension novmal es constante en toda la seceién transversal,
- Bl drea permanece constante durante la deformacion.

La sepunda hipdtesis implica suponer el coeficiente de Poisson nuilo (12 = 0)
teniendo en cuenfa la ecuaciom (az.z1). De esta manera, impounicndo o
coeliciente de Poisson milo en la ecuacion (a3.22). resulta

’IEAI ) ﬂ i -.
D[EA] - ogle) (A3.23)

La eenacion anterior expresa el cambio de la rigidez axial del elemento ¢n
finecion del cambio de |bllgitlld del mistmo elemento durante la defornacidn,

I CRISFIELD, M.A. [1991), Nen-Linear finite element analysis of solidi and stenetures, Volusion
1: Bssontials, John Wiloy & Sona
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MATRICES RELEVANTES EN EL
CALCULO DE LA MATRIZ DE
RIGIDEZ SECANTE INCREMENTAL
DEL ELEMENTO DE SOLIDO 2D

Fl objetivo de este anexo es describir las expresiones de las matrices
relevantes en el edleulo de la matriz de rigidez secante incremental para olementos
de sélido 2D, adoptando la hipdiesis de tension plana,

De acuerdo con las ecuaciones (3.3.6), las diversag matrices que forman parte
de la expresion de matriz de rigidez secante ineremental son fimeion de las
matrices de deformacion, y ademas, de las matrices dependientes de lag tensiones
y de sus incrementos,

Las matrices de deformacion de primer y segundo orden, !,.f,B,t, vy By). son
consbruidas a partir de la matriz deformacioén infinitesimal ("'B?n)' definida en
log nodos del elemento, v de las matrices de log gradientes de los desplagzanientos
y de sus inerementos (AL y L), de acuerdo con las ecunciones (s.2.12). Se
obtienen dichas matrices para elementos de sélido 2D, expresadas en el Cuadro
Ad.l, a partir de las definiciones dadas en el Cuadro 3.1 para elementos de
s6lidos 3D, La matriz del gradiente de las funciones de forma de los nodos del
clemento G también se detalla en el cuadro A4

La hipdtesis de tension plana implica que

(Ad.1)

7ASi =0 con ;Aeqa #0
pAD1y = p A8 = 0 == ;A3 = ;A8 = ()

La representacion matricial de los tensores de incremento de deformacion de
primer y segundo orden, de acuerdo con ¢as.1), se expresa como

'!‘
r€ = | pe1y, a2, 2t |

i

(Ad.2)

.
| vty v7p2s 2emne |
v de los tensores de tensiones y de incrementos de tensiones conio

223
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E)N“ 1,
oG = [ T-GI, r'Gﬂn S o l : er i

{ N" I
&g

B, = [IB], tB],. ., B |
/B = [rBL vB o By |
iBf = /B, [L+ L]

a'Bf = :']3,30 vL i
NE 0

;Bt” 0 "N,E 3 tBL] 'Bru ,Lf
PNE N3

t . / [ '
;L [ln i—h:z] : FIL=[7'{|1 1‘{12] : I':-'_'[{z

pli Hla bl

AN i n "
k = —dNL ' t d W = i & LJAH..j
|'|‘-: - f'} Tlmi ' Ji,ui' = a .dj' = ETIN"? ﬂ.;? ; 'f’:t:,' — 0 l ; NJ' ._\,ul

Cuadro Ad.1 Matricos de deformacién de primer y segundo ovden para
elementos de sdlido 2D

k8 = [ A5i1; &Sa LS |7

. . (A4.3
1-‘55 = [ T&S%H ?'ﬂstt!.!i ;‘ASH ]F )
Imponiendo las restricelones (as.1) en la ecuacion 251560 resulta
pABy = (A +2u) pAeyy + A pAeg + A pAryy
rABy = A pAey; + (A4 24) pAssg + A pAEgy
(Ad.a)

0=2A A8+ A TA-'-'M"I" (4“\ + ?..M.) T'AEL’H
rAS1a = p 2- 4612

El tensor constitutive tangente en la configuracion "V, definido en (2.8.13), B0
veescribe para el estado plano de tensién, teniendo en cuenta las ecua-
CIONGH (A4.4), COIMIO
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b [2AFm A0
D= 4’121" A 20 0 (A48)
= &k ; A
0 0 AhA

donde A y g son lag constantes de Lamé.

De esta manera, las matrices (E, ,H y ES) que gon funcidu de los
inerementos de tensidn de primer y de segundo orden, y de lag tensiones en
la configuracion tV, respectivamente, fienen sus expresiones detalladas en el
Cuadro Ad.2. Nétese que las matrices B, ,H, H, y IS son matrices
cuadradas (4 % 4).

als ¢ I-,g] " _
E = : b n sz =y Lapdd
p [cly b L S A »1 pe A8

B = [ FASH T, L ASkr I,J
GASKH T, A8k 1,

¢ !J:%_\HJJ 3
34 %An A}
S ESIHITITUE IRIRUEE & - RO ES L B
fil jul B2 1
[ Uy
HAua)
DT
donde pdyj es el término ij de ln matriz constitutiva D
I, 0 0 1 00
on H; = : [ - e
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I, : matriz identidad 2 = 2

Cuadro A4.2. Matrices B, .Hy ‘8§ para elementos de sélido 2D





