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Introduccién

En este capttulo introductorio se definen las lineas basicas del trabajo que se presentard
a lo largo del texto. Para ello, en primer lugar, se hard un recorrido sobre los métodos
tradicionales para el diserio de buques. Se describirdn sucintamente los procedimientos
operativos de ensayo en un canal de experiencias y se discutirdn sus problemdticas Y
timttaciones, ast como las posibilidades de utilizer metodologias alternativos basadas en
herramientas numéricas.

0.1 El Proyecto del Buque

Los detalles del proyecto de un buque o de su contrato de construccién difieren de
un barco a otro aunque sean de una misma serie. Sin embargo, dicho contrato de
construceion incluye habitualmente los requisitos de peso muerto v velocidad en unas
ciertas condiciones de mar. En dichas condiciones, el buque, avanzando a velocidad
uniforme, estd sujeto a solicitaciones de varios tipos. La resistencia al avance en la
velocidad de servicio determina la potencia de la planta propulsora, y por lo tanto el
consumo de combustible, uno de los factores de influencia determinante en la economfa
en servicio del buque. La minimizacién de la resistencia al avance y en consecuencia
de la potencia propulsora, asf como el asegurar que la planta propulsora sea capaz
de entregar una potencia suficiente para cumplir los citados requisitos son, por lo
tanto, una de las funciones mds importantes de la oficina de proyectos y aspectos de
importancia crucial en el disefio del buque.

La resistencia total viene determinada por la accién de las fuerzas hidrodindmi-
cas que dependen de una serie de contribuciones individuales [Rav6) entre las que
se pueden incluir las siguientes: la resistencia del casco desnudo, la resistencia de los
apéndices, las pérdidas de la maquinaria y de los ejes, el rendimiento propulsivo, el en-
suciamiento del casco y el entorno medioambiental. De las anteriores, la contribueidn
més importante se debe a la resistencia del casco desnudo que depende principalmente
de las formas del bugue. La optimizacién de las formas del buque, en el sentido de
minimizacion de la resistencia al avance, es un problema de gran complejidad, no sélo
por las muchas limitaciones précticas impuestas por las especificaciones del proyecto
(dimensionies principales, peso muerto, capacidad de carga, costes de construccion, ...)
¥y otros requisitos como los criterios de estabilidad, comportamiento en la. mar ¥ manio-
brabilidad, sino también por la dificultad de determinar un coste operacional mfnimo,
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dadas las diferentes condiciones de explotacion que se pueden dar. En efecto, la opti-
mizacion planteada es dificilmente aplicable en la prdctica, debido a la dificultad para
cuantificar el efecto de todos los pardmetros involucrados, v cémo no, por la limitacién
del tiempo de disefio que impone la realidad. Por esta razén el problema se suele
abordar de manera simplificada,

Las simplificacién mds usual para abordar el objetivo propuesto es considerar por
separado el comportamiento del buque en agunas tranquilas y au respuesta en olas.

La optimizacién hidrodindmica de las formas del casco para los buques mercantes
tipicos se dirige principalmente a la minimizacion de la potencia requerida en aguas
tranquilas, que es en la priactica un lfmite inferior de la potencia propulsora. Es habi-
tual suponer que el estado de la mar actiia incrementando la resistencia al avance.Este
procedimiento lleva a un grado de acercamiento suficiente al diseno éptimo en condi-
ciones de operacion, y de paso asegura que se alcance la velocidad minima contractual
en aguas tranqguilas,

0.2 La Resistencia al Avance del Buque

Como se ha sefialado en el apartado anterior, Ia resistencia al avance del buque en aguas
tranquilas es un aspecto de vital importancia practica. Es habitual suponer que esta
compuesta por una serie de contribuciones aditivas, entre laa que se pueden nombrar:

s La resistencia viscosa, asociada con la generacidn de la capa limite v la estela
[AlaT2).

e La resistencia por formacidn de olas, debida a la generacién de las ondas de
gravedad en la superficie del mar [Rav06|.

La resistencia al avance debida a la [riceién del aire con easeo v superestructura.

La resistencia por apéndices, debida, tanto a su propia resistencia, como a su
influencia sobre la resistencia de la carena desnuda.

Otros tipos de resistencia[LB97] que aparecen en casos especiales como la re-
sistencia debida a la formacién de spray, la resistencia por olas rompientes o la
resistencia inducida debida a fendmenos de sustentacién dindmica.

En la mayorfa de los buques mercantes la componente de resistencia viscosa es la
méas importante. Su variacién es aproximadamente cuadratica con la velocidad del
buque, y es conocida su gran dependencia con el coeficiente de prismdtico’ del buque.
Sin embargo, fenémenos locales de separacién de flujo, pueden causar incrementos
drdsticos en la resistencia viscosa.

' Proporcién entre el volumen del bugue y el del prisma de seceién igual o lo maestra del buque en
ol cual se inscribe,
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La componente de la resistencia debida a la formacién de olas varfa en los ca-
505 practicos entre un 10% y un 70% de la resistencia total de un buque en aguas
tranquilas[Rav96]. Mientras que para velocidades bajas esta resistencia es practica-
mente nula, se eleva dristicamente al aumentar la velocidad. Ademss, igual que ocurre
con la componente viscosa, depende de manera importante del coeficiente prismatico.
Pero, quizd el aspecto mds significativo de esta componente, y el que le confiere mayor
importancia es su capacidad de experimentar importantes variaciones ante relativa-
mente pequefias modificaciones de las formas del buque.

Es evidente que la capacidad de predecir la resistencia total del buque, discrimi-
nando la variacién de la componente por formacién de olas, ante variaciones de las
formas, asi como la localizacién de fendémenos de separacion de flujo, es un aspecto de
gran importancia, a la hora de posibilitar su reduccién en la fase de diseno,

Tradicionalmente, el Ingeniero Naval ha mirado los ensayos hidrodindmicos con
modelos como el mejor medio para conocer la resistencia al avance. El remolque del
modelo a la velocidad a escala produce un mapa de olas que es geométricamente similar
al del buque real y permite que la componente de resistencia por formacién de olas sea
escalada directamente desde la medicion en el ensayo de remolque|Pérgg).

Respecto al resto de componentes de la resistencia al avance, y en particular la
resistencia viscosa, la problemdtica es mayor pues no existen técnicas directas que
permitan el escalado de los resultados experimentales.

Por otra parte, la modificacién del disefio al objeto de reducir la resistencia al avance
requiere de la intuicién y experiencia del ingeniero naval, mds que de la ciencia. Esta
aproximacion puede complementarse con el andlisis estadistico de los datos experimen-
tales y el apoyo de teorfas muy simples. Los métodos semiempiricos asf desarrollados
son vitiles en la prediccién de las caracteristicas de las formas, pero sélo tienen en cuen-
ta una serie de pardmetros bisicos del buque, por lo que su utilidad en el disefio queda
ciertamente restringida [GPVCY8|.

0.3 Sobre el Desarrollo de los Métodos CFD

Desde un punto de vista matemadtico, el movimiento de un fluido alrededor de un buque
es conocido desde el siglo pasado, aunque las ecuaciones que gobiernan el fenémeno en
aguellos casos que tienen un inferés prictico no pueden ser abordados de una forma
analitica. Sin embargo, ya a finales del siglo pasado aparecen las primeras referencias
sobre el cdlculo aproximado de la resistencia por formacién de olas en buques [Mic98].
Pero, atin durante el presente siglo, este problema ha seguido desafiando a matematicos
e hidrodindmicos.

Tradicionalmente, la teorfa de formacién de olas se ha basado en dos enfoques:
uno basado en la expansién sistemdtica, considerando pequeria la relacién amplitud /
longitud de ola [Stod7] y otro basado en la suposicién de una relacién profundidad /
longitud de ola pequeiia [Bou71| [Ray].

En el presente, gracias al desarrollo de los cdleulos fluido dindmicos por ordenador
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(computational fluid dynamics) en adelante CFD, las ecuaciones que gobiernan el pro-
blema pueden resolverse de forma aproximada por algoritmos numéricos proporcionan-
do informacién sobre los movimientos y la resistencia al avance del buque en las etapas
de disefio. Una revisién de los métodos numéricos en flujos con superficie libre puede
encontrarse en [Weh73].

Actualmente, los métodos de elementos de contorno o de singularidades son la
base de la mayoria de los algoritmos numéricos para la prediccidn del mapa de olas
ideal de buques avanzando con velocidad uniforme. Estos esquemas numéricos pueden
clasificarse en dos categorfas, dependiendo de la eleccidn de la singularidad utilizada en
la superficie libre, base del métode. La primera clase de esquemas usa manantiales de
Kelvin como singularidad elemental, La ventaja de estos métodos es que el campo de
velocidades generado satisface la condicién de superficie libre de Kelvin, eliminando asi
la integracién sobre ella (y su discretizacién) y que la condicién de radiacion se satisface
de manera natural. Estos esquemas tienen en contra la imposibilidad de incluir efectos
no lineales en la formacién de las olas,

La segunda clase de esquemas usa fuentes de Rankine, distribuidas sobre la su-
perficie libre, como singularidad elemental. El mds conocido de estos esquemas fue
presentado originalmente por Dawson [Daw77| y estd basado en el método de Hess y
Smith |[HS64b| [HS64a] para la resolucién del Aujo alrededor de un cuerpo sumergido,
usando una distribucién de fuentes sobre log paneles que discretizan el casco. Este
método ha sido y es ampliamente aplicado para la prediccidn de la resistencia por for-
macién de olas. Codigos comerciales tan conocidos como DAWSON, RAPID [Rav92]
[Rav96|, SPLASH [Ros95] [T892] [TSL93a] o SHIPFLOW [LRB*98| pertenecen a este
tipo. Frente a su sencillez y robustez, estos métodos tienen el gran inconveniente de
la importante dependencia de la solucién de pardmetros como el tamano del dominio
y de la discretizacién. Por otra parte, sus principios bésicos se encuentran en la deno-
minada teorfa de buques lentos, que restringe su utilizacién a un rango de mimeros de
Froude (F,). Una pequeiia introduccién a la teorfa que sustenta estos métodos puede
encontrarse en el apéndice A, Por ofra parfe, una revisién de este tipo de métodos
puede encontrarse en [Ravi6| y se incluird una pequeria muesira en el capitulo 2 del
presente trabajo.

En los iltimos anos, el gran crecimiento de la capacidad de cdleulo junte con el
desarrollo de los modelos numéricos para la solucién de las ecuaciones de Euler (R, —
0o) y Navier-Stokes ha permitido pensar en un enfoque més realista del problema de
prediccién de la resistencia al avance de buques. Sin embargo, pese a los esfuerzos
por desarrollar metodologias en este sentido, la falta de cualidades como la Rabilidad
y robustez, junto con las limitaciones précticas que presenta la complejidad de las
metodologias, no han permitido la aparicién de ningin cédigo comercial capaz de
resolver el problema asf{ planteado.

Por otra parte, la aparicién relativamente reciente de herramientas de diseiio basadas
en estos métodos, se enfrentan a un importante desaffo. La informacién a disposicién
de los proyectistas gracias a estas técnicas es diferente a la obtenida en la prictica
tradicional del proyecto de un bugue. Esta informacién requiere una nueva filosofia de



proyecto®, al considerar, por ejemplo, la optimizacién de las formas de un buque (ver
por ejemplo [GPVCI8] [PSS96] [LRB* 98] [JL96]),

0.4 Los Cédigos CFD en el Proyecto del Buque

La incertidumbre asociada con la determinacién de las componentes de la resistencia al
avance del bugue requiere que su edlculo se realice con sumo cuidado a fin de obtener
una especificacion final de la planta propulsora acorde a las exigencias del bugue, en
otras palabras, su optimizacién para la especificada velocidad de servicio. Fste cdleulo
debe asegurar al astillero constructor con un cierto grado de seguridad que cumplird los
requisitos del armador a la vez que se ha minimizado el tamafio de la planta propulsora
V 8u coste.

Comeo ya se ha mencionado, los ensayos hidrodindmicos con modelos son actual-
mente la herramienta bésica de la que dispone el arquitecto naval para conocer las
caracterfsticas hidrodindmicas del buque. Sin embargo, existen en la prictica dos limi-
taciones al uso generalizado de ensayos con modelos como ayuda al disefio. Por una
parte, el relativamente elevado coste de estos; que provoca sea inviable su utilizacién
en muchos casos practicos de presupuesto modesto. Y por otra, la gran dificultad de
definir un proceso sistemdtico de optimizacién del disefio a partir de los datos sumin-
istrados por los canales de experiencias.

Por estas razones se han desarrollado diversas técnicas que permiten reducir al
minimo la realizacién de ensayos experimentales, bien utilizando bases de datos de
ensayos con modelos para extrapolar los resultados a un caso conerete, bien utilizando
los resultados experimentales de un casco base e inferir la influencia de las posibles
variaciones,

Junto con estas técnicas, las herramientas CFD permiten al proyectista investigar
una gran serie de opciones de disefio en los primeras fases del proyecto antes de que
ge inicie la fase de construccién, ayudando principalmente a definir ese ciclo de op-
timizacién del disefio de formas, del que, lamentablemente carecen la mayorfa de log
disefios en ingenieria naval,

Resurniendo, es normal en muchos proyectos, que los ensayos experimentales se
realicen en la etapa final del desarrollo del proyecto para confirmar las estimaciones rea-
lizadas a lo largo del mismo. Este proceso de confirmacion del proyecto final mediante
ensayos hidrodindmicos seguird existiendo durante los préximos tiempos. Sin embargo,
los cédigos CFID comienzan a cobrar gran importancia en algunas oficinas técnicas y
en general en proyectos que, por su pequeiia envergadura, no pueden apoyarse en la
experimentacién tradicional, recurriendo a los beneficios de la més econdmica eLperi-
mentacidn numérica.

Por otra parte, los ensayos en canal de experienciog son una base vital para. el
desarrollo de herramientas CFD, permitiendo comprobar su validez [PSS97) [LRB*98] y
siendo base para la aparicién de nuevas teorfas para describir diferentes fenomenologfas.

*Asociada a la definicién de un ciclo de optimizacién del disefio basado en herramientas CFD,

®*vi



) Tq TR0
P

i mdlmll!rt 'J
dimpodilive de PRI ¥ BTEROUR

Figura 1: Esquema de un sistema de medicién de la resistencia al avance en el ensayo
de remolque en aguas tranquilas.

0.4.1 Los Ensayos en Canal de Experiencias

Por todas las razones expuestas en la discusion anterior, se considera de interés para la
presente exposicién, introducir brevemente los diferentes tipos de ensayos experimenta-
les con modelos, teniendo como objetivo, tanto presentar sus capacidades y limitaciones
para el disefio de buques, en comparacién con la metodologia basada en procedimien-
tos numéricos, como tener en consideracion las posibilidades de estos ensayos en la
validacién de herramientas CFLD.

El Ensayo de Remolque

Como va se ha mencionado, un aspecto primordial del proyecto del buque es el di-
mensionamiento de la planta propulsora, predecir su potencia para desarrollar una de-
terminada velocidad o ejercer un determinado tiro en el caso de los buques pesqueros
o remoleadores. Tradicionalmente, los ensayos en canal han constituido la tnica via
disponible para permitir al proyectista determinar los anteriores parametros.

Realmente, la idea de realizar ensayos con modelos de buques no es nueva, Asf,
Leonardo da Vinci llevé a cabo una serie de ensayos con tres modelos de diferentes,
para valorar el efecto de diferentes distribuciones de desplazamiento en proa y popa.

Durante muchos aiios, diversos investigadores como Samuel Fortrey o Benjamin
Franklin hicieron engayos con modelos utilizando el arrastre por gravedad. Pero no fue
hasta 1871, cuando William Froude utiliz6 el que puede considerarse el primer canal
de ensayos, precursor de los tanques de remolque existentes hoy en dfa[PA92].

La principal misién de los ensayos de remolque en aguas tranguilas es la determi-
nacién de la resistencia de la carens al avance. En la figura | puede verse un esquema
tipico de un sistema actual de medicién de la resistencia al avance en el ensayo de
remolque en aguas tranquilas.

Lamentablemente la imposibilidad practica de llevar a cabo ensayos experimerntales

xvil



aescala, perfectamente semejantes a los del bugue real®, obliga a cometer un importante
error en la reproduccion de los efectos gue dependen del nimero de Reynolds R, Como
es bien sabido existen diversos procedimientos, basados en la experiencia acumulada,
¥ con un cierto origen tedrico que permiten obtener la resistencia al avance del buque
en luncién de los valores obtenidos en la escala del modelo.

Para ello, se ha de suponer que las diversas componentes de la resistencia al avance,
dependientes de diferentes pardmetros adimensionales, son aditivas [LBY7] [Ravos]
[Pér89]. El primer paso necesario, es separar la componente de la resistencia dependi-
ente de R, del resto, para ello son necesarios diversos artificios, ampliamente conocidos,
cuya discusion puede encontrarse en [Pér89].

La base tedrica del proceso estd en asimilar la resistencia, denominada de friccian®
del barco, a la de una placa plana de superficie igual que la mojada del bugue, Dado
que, para la placa plana sumergida existe una férmula empirica, que permite obtener el
coeficiente adimensional de resistencia en funcién® de R,, la extrapolacion de su valor
en el barco a partir de log datos del modelo, se puede reducir a una simple correccin
de esa férmula. Esta correccidn se basa en pardmetro que se suele denominar factor de
forma,

Se hace evidente, que el proceso mencionado basa todo su valor en la experiencia
acumulada de aiios, més que en las evidencias tedricas que plantea, De ahf la impor-
tancia que, en los canales de experiencias, tiene la manera de proceder especfica para.
la determinacién de la resistencia total®.

Por otra parte, del ensaye de remolque en aguas tranquilas puede obtenerse otro tipo
de informacién de interés para el arquitecto naval. La medicion de los perfiles de olas,
complementa los valores del factor de forma obtenidos por las técnicas de extrapolacion
cldsicas ya mencionadas, ya que a partir de ellos existen diversas técnicas muy fiables
que permiten determinar este pardmetro de forma exacta, Ademds, el andlisis del mapa
de olas permite inferir datos generales sobre las earacterfsticas de las formas en relacidn
con la resistencia por formacién de olas [LRB*98] [LBY7]. En la figura 2 se presenta
un esquema tipico de una instalacién de medicién éptica de perfiles de olas en un canal
de ensayos.

Ademis, la medicién del campo de estelas del modelo, puede dar una idea clara de
la bondad de las formas, en lo referente a la resistencia viscosa, y puede ser de gran
interés para determinar la calidad de las formas en lo que a la conformacion de la popa

‘Lo oual obligarfa a que fueran iguales tanto el nimero de A, como &l mimero de Froude F,, enal
modelo n escala v en el bugue roal,

1Que es la componente de la resistencia total que depende de R,.

"Seguin las recomendaciones de la ITTC (ver kimmgwg kimm.re.kr/ITTC/), el coeficiente de ro-
sistencia de friccidn en la placa plana sumergida, esta dado por,

~ oon
! (lagio Ry = 2)

Aunque ¢l esquema general es comiin a todos los canales de experiencias, cada uno debe corregir
clertos errores sistemdticos en sus procedimientos,
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Figura 2: Esquema de un sistema éptico de medicién de perfiles de olas en un canal de
ensayos,

v a su interaccién con el propulsor se refiere. En la figura 3 se presenta un esquema
tipico de una instalacién de medicién de campos de velocidades de estelas en un canal
de experiencias hidrodindmicas.

Hay que afiadir que los ensayos en canal de remolque, pueden completarse con
andlisis del propulsor aislado y del modelo en autopropulsién. Evidentemente, al igual
que en el easo anterior, la imposibilidad de realizar un ensayo semejante al de escala
real, junto con la gran dificultad de extrapolacién de los resultados al buque’, provocan
que su interés prictico sea muy limitado.

Ademads, existen canales de remolque que incluyen generadores de olas, lo que per-
mite determinar las caracterfsticas anteriormente reseiiadas ante la accidn de las olas,
as{ como realizar ensayos para evaluar el comportamiento en la mar del buque. En mu-
chos casos estos canales de remolque multipropésito han desaparecido con la llegada
de tanques especializados en el ensayo en olas.

El Ensayo en Canal de Olas

Como ya se ha mencionado, la aparicién de tanques para el ensayo de modelos a
escala en olas (ver figura 4), permiten el estudio del comportamiento del buque en
situaciones de mar concretas. Estas situaciones pueden ser definidas por los requisitos
de operatividad del buque, o incluso por situaciones criticas de averia.
Lamentablemente, la complejidad de los fendmenos que se desarrollan en estas
simulaciones complica de manera importante la extrapolaciéon de estos resultados a la

T Atin mayor que en el caso anterior, pues én ¢l ensayo del propulsor, aparecen fendmenos come la
cavitaciom que no esta gobernada por los ya mencionados R, y Fiy. Ademds, la interaccion entre log
diferentes fendmenos puede tomar gran importaneia, no siendo justificable la suposicién de adicion de
lns componentes deé la resistencia total.
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Figura 4: Ensayo de un modelo en tanque de olas,



Figura 5: Ensayo de maniobrabilidad con modelo en un lago.

realidad. Sin embargo, en muchos casos pricticos, puede suponerse despreciable el
efecto que los fendmenos viscosos introducen en el problema, permitiendo, bajo este
supuesto, la extrapolacién directa de los resultados. En otros casos, el andlisis de los
resultados sélo puede hacerse desde un punto de vista cualitativo,

El Ensayo de Maniobrabilidad

Los ensayos de maniobrabilidad, son una pesibilidad aparecida mis recientemente en
el mundo experimental. La disponibilidad de sistemas electronicos ligeros de posi-
cionamiento y gobierno a distancia, han posibilitado el desarrollo® de este tipo de
ensayos, que pueden realizarse en lagos naturales (ver figura 5).

El principal objetivo de este ensayo es, obviamente, valorar las capacidades de
maniobra del buque. Lamentablemente, diffcilmente pueden extrapolarse los resultados
de este tipo de ensayos al buque real, por lo que su valoracidn ha de ser cualitativa,

El Ensayo en Tunel de Cavitacién

Por 1iltimo se ha de hacer mencién a otro tipo de ensayo ¢ldsico. El denominada ensayo
en tinel de eavitacion (ver figura 6). Este ensayo tiene por objetivo valorar el compor-
tamiento de lag hélices. Lamentablemente, como hemos comentado con anterioridad,
dificilmente puede extraerse informacién cuantitativa, en la escala del buque, de este
tipo de ensayos, mds ain cuando gran parte de la fenomenologia del proceso se debe a
la interaccién con el casco y timén, resuelta sélo parcialmente en este tipo de ensayos
[Pérg9)]. .

Aunque, se ha de tener en cuenta que la informacién suministrada por este tipo
de ensayos es vital para entender los distintos fendmenos que se desarrollan ante el
propulsor.

“Es evidente la limitacién fisica, para este tipo de ensayos, de un canal convencional, dado que las
maniobras requierfan de un tanque de grandes dimenstones.



Figura 6: Ensayo de una hélice en tanque de cavitacion,

0.4.2 Los CFD como Herramienta de Diseifio

En la practica, la utilizacién de herramientas como los CFD se convierte hoy en dia en
una necesidad para aquellos proyectos en donde las exigencias tecnoldgicns adquieren
una significativa importancia[LRB198]. En [GPVC98| se pone de manifiesto la necesi-
dad de esta contribucion en el disefio de buques de crucero y pasaje, donde la velocidad
vy la confortabilidad exigen una cuidada eleccién de formas.

Las herramientas CFD pueden proporcionar significativas contribuciones en el con-
Junto del proceso de proyecto desde los estudios iniciales conceptuales hasta el proyecto
detallado como queda reflejado en la figura 7.

Armado con esta informacién, el proyectista puede utilizar los CFD para realizar
estudios de optimizacién y afinar el proyecto para una serie de caracteristicas del com-
portamiento del buque y atributos del casco. En la tradicional espiral del proyecto
que se presenta en la figura 7, se indican aquellas actuaciones en donde se considera
que los calculos con CFD estdn en disposicion de ayudar a los métodos normalmente
establecidos y aceptados. .

Degafortunadamente, para la mayoria de los ingenieros navales estas herramientas
se presentan ain lejanas desde el punto de vista préctico, en parte por su complejidacd
de manejo, que requiere en ocasiones verdaderos especialistas en el tema y en parte por
el desconocimiento que se fiene de los fenémenos que se estdn simulando”,

Como ya se ha mencionado con anterioridad, el uso de los CFD en el proyecto de
un bugue requiere del proyectista una nueva filosofia de proyecto cuando se estd con-
siderando la optimizacién de sus formas. Los proyectistas experimentados son capaces
de intuir la influencia de ciertas modificaciones locales del casco en la resistencia del
buque pero, no se dispone de medios para juzgar los efectos de innovaciones en las
formas.

Las herramientas CFI permiten evaluar estas modificaciones a partir de los resul-
tados de los cdloulos realizados; las variables ealeuladas son diferentes de las obtenidas

*Y do In manera en que se realiza esa simulacién
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Figura 7: Ciclo de disefio de un buque asistido por herramientas CFD.
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en log ensayos experimentales y su significado fisico debe considerarse con cuidado v,
en muchos casos'®, no en términos absolutos. La mayor mejora que los CFD pueden
intraducir en el proceso del proyecto de un bugne es la de permitir la evaluacién y
comparacion de diferentes formas de la carena sin necesidad de ensayarlas. Aunque
para la evaluacién final del comportamiento del casco continia siendo til recurrir al
uso del tradicional canal de ensayos, la mayor parte de los refinamientos del casco s
pueden realizar merced a estas herramientas numéricas.

Los andlisis CF'D permiten determinar la distribucién de los campos de velocidades
y presion en todo el dominio de andlisis. Campos tan costosos de precisar experimen-
talmente como la distribucién de estelas, las lineas de corriente sobre el casco o los
perfiles de olas, son resultados inmediatos de un andlisis CFD. Se hace evidente que
esta informacién difiere sensiblemente de las magnitudes que se obtienen en la prictica
tradicional de los canales de ensayo,

Debida a la gran cantidad de resultados que se pueden obtener de un andlisis CFD,
se debe hacer un gran esfuerzo para conseguir una exposicién inteligible de las can-
tidades caleuladas y en este campo la representacién grdfica de datos es una ayuda
fundamental para un mejor uso de las herramientas CFD. El mapa de la distribucién
del coeficiente de presién Cy, del vector velocidad, la representacién en tres dimensiones
del tren de olas calculado y los perfiles de ola en el casco son los pardmetros locales que
se pueden utilizar para la evaluacién de un casco ensayado numéricamente. Junto con
estas cantidades locales, es posible conocer los valores integrales de la resistencia por
formacién de olas, la resistencia viscosa, la fuerza de arfada y el momento de trimado
en funcién de la velocidad.

Una vez que se visualizan los resultados, el proyectista necesita conocer cémo usar-
los. El criterio que se aplica para los diagramas del coeficiente de resistencia es bastante
obvio; la mejor carena es aquélla que presenta el menor coeficiente. Pero este criterio
basado en la experiencia tradicional es muy restrictive, Efectivamente, dado que tras
el andlisis CFD disponemos de una gran cantidad de informacién, no disponible en la
préctica habitual, puede ser de interés considerar otros valores calculados para evaluar
comparativamente la calidad de las formas de los buques, y no comprometerse exclu-
sivamente en la flabilidad de un tinico pardmetro global. Las curvas de isonivel del
coeficiente ), el mapa de estelas, la distribucién de las lineas de corriente cerca del
casco y la prediccion del perfil de las olas constituyen los principales pardmetros locales
cuyo examen puede dar elementos razonables para juzgar la bondad de las formas ¥
guiar el proceso de optimizacién.

Realmente, la presencia de un marcado gradiente positivo a lo largo de las lineas de
corriente calculadas implica, cuando coincide con valores positivos de Cp, que la capa
limite del fluido viscoso aumenta rdpidamente en correspondencia a este gradiente
positivo local. Un alto gradiente positivo a popa del buque puede indicar un peligro de
separacién y en cualquier caso, sefial que el casco utiliza una gran cantidad de energfa
en acelerar la capa lfmite. Un andlisis de las lineas de corriente sobre el casco puede

YA semejanza de lo que ocurre en muchos tipos de ensayos experimentales de log referidos ante-
riormente.
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apoyar tales suposiciones,

No se pretende presentar agui un curso de optimizacion de formas mediante cdl-
cules de CFD sino simplemente dar ideas generales sobre los nuevos criterios que el
proyectista debe interpretar para la mejora hidrodindmica de las formas.

Por tltimo, al objeto de plantear esta nueva filosofia de disenio de buques, imagi-
nemos las etapas ideales de un ciclo de optimizacién de formas basado en los métodos
actuales para digefio de cascos y apéndices, que se concretarfa en las siguientes etapas:

1. Definicién del rango de velocidades y condiciones de operacién.

2. Definicién de la forma del casco y apéndices preliminar utilizande métodos em-
piricos o simples modelos hidrodindmicos basados en la teorfa de potencial.

3. Construccién de un prototipo a escala.

4. Andlisis experimental del comportamiento hidrodindmico del prototipo en canales
de ensayo.

5. BEscalado de los resultados del modelo a la geometria real del barco.

6. Andlisis de los resultados, redefinicién de las formas del casco y apéndices y
repeticion de las etapas 3 a 6 hasta que se alcanzan las especificaciones deseadas
del comportamiento del barco.

Es evidente que este es un proceso dificil y caro', que generalmente no es suficiente
para alcanzar un comportamiento 6ptimo en erucero'? definido por el méaximo nivel de
eficiencia hidrodindmica, caracterizada principalmente por una velocidad determinada
y por unos requisitos de estabilidad.

Sin embargo este ciclo es posible en la prdctica si sustituimos la evaluacién ex-
perimental por el uso de herramientas CFD. Evidentemente esta sustitucién requiere
de la definicién de unos ciertos criterios de optimizacion [PSS96] y el desarrollo de
una metodologia auxiliar que permita definir ese andlisis de resultados y la posterior
redefinicién de las formas.

0.5 Objetivos del Presente Trabajo

La meta general que se pretende en el presente trabajo es el desarrollo de una metodo-
logfa. numérica para ayuda al disefio hidrodindmico de barcos. Esta metodologfa per-
mitird predecir la distribucién (espacial y temporal) de velocidades y presiones, y por
consiguiente las fuerzas ejercidas por el agua sobre el casco de un barco en diferentes
configuraciones de navegacién. De esta manera se podrd simular el proceso dindmico de
interaccion buque/agua o bien predecir la posicion de equilibrio dindmico del buque en

U nviable en la préctica,
12Debido principalmente & las dificultades en el proceso de escalado.
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la situacién definida. La metodologfa resultante, serd especialmente adecuada para el
disefio 6ptimo de carenas de buques, configurando una suerte de canal de erperiencias
virtual que podrd ser aplicado al andlisis de una gran variedad de problemas dentro y
fuera del dmbito naval.

Como ya se ha comentado el presente proyecto surgié con la vocacion de ser una
herramienta 1itil para profesionales del disefio en ingenierta naval. Por esta razén sus
objetivos estin ligados a las necesidades de un posible usuario final con un perfil de
arquitecto naval.

0.5.1 Organizacion del Presente Trabajo

La organizacién del presente trabajo serd como sigue. En el siguiente capftulo se pre-
sentardn las ecuaciones que gobiernan el problema de mecdnica de fluidos (ecuaciones
de Navier Stokes) y se hard un breve anlisis de las diferentes problemdticas que apare-
cen en su resolucién. En el capitulo 2 se estudia la ecuacién de superficie libre, Este
estudio nos llevard a un andlisis profundo de la ecuacién de conveceidn difusicn ¥ su
problemitica de estabilidad. En el capitulo 3 se aborda el esquema elegido para la
resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes v su formulacién utilizando el método
de los elementos finitos. Se hard también una importante discusin sobre las diversas
condiciones de contorno aplicables. El capftulo 4 se dedicars a la descripeién del al-
goritmo utilizado para el movimiento de la malla de elementos finitos, necesario para
tener en cuenta la deformacién del volumen de control durante el proceso de resolucién
del problema. En el capitulo 5 se presentard el algoritmo completo de resolucién del
problema y se comentardn diversos aspectos y problemdticas particulares.

Alo largo de cada capftulo se presentardn v discutirdn diversos ejemplos académicos,
mientras que en el iltimo capitulo se incluirdn una serie de aplicaciones pricticas,
incluyendo diversas geometrias de buques reales. También se discutirdn los resultados
obtenidos, comparandolos con los experimentales disponibles en cada caso.

Por 1iltimo, se presentaran las conclusiones del trabajo y discutird el porcentaje de
cumplimiento de los objetivos planteados inicialmente, '






Capitulo 1

Las Ecuaciones de Navier Stokes

En este capitulo se presentan las ecuaciones que describen el comportamiento de un
fluido incompresible en régimen laminar (ecuaciones de Nawer-Stokes) para posterior-
mente plantear su resolucidn mediante el método de los elementos finitos utilizando el
procedimiento cldsico de Galerkin. Eslo nos permitivd hacer una breve discusidn de las
inestabilidades que aparecen al realizar dicho procedimiento. Del mismo modo, se in-
troducirdn sucintamente los procedimientos bdsicos de estabilizacidn de las ecuaciones.

1.1 Introduccién

La resolucién mediante el método de los elementos finitos, utilizando el procedimien-
to cldsico de Galerkin, de las ecuaciones de Navier-Stokes presenta ciertos problemas
numéricos, cuyo andlisis y discusin serd el prineipal objetivo de este capitulo. Las
dificultades numéricas mencionadas se producen principalmente por dos factores: la
restriccién de incompresibilidad que obliga a que los espacios de elementos finitos sean
compatibles, es decir que cumplan con la condicién de Babuitka-Brezzi (BB en lo si-
guiente) [BD88| [BabT1] [Cod92] y el predominio de las fuerzas inerciales (conveceisn)
sobre las asociadas a la viscosidad (difusion) [Cod93a] [HB79)].

1.2 Las Ecuaciones de Navier Stokes para Flujo In-
compresible

Trataremos de representar el comportamiento de un fluido en un volumen de control
{2, Su velocidad v = v (x, 1) puede ser descrita por medio de una funcién vectorial de
la posicién x, dentro del volumen © y en el instante t entre [0,00). La descripcion
dindmica del problema incompresible (densidad p constante) se completa con el campo
de presiones p = p(x,t). De esta manera lag ecuaciones de Navier Stokes, que rigen el
fujo de un fluido newtoniane incompresible, se escriben como,



PR AP V)V=V 24 Vp = £ e Ox(0) (1.1)
Vv =0 e 2x(0, (1.2)

Donde 7/ = 2ug (v) es la parte desviadora (excluyendo el término isotrépico de
presion) del tensor de tensiones para fluidos newtonianos incompresibles y & (-) el ope-
rador gradiente simétrico definido por g (a) = 1 [(Va) + (Va)']. En la ecuacién (1.1)
anterior se ha denominado f = f (x,£) al campo de fuerzas volumeétricas',

Las anteriores ecuaciones deben completarse con el siguiente conjunto de condi-
ciones de contorno e iniciales compatibles,

v=v.(x,t) en ['px(0,t)
ngz=t, en ['yx(0t)
v 0= uy(x, 1), ng8 = a(x,t) en Iy x (0,¢t) (1.3)
p=pdx,t) en I'px(0,¢)
v(x,0)=vo(x) en Qx{0}
p(x,0) = po(x) en §2x {0}

Donde I' := 81 es el contorno del dominio de andlisis, que ha sido dividido en las
siguientes partes, segun el tipo de condicién de contorno que sobre él se impongan, en:

I'p @ parte de I' donde se prescribe el campo de velocidades a v, (contorno tipo
Dirichlet).

'y : parte de I" donde se prescriben las tracciones a 1. (contorno tipo Neumann).

'y : parte de I' donde se prescribe la velocidad normal a v, y la componente
tangencial de la fuerza o (contorno tipo Neumann).

I'p : parte de I' donde se prescribe el campo de presiones a p, (conforno tipo
Dirichlet)

Secumple que '=Tp UTy UTy Ulp, IpNly =0, 'pNly=0,TpNTp=0,
Ty My =0, Ty NTp =0y Ty NTp = 0. Se ha denominado n al vector normal
unitario exterior a 8§, mientras que 8 es un vector unitario genérico tangente a 'y y 7

1En muchag ocasiones, cuando el enmpo de fuerzas volumétricas se debe a la accién de la gravedad,
o5 habitunl agrupar este término con el de la presidn, A ln variablé resultante s¢ la denomina presion
dindmica p, que se define por [LY098],

p=p+glz—zm)

Donde g es la constante de aceleracién de la gravedad, supuesta en la direcciéu Oz negativa, y
(z = zp) es la distancia vertical a una reforencia genérica zo.



es el campo de tensiones tipico para fluidos newtonianos incompresibles? definido por
la. siguiente ecuacion constitutiva:

T=—pl+z=—pl+2ug(v) (1.4)

Donde I es el tensor identidad,

1.2.1 Las Ecuaciones de Euler

Los problemas con viscosidad nula (R, — oo) presentan soluciones con aplicacion
en muchos casos pricticos. En concreto en el campo de la hidrodindmica naval, la
solucién no viscosa da como resultado un mapa de olas muy parecido al real, apoyando
la teorfa cldsica que suponfa la independencia de los fendmenos de formacion de olas
de la viscosidad. Ademds esta solucidn es la iinica via directa que permite calcular la
resistencia por formacion de olas, medida fundamental para el disefio en hidrodingmica
naval. Por otra parte, numerosos investigadores han observado que 1a solucién numérica
del mapa de olas obtenido con viscosidad aparece con un exceso de difusién, a diferencia
de las buenas correlaciones experimentos-resultados numeéricos obtenidos con codigos
no viscosos® [VCZ99] [LYOI96] [LRB*98).

Se suelen denominar ecuaciones de Euler a las ecuaciones de Navier Stokes sobre las
que se han anulado los términos viscosos. Siguiendo la notacién del apartado anterior,
el planteamiento de este problema serfa como sigue:

p%tv-+p(v-7)v+Vp = b en 2x(01) (1.5)
V:v = 0 en 2x(0,t) (1.6)

v=v(x,t) en I'px(0,1)
v-n=vy(xt) en TI'yx(0,1)

p=px,t) en T'px(0,¢) (1.7)
v(%,0)=vo(x) en 0Qx{0}

p(x,0) =po(x) en Qx {0}

?Su forma general es, en notacién de indices,

1 8y v
iy =2 (Sii (v)— Eﬁ—mtﬁu) o+ (’,‘E;EEU

donde &y = { ; :: t ;j } ¥ € &5 un parametro conocido como segunda viscosidad.

YAdemds hay que tener en cuenta que muchos problemas en hidvodindmica naval tienen valores
curacterfsticos de R, ~ 10% con lo cunl, la suposicién Ry, — oo no parece tan descabellads.
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Como ge ha comentado con anterioridad, la solucién no viscosa de problemas donde
los términos viscosos son relativamente pequencs (como ocurre en la mayorfa de los
casos pricticos en hidrodindmica naval) guarda mucha similitud con la realidad. Pero
el efecto de la viscosidad, incluso para muy altos mimeros de Reynolds (definido como
Ry i= ‘*‘—f;-'!, donde v, L son la velocidad y una longitud caracterfstica del problema,
respectivamente) introduce cambios muy importantes en las ecuaciones, y en la realidad
puede dar lugar a flujos que nada tienen que ver con los que se encuentran en el limite
R, — o9, La condicién de contorno de no deslizamiento es en este caso fisica y puede
ser impuesta sobre las paredes, dado que las derivadas de segundo orden, presentes
ahora en las ecuaciones permiten la existencia de una capa limite. Este efecto es de
una importancia capital, siendo el germen del fenémeno de la turbulencia.

1.2.2 Aproximacion por el método de Galerkin

La forma débil o variacional del sistema de ecuaciones (1.1)-(1.2) aplicando el método
de Galerkin (ver [Cod82], [Sot97]) se puede escribir como sigue:
Encontrar v € ¥, vy p € &, tal que,

av
ﬂ/nvb-adﬂ+p_£1[("-v)1*]-¢ dﬂ+[12ug(v}=g(¢) ds ~
—/p(v'-w) dﬂ=/b--¢ndﬂ+ (1.8)
NEY; i1
ftg"lf? dﬂ+f (o8)ap d2 Vap € U,
[‘.N t"M'

[);&(v-v) dfl =0 Veoed,
(v (x,0) ) = (vo (x),9) Ve,

donde los espacios funcionales [Cod92], de acuerdo con las condiciones de contorno
(1.3) son:

G ;- { xe 2201, 5 @"] | }
Xlrp =0, xlry -n=0, t€(0,7)

v, : = { x €[22 o), 8 @] }
Xlrp = Yoo Xlry -n=ve-n, te (0,7)

& : = {xe [L*(0.7),L*(?)] | xIr, = 0}

&, : ={xe [L(0,T),L* ()| xlrp = pe}

Donde N es la dimensién espacial del problema. Por otra parte, es evidente que,
para la determinacién de la presién, se debe cumplir que I'p U T'y # 0.
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Para la discretizacion en el espacio las ecuaciones (1.8) anteriores, se han de definir
los subespacios funcionales ¥, € Wy, ¥, C ¥,, &, C @, v &y, © &, asociados a una
particion® de elementos finitos {2} del dominio espacial §2. En este caso el problema
discreto se plantea como sigue;

Encontrar v), € W), y py, € &, tal que,

p;,A¢h--§fdﬂ+ pLI(W-VJwJ Py, dfd -F/s;?-#g (va) : £ (2y) dQ—
_/ﬂp,‘ (V-4 dﬂ:_/,;b'w" sy + (1.9)
/ bty 4 f (o8) 1, dQ Vb€ U,
Cw T'ni

[}%(V'Vf.) dd=0 Vo,ed,
(va (x,0) 4py) = (vo (x),3h,) Ve 0y,

Como ya se ha comentado anferiormente, existen principalmente dos dificultades
numéricas para la resolucién del sistema (1.9). La primera de ellas se refiere a la
introduccion de la restriceién ¥V - v = 0 en las ecuaciones, que en general obliga a la
eleccién de espacios de interpolacion (), W, &, vy ®4,) que permitan cumplir la
denominada condicién de Babuika-Brezzi [BD8S| [Cod92], en adelante BB,

La segunda dificultad se presenta cuando el término de conveceién de la scuacion
de balance de cantidad de movimiento (1.1) es importante respecto al término que
introduce la viscosidad (lo cnal ocurre para R, altos). Cuando esto ocurre, el sistema
de ecuaciones (1.9), resultante de aplicar el método de Galerkin afiade viscosidades
negativas, proporcionales al valor de R,[Sot97).

A continuacién, se estudiardn con un mayor detenimiento las probleméticas enun-
cladas.

1.2.3 La Restriccién de Incompresibilidad

Como se ha mencionado ya, la introduccién de la restriccién de compresibilidad del
flujo en las ecuaciones de Navier Stokes tiene como resultado efectos muy importantes.
Estos efectos se derivan principalmente del hecho de que el campo de velocidades puede
tomarse como tinica incdgnita del problema de Navier Stokes, para ser posteriormente
corregido con un campo de presiones derivado de él. En efecto, la presién en la for-
mulacién incompresible de las ecuaciones de Navier Stokes (1.1)-(1.2), no es ya una
variable termodindmica, sino que es una cantidad que establece el equilibrio de fuerzas
en cada volumen elemental. De hecho, si tomamos el rotacional de (1.1), podemos
eliminar la presién de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento. En ese easo
podrfamos caleular un campo de velocidades que cumpliera la condicién de balance

*Es docir cumple que £ = US® y 27 107 =0 8 e 9 ¢,
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de cantidad de movimiento, y posteriormente corregirlo con un campo de presiones
que nos permitiera cumplir la condicién de incompresibilidad, que se podria ealcular
tomando la divergencia de (1.1) e imponiendo (1.2).

Como se verd posteriormente, es posible demostrar la existencia y unicidad del pro-
blema estacionario asociado al sistema (1.9), en determinadas circunstancias, supuesto
el cumplimiento de la denominada condicién BB [BD88]. Esta condicién puede plantear-
se como,|Codd2],

sup  Jodn (V- Vi) dQ
v, &0, ={0} ll'W!HH1

Donde U, &, son los espacios de elementos finitos conformes asociados a la par-
ticién {£2°} del dominio espacial 2.

La condicion (1.10) supone una restriccién a la eleccién de los espacios de inter-
polacién de elementos finitos W), ®,. En general, esta condicién no permite que la
interpolacién de los espacios de velocidad y presién sea del mismo orden [Sot97]. Las
parejas de espacios de interpolacién que cumplen la condicién (1.10) se denominan
div-estables.

En la prictica, existen metodologias que permiten utilizar igual interpolacién para
los espacios de velocidad y presién, mediante la modificacién de la forma variacio-
nal (1.9). Entre estas metodologias, quizd la mds conocida es la denominada GLS
(Galerkin Least/Squares) [HEH89]. Otra posibilidad, quizd menos conocida, es la de
modificar la forma del sistema (1.9), mediante el desacoplamiento en la ecuacion de
halance de cantidad de movimiento del efecto de la presién. De esta forma, la presién
jugaria, precisamente ese papel de correccidn que le otorgdbamos anteriormente. Es-
ta metodologia, denominada Método de Pasos Fraccionados (Fractional Step Method)
[Cho67] [VCZ97] serd estudiada detenidamente a lo largo del capitulo 3 del presente
trabajo, donde se expondrdn las importantes ventajas que su forma semi implicita
reporta para los objetivos de este proyecto,

2 Killdpllge Yy € Ba (1.10)

1.2.4 La Problematica de la Conveccidn

La: problemadtica que presenta la aparicién de términos convectivos dominantes es cono-
cida, desde el principio del desarrollo de los métodos numeéricos en diversos campos
[RGY6]. Silos términos convectivos predominan sobre los términos viscosos o difusivos,
hecho que se produce para altos mimeros de Reynolds, la solucién numérica cldsica del
método de los elementos finitos (el denominado procedimiento de Galerkin) falla y
aparecen oscilaciones en todo el dominio, Las mencionadas oscilaciones desaparecen
con el uso de mallas muy finas, impensables desde el punto de vista préctico.

Desde un punto de vista fisico, el sistema de ecuaciones resultante de aplicar el
método de Galerkin afade viscosidades negativas proporcionales a R, provocando un
mala estabilidad del problema y la aparicién de oscilaciones.

Este problema es caracterfstico pues, de las ecuaciones que incorporan Lérminos
importantes proporcionales a las derivadas primeras de las variables, por lo que esta
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dificultad se extiende a muchas ramas de la mecdnica de medios contfnuos. En par-
ticular, nos encontraremos estos problemas en el estudio de la condicidn de superficie
libre (capftulo 2), que serd tomada como base para el estudio de métodos generales de
estabilizacidon de la conveccion.

Diversos autores han presentado procedimientos para resolver este inconveniente,
entre ellas destacan los métodos cldsicos de evaluacién contracorriente de las derivadas
(upwind) y la familia de métodos tipo Petrov Galerkin [KNZHS0| [Hir90] [Ravos]
[Cod93a] [HUY6], y los més recientes Characteristic Galerkin [ZC95) [ZMS*95] [VCZ97),
SUPG (Streamiine Upwind / Petrov Gulerkin) [BH82] [HHI94| [Cod93a) [HU96] y GLS
(Galerkin Least Squares) [HFH89) [S0t97]. Todos los métodos anteriores se basan en la
adicién de cierta cantidad de difusién numérica a las ecuaciones bisicas, diferencidndose
entre ellos en las bases conceptuales sobre las cuales se disefia esa adicién.

A pesar de todo, ninguno de los métodos anteriores, permite tener control sobre las
oscilaciones que se producen en presencia de altos gradientes de las variables (capas
lfmite o choques). Estas oscilaciones suelen ser localizadas y no tienden a propagarse
en problemas lineales, pero en problemas muy no lineales (como se comportan las
ecuaciones de Navier Stokes en muchos casos) pueden provocar inestabilidades globales.

En el capitulo 2 se estudiard en profundidad esta problematica, tomando como base
la ecuacién de conveccién difusién y se disefiard una metodologfa de general aplicacién
que permite eliminar toda la problemdtica asociada a los términos convectivos.

1.2.5 Existencia y unicidad de solucién

Hemos planteado anteriormente el problema discreto (1.9), correspondiente a la forma
variacional (1.8) de las ecuaciones de Navier Stokes (1.1)-(1.2). Ahora nos ocuparemos
de discutir la existencia y unicidad de la solucién del problema asi planteado.

Para ello, ha de suponerse que se cumple la condicién (1.10), por la adecuada
eleccién de los espacios de elementos finitos. Si consideramos el sistema de ecuaciones
estacionario, correspondiente a (1.9), dado por,

ﬂfn[(‘m + V) va] i dﬂ+£22ﬂg(wd FE () dﬂ—‘[np:- (V-4y) d2 =

et [ (o5) 9y d@ Vihew, (1)

I'as

/t;ﬁh (Vv "V‘h) dil=0 VY, edy,
Q

(Vh (x! D) .ﬂ’h) oy (vﬂ (I) Jﬁ’h) V‘lbhE wfll

En este caso, puede demostrarse la existencia y unicidad de la solucién del problema
estacionario (1.11), siempre gque se cumpla [Cod92],

=/ b'whdﬂ4“
4]

'y

N,
X= ez

<1 (1.12)

7



siendo N, N; las constantes de continuidad de las formas correspondientes al tér-
mino convectivo ¢ independiente, respectivamente, de la ecuacién de cantidad de mo-
vimiento del sistema (1.11) que pueden definirse como [Cod92],

p.’n [(uy, - V) vi) Wy, dQ

N, = zu Vi, Vi, W e HY(O 113
P ucl Tl Tl o vmwn € Ho (@) (113)
b uy, dQ
N = -?Ttﬁlﬂﬁ Vuy € Hy (2)
Il i

y K, es |la constante de estabilidad de la forma correspondiente al término difusivo
de la ecuacién de cantidad de movimiento del sistema (1.11), que cumple,

[ﬂ 20 (up) : g (W) 422 K, unlln Vi € HY (Q) (1.14)

De esta iiltima definicién puede comprobarse que la condicién (1.12) es restrictiva
y no se cumple para valores elevados de A,. Como se discutird posteriormente en el
capitulo 3, para valores moderados de R, en la realidad experimental pueden encon-
trarse soluciones no estacionarias e ineluso varias soluciones, cuya aparicién depende
de las condiciones iniciales que se planteen, Este aspecto se considerars posteriormente
en el capitulo 3, al tratar de la turbulencia.

1.3 Conclusiones

En el presente capitulo se han discutido las principales inestabilidades numéricas aso-
ciadas a la regolucién de las ecuaciones de Navier Stokes por el procedimiento cldsico
de Galerkin.

La primera de ellas se refiere a la introduccién de la imposicién de incompresibilidad
en las ecuaciones de Navier Stokes, Esta condicién obliga, en general, a la eleccién
de espacios de interpolacién que permitan cumplir la condicién BB, aunque existen
metodologias que, mediante la modificacién de la forma variacional, permiten usar
igual interpolacién para los espacios de velocidad ¥ presién.

La segunda dificultad se presenta cuando el término de conveceidn de la ecuacién
de balance de cantidad de movimiento es importante respecto al término que introduce
la viscosidad (lo cual ocurre para A, altos).

Por otra parte, es posible demostrar la existencia y unicidad de la solucién esta-
cionaria de la forma variacional de las ecuaciones de Navier Stokes. Sin embargo, la
solucidén nica sdlo existird para valores pequenos de R,. Para valores moderados, la
experiencia demuestra que pueden existir soluciones no estacionarias, ¢ incluso varias
soluciones, dependiendo de las condiciones iniciales.



Capitulo 2
El Problema de la Superficie Libre

El presente captiulo se dedicard al estudio de la ecuacicn de superficie libre. En primer
lugar se hard un recorrido sobre las distintas formas que hasta la fecha se han ulilizado
para su resolucion y se discutirdn los principales problemas que se plantean. La pro-
blemdtica que se trata de resolver nos levard a un profundo estudio de la ecuacidn de
conveccion difusion. A través del andlisis de este problema, se hard une presentacion
de la técnica de edleulo finitesimal (CF) desarrollada para la estabilizacidn de los pro-
blemas de transporte por conveccion y que en capitulos posteriores serd utilizades para la
estabilizacion del algovitmo numérico para la resolucion de las ecuaciones de Novier
Stokes. En wltimo lugar se presentan varios ejemplos bdsicos de aplicacion de las
téenicas presentadas.

2.1 Introduccién

Como ya se ha comentado con anterioridad, la determinacion de la resistencia debida a
la formacién de olas es de gran importancia. Su importancia relativa en la resistencia
total (que puede llegar a valores en torno al 70%), ast como su gran dependencia
con las formas del buque, han hecho que numerosos trabajos se llevaran a cabo al
objeto de desarrollar un método efectivo para su determinacién, El método de los
elementos de contorne, para la resolucion de las ecuaciones del flujo potencial, es la base
de la mayorfa de los algoritmos numéricos desarrollados en log ltimos afios, aungue
muy recientemente han comenzado a aparecer cadigos que resuelven las ecuaciones de
Navier-5tokes mediante esquemas de proyeccisn o de pseudocompresibilidad [Cod92]
[CVZ97] [LYOI96] [GO99] [HM.I93] [LRB*98].

Independientemente de las ecuaciones de la dindmica de fluidos resueltas por dife-
rentes métodos numéricos, la condicién de superficie libre, debido a su especial com-
plejidad, que podrd apreciarse en detalle en el desarrollo del presente capitulo, ha sido
tratada de muy diversas formas. Tanto la solucién de la ecuacién completa como de
varias linealizaciones han sido consideradas por diversos autores [Daw77] [LRB*98]
[FMJ93] [Ravi6] [Yeus2] [D’ES7]. La mayoria de los esquemas propuestos resuelven el
problema en un dominio fijo, considerando una superficie de referencia. Sélo en los Ul
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timos afios han comenzado a aparecer esquemas que resuelven el problema en dominios
maviles [Rav02] [MCO8| [LYO98].

Pero ademas, la solucién de la ecuacién de superficie libre por los métodos cldsicos
de integracion de ecuaciones diferenciales, presenta una problemética, no por estudiada,
resuelta, Nos referimos a lo que en la literatura al respecto se conoce por imposicién de
la. condicién de radiacién [Daw77] [Let93] [D'E97] [Rav96]. La condicién de radiacion
establece el cardeter de la solucidn en el infinito, y en concreto especifica que la su-
perficie libre debe permanecer imperturbada aguas arriba del barco y lejos de él. La
necesidad de imponer esta condicién se justifica en la teorfa lineal cldsica, por el hecho
comprobable de que el planteamiento del problema de mecdnica de fluidos dado por
la ecuacién de conservacién de la masa' mds las condiciones de contorno de superficie
libre dindmiea y cinemética, conducen a un problema hidrodindmico incompletamente
formulado [Rav96]. Efectivamente, puede demostrarse como, en ese caso, el sistema
de ecuaciones no determina unfvocamente el flujo alrededor del bugue, De hecho puede
comprobarse como el sistema asf planteado admite soluciones simétricas respecto a un
plano perpendicular al sentido de avance del buque [D'E97, pp. 35-38].

Evidentemente, este tipo de justificaciones no sirven para el problema no lineal que
pretendemos abordar. Sin embargo, el correcto planteamiento del problema de Navier-
Stokes, tal y como se ha presentado en el capftulo anterior, puede ser demostrado bajo
ciertas condiciones [GRS6|.

Sin embargo, a lo largo de este capftulo estudiaremos ¢l fenémeno de inestabilidades
asociadas a la resolucién de la ecuacién cinemad tica de superficie libre, cuya naturaleza
o8 ciertamente la misma que la que se presenta en los problemas lineales antes comen-
tados. De hecho, demostraremos como, tanto en el caso lineal como en el no lineal
el operador discreto de transporte por conveccién (ecuacién cinemdtica de superficie
libre) es inestable. De esta forma al intentar resolver la ecuacién de superficie libre nos
encontramos con oscilaciones no flsicas en todo el dominio de andlisis. Cabe sefialar
que, la inestabilidad por si sola no provoca la aparicion de estas olos espurias, gino que
se requiere la presencia de algin foco de perturbacién. En muchos cagos, esta pertur-
bacién se produce por la imposicién de condiciones de contorno inadecuadas. El hecho
es que ¢l operador de conveccién discreto permite que las oscilaciones producidas en el
contorno se propaguen de manera no fisica aguas arriba en forma de olas espurias. Sin
embargo, esta no es la tinica causa de la aparicion de estas olas, fenémenos naturales
de capas lfmite o altos gradientes de las variables pueden producir ¢l mismo efecto.

Este nuevo enfoque del problema permitird entrar en detalle en su naturaleza y
disefiar un esquema de solucién general para este tipo de problemas. Cabe sefialar
que el enfoque que se planteard es perfectamente general, aplicable tanto a los proble-
mas lineales como no lineales, v de hecho, la metodologfa para su resolucidn, puede ser
extendida a problemas de distinta naturaleza. En resumen, no hablaremos de la necesi-
dad de imposicién de la condicién de radiacién del problema, sino de la inestabilidad
intrinseca del operador discreto de conveccidn.

IEn el planteamiento del problema del flujo no viscoso ¢ irrotacional, sélo es necesario resolver la
ecuacién de incompresibilidad, dado que las incdgnitas del problema se reducen al campo de potencial.
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Por otra parte conviene insistir en el hecho de que la inestabilidad de este operador
necesita una perturbacién para manifestarse, como la presencia de altos gradientes
de las variables o condiciones de contorne inadecuadas. A este respecto en [D'E97]
e muestra una metodologfa para el problema que permite imponer condiciones de
contorno absorbentes, esto es, que son capaces de no perturbar la solucién, y permiten
resolver el problema sin necesidad de modificar el operador de superficie libre.

Respecto a la inestabilidad del operador discreto de transporte convectivo, el modo
més cldsico de evitar este problema fue propuesto por Dawson [Daw77], quien usé un
esquema de cuatro puntos aguas arriba para evaluar la derivada que aparece en la
ecuacién de superficie libre. La utilizacién de este tipo de esquemas es, probablemente,
la principal razén por la cual la mayorfa de los cadigos que predicen la resistencia
por formacién de olas en buques utilizan mallas estructuradas [Rav96]. Otro esquema
muy utilizado por diversos autores se reduce a introducir una difusién de cuarto orden
en la ecuacién de superficie libre [LYO98] [MCO8]. En todo caso, es muy escaso el
mimero de publicaciones en las que se dan explicaciones claras de la accién de estos
esquemas en la resolucién (ver por ejemplo [Let93]), v en todo caso no existe una
justificacién tedrica con base fisica que sustente la aplicacién de estas metodologias.
En el presente trabajo, se plantea como objetivo comprender toda la problemética
inherente a la resolucion de la ecuacién de superficie libre. Por ello, y dado que,
matemdticamente, se describe la condicién cinemdtica de superficie libre como una
ecuacién de conveccién pura, se hard un estudio profundo de este tipo de ecuaciones,
A rafz de este estudio se podrd derivar un procedimiento consistente? de estabilizacién,
a la vez que obtener un mejor entendimiento de las razones ffsicas y matematicas en las
cuales se basan los métodos de estabilizacién existentes. Por otra parte, la metodologfa
que se desarrollard, permitird tener mas control sobre la cantidad de difusién afiadida
en la ecuacion de superficie libre, eliminado la amortiguacién excesiva de muchos de
los esquemas utilizados. En nuestro caso este aspecto es vital, pues el problema que
pretendemos resolver es de naturaleza ogcilatoria (olas), por lo que la solucién a la
inestabilidad de las ecuaciones, no puede ser una simple adicién de difusién, pues esto
amortiguarfa tanto las oscilaciones espurias como las fisicas,

2.2 La Condicién de Contorno de Superficie Libre

La condicién de contorno de superficie libre no puede expresarse matemdticamente con
una ecuacién sino con un conjunto de ellas que se presentan a continuacion.

En general, la condicién de contorno (denominada dindmica) de una superficie libre
obliga a la continuidad de la velocidad y las tensiones a través de la superficie [RGOG|.
Para nuestro andlisis esta condicién puede expresarse como la relacién entre el cambio
en las tensiones de los fluidos y Ja tensién superficial del contorno, es decir,

"Esto es, ln solucién de la ecuncidn diferencial original, es solucion del problema estabilizado.
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Tgn—T4n=f (R1 :'_ Rz) n e T, (2.1)

Donde T¢ es el tensor de tensiones del agua y 74 el del aire, n s la normal a
Ja superficie libre, 4 es la tension superficial y Ry, Rz son los radios de curvatura
principales de la superficie y 1, s el contorno sobre el que se aplica la condicidn.

Si consideramos que el aire estd en reposo, manteniendo una presién constante p,
sobre la superficie libre, y despreciamos ademss, los efectos de la viscosidad en este
medio, podemos obtener una primera versién simplificada de la ecuacién (2.1),

Tan+ pon =4 (Hl i Rg) n en [, (2.2)

Por dltimo, si despreciamos todos los efectos viscosos sobre la superficie libre, lo
cual es equivalente a suponer® que R, — oo, la ecuacién (2.2), degenera en la simple
imposicién de que la presién sobre la superficie libre debe ser la atmosférica’.

p=p, en [, (2.3)

La ecuacion (2.3) es la condicién que consideraremos en el presente trabajo, suponien-
do despreciables, en primera aproximacién, los efectos de la viscosidad en el fenémeno
de superficie libre, en los problemas précticos de hidrodindmica naval [Daw77] [HM.J93]
[LYO196].

En todo lo anterior, se puede tomar sin pérdida de generalidad, p, = 0.

Por otra parte, la descripcién del movimiento de la superficie libre se hace a través
de la llamada condicién cinematica de la superficie libre. Esta expresa la condicién de
superficie material (o de corriente) de este contorno. Si describimos la posicién de la
superficie libre en un instante dado, en la forma, cldsica, a partir de la relacién siguiente,

F(.’ﬁ. W zrt) =z= ﬂ(msyst} =0 (2.4)

donde 7 (z,,1) es la funcién que define la elevacion de un punto de coordenadas
z,y de la superficie libre en un instante dado y £ (z,y, z,1) es la funcién implicita que

8Valores normales de R, en hidrodindmiea naval son del orden de 107 — 109,
1 Una versién mis exacta, incluyendo los efectos de la viscosidad, puede obtenerse directamente de
la tercera componente de la condielén dindmica de superficie libre coma

P=Pa=TGuu —ﬁ(n.—i'a;) en Ty
donde se ha supuesto que n = (0,0, =1).
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define la superficie. De esta manera, podremos expresar la condicién cinemédtica de
superficie libre como,

Dr(x,t)
Dr

Donde %L es la derivada material o sustancial de la funcién /. Esta derivada
se interpreta sencillamente si se introduce el concepto de dominio material {x, cuyas
coordenadas A(Ay, Az, Ag) son las etiquetas o identificadores de las particulas (descritas,
por ejempla, por su posicién en el instante ¢ = 0). La versién euleriana de esa misma
ecuacion (2.5) puede obtenerse a partir del campo de posiciones instantdneas de las
particulas del fluido x = x(A, ).

0 (2:5)

DF (x(\t),t) _ OF _ OF [ or
Dt o T em o), ety VF=0 26

Teniendo en cuenta la definicion de la superficie /-, la ecuacién (2.6) puede simpli-
ficarse y resulta como sigue,

g

W+V-'€'n=w=ﬁ-?ﬂ+uan i

5 3;-}-1!-5;—1#:0 en z=m (2.7)

P

Donde ¥ = (u,v), v = (f;,-g;,) representan el vector velocidad y el operador
gradiente bidimensionales.

Del mismo modo se puede escribir la ecuacion (2.7) anterior en su forma estacionaria
como,

w=v:-Vn en z=q (2.8)

Hay que hacer notar, como ya se ha mencionado en la introduccién, que tradicional-
mente se defendia que la condicién de superficie libre requiere la aplicacién de una
imposicién adicional conocida como ecuacién de radiacidn [Rav96] [Daw77] [D'ES7).
No obstante, el enfoque que se hard en este trabajo, justificard que tal condicién de
radiacién no es una condicién necesaria®, en el caso general. El problema que se trata
de resolver imponiendo esta condicién se refiere en realidad a la inestabilidad del pro-
blema discreto y es inherente al tipo de ecuacién que e intenta resolver, como se vers
posteriormente en este mismo capitulo.

Por otra parte, conviene hacer notar que la descripeidn de la superficie libre hecha
en (2.5) sélo permite que esté univocamente definida en #, dadoes un par z, y, v por lo
tanto fendmenos como olas rompientes no pueden ser reproducidos.

"Hay que sefialar que en el problema de flujo no viscoso o irrotacional, la formulacién incompletn
del problema exige de una condicidn adicional, do ahi la aparicién de esta ecuacién de radiacién, Tal
necesidad proviene de las simplificaciones hechas en &l problema, no de la naturaleza fisica del mismo.
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2.2.1 Formulacién ALF de la Superficie Libre

Es bien conocido, que existen dos formas cldsicas de representar las ecuaciones de los
medios continuos: la representacién Lagrangiana y la Euleriana. La primera basa la
descripeidn del movimiento en un seguimiento de las particulas del medio, mientras
que la segunda basa la descripeidn en la posicion respecto a un sistema de referencia.

Tradicionalmente, las ecuaciones de dindmica de fluidos se han descrito con for-
mulacién euleriana, mientras que la descripeidn lagrangiana del movimiento quedaba
restringida a su uso en mecdnica de estructuras. Esto se debe a las ventajas relativas
que ofrecen una y otra formulacién. Con el objetivo de cubrir ese hueco ereado entre los
dominios fluido y estructural, se desarrollé una descripeién mixta, o mejor arbitraria,
denominada ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian).

Estas formulaciones se desarrollaron primero en el contexto de los métodos de di-
ferencias finitas [HAC74] y mds tarde fueron incorporados al mundo del método de los
elementos finitos [HLZ81] [FKT99] [Den82] [0G99] [GO99].

La idea bdsica de esta formulacién es incorporar un dominio de referencia adicional
que denominaremos {2 y cuyas coordenadas de referencia estdn dadas por el vector
£(£,,€5,E,). Este dominio de referencia podria ser, por ejemplo, el que describe el
movimiento de la malla de elementos finitos. De la misma manera denominaremos £
al dominio material, cuyas coordenadas A(Ay, Az, A3) son las etiquetas de las particulas
(descritas, por ejemplo, por su posicién en ¢ = 0), Por iltimo tendremos el dominio
espacial comin £, de coordenadas x(z,, 22, 73). Es evidente que existen las funciones
de trasformacién de coordenadas £(x,1), x(£,1), £(A, 1), A(€,8), A(x, 1) v x(A, 8).

Podemos entonces expresar la derivada material de una cantidad y, como,

mxlg::.ﬂ _ [ﬂx(xg.::t):'«)]" = [axf;:' ")]x 4 axé?:*) [%ff]A (2.9)

La relacién (2.9) anterior se suele denominar ecuacidn fundamental ALE [WRO8|.
Expresa la derivada material de una cantidad y donde la derivada temporal se ha
caleulado respecto a un sistema de referencia x y las derivadas espaciales en un sistema

de referencia £. Las cantidades [*&ﬁl] ge denominan velocidades convectivas ALE, En el
caso en que el dominio de referencia i‘@dmariba el movimiento de la malla de elementos
finitos, sa cumple que [%] ;= v", donde v™ (v") es la velocidad de deformacion

de la malla.
Si aplicamos la relacién (2.9) a la ecuacién (2.5), se obtiene la version ALE de la
condicién cinemética de superficie libre siguiente,

%+(x‘r—\’r*")-$n=w—wm en r=19 (2.10)

Donde, evidentemente, v’ = [u™,v™ w™] y ¥™ = [u™, v™].
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2.2.2 Forma Simplificada de las Ecuaciones de Superficie Li-
bre

Las ecuaciones anteriores (2.3), (2.7) y (2.8) representan un contorne no lineal en lag
incégnitas n y v. Ademds las condiciones deben imponerse sobre un contorno descono-
cido a priori. Esto hace evidente la complejidad del presente problema. Por esta razon,
en la gran mayorfa de los algoritmos numéricos desarrollados hasta la fecha so con-
sideran simplificaciones de esta condicién de contorno. A continuacién presentaremos
algunas de las mds conocidas simplificaciones aplicables a la ecuacion (2.8) estacionaria
de superficie libre. Es comiin a todas estas simplificaciones suponer que el efecto de la
viscosidad en la cercanfa de la superficie libre es despreciable. Si ademés consideramos
que el movimiento, en esa zona del fluido, es irrotacional, la ecuacién de Bernoulli
puede ser usada cerca de la superficie libre, esto es,

3-}'3+-1-(u"+w’-+-w"')+ =0 1

713 gn = (2.11)

Donde ' es un valor constante a lo largo de una linea de corriente (que se puede

obtener, en general, por comparacién con las condiciones aguas arriba) y se ha de-
nominade p, a la presién sobre la superficie libre. Si se supone que la presién sobre
la superficie libre es constante, el término fff se puede incorporar a la constante
quedando la ecuacién (2.11) anterior, tras despejar 7, como,

1 1

0= - C- 5 (v +v? + w“)] (2.12)
La ecuacién (2.12) anterior, relaciona a través de 7, las condiciones dindmica y

cinemdtica de la superficie libre. De esta manera, considerando por simplicidad el

problema estacionario, puede sustituirse la ecuacion (2.12) en la ecuacién (2.8) dando,

Qu+9-V|v* =0 en z=gp (2.13)

En la ecuacién (2.13) anterior s¢ pueden apreciar claramente los dos tipos de no lin-
ealidades que estdn incluidas en el problema. La primera se refiere al término ¥ - ¥ [v|?
que s una no linealidad cldsica que incluye términos de tercer orden en las velocidades.
Por otra parte el desconocimiento a priori de la posicién de la superficie libre 7 es una
no linealidad tipica de los problemas de contorno mévil.

La resolucién de] problema planteado ha llevado al desarrollo de numerosos asque-
mas. A continuacién haremos un recorrido por los mas significativos,

Por otra parte, cabe sefialar que, las simplificaciones que se presentan a eontinuacién
han sido desarrolladas para preblemas de Aujo potencial, y por tanto lineal. Es por
ello que suponen se cumple la aditividad de las componentes de la solucién.
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2.2.3 Condicién de Superficie Libre para Buques Lentos

La resolucién del problema de superficie libre choca, en primer lugar, con la gran di-
ficultad que plantea el problema de contorno mévil, que es la necesidad de deformar
el dominio de andlisis, Esto requiere la aplicacién de técnicas de movimiento de malla
o remallado, que afiaden un coste adicienal al cdleulo. De ahf que la primera simpli-
ficacién que se puede llevar a cabo, a partir del planteamiento de la ecuacién (2.13),
es la de su aplicacién sobre una superficie de referencia 7, (en general plana y muy
a menudo la inicial en calma). De esta manera podemos escribir una nueva versién de
la ecuacién (2.13), como:

2qu+d- TP =0 en z=n, (2.14)

Una forma muy conocida de simplificacién de la ecuacién de superficie libre se basa
en suponer que el flujo con olas sélo supone una pequena variacién del flujo sin ellas
(¢l conocido tradicionalmente como flujo de modelo doble sumergido). Esta suposicién
se cumple para pequenos niimeros de Froude, y esta es la razén por la que esta forma
de abordar el problema es conocida como teorfa de los buques lentos. Teniendo en
cuenta esta suposicién, el potencial de velocidades, y por lo tanto la velocidad, se
descompone en dos partes aditivas. La componente debida al doble modelo sumergido
y la componente de perturbacién debida a las olas generadas.

v (2, 2) = v* (2,9,2) +V (2,5, 2) (2.15)

Donde v* es la velocidad correspondiente al doble modelo sumergido y v/ es la
velocidad de perturbacién, por lo cual podemos escribir que [v*| >> |v/|. En este caso
podemos escribir la ecuacién (2.14) eomo,

2gu+ [ +7) V| W V=0 e z=7,, (2.16)

Si operamos los términos de la anterior ecuacién, podemos escribir que,

-~ ud B 2 -
POy 4 Y 4295V (V) + (2.17)
+i'r"~‘5’v'= pe @"-@vm + WY (‘v’-v”) =—2gw en z= Mref

Si se resuelve ¢l problema del doble modelo sumergido en primer lugar, el término
v* es conocido, por lo tanto los tres términos subrayados del primer miembro de la
anterior ecuacién son lineales, mientras que los tres restantes son no lineales, y para su
simplificacién se pueden seguir diversos criterios [Rav06], [BT75]. En efecto, muchos
autores han derivado formas lineales y no lineales simplificadas, a partir de la ecuacion
(2.17). Una discusion sobre ellas puede encontrarse en [Rav96|.

Por iiltimo hay que mencionar que, én muchas ocasiones, la condicién de superficie
libre para buques lentos se encuentra en la forma,
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29w + 2 |v| (u,——|v“ + | + uaylv v l) =0 en z=uy,, (2.18)

que se puede derivar inmediatamente de (2.17).

2.2.4 Ecuacién de Superficie Libre Lineal

Bajo este epigrafe, presentaremos dos de las més conocidas formas lineales de la condi-
cién de superficie libre estacionaria. Ambas parten de la aplicacién de la simplificacion
(2.14), es decir, las condiciones se deben aplicar sobre una superficie libre de referencia,

e Condicién de Superficie Libre de Kelvin

La forma mds simple de linealizacién de la ecuacién de superficie libre se basa en
suponer que toda la perturbacién que causa la presencia del buque sobre la corriente
uniforme es pequefin. De esta manera y suponiendo que la solucién (dado que esta
solucion se aplica al flujo potencial, y por lo tanto lineal) es aditiva de sus componentes,
se tiene que, '

vz, 1,2) = Vo + ¥ (2,9, 2) (2.19)

Donde v = (#10,0,0) es la velocidad no perturbada (que se supone lleva la di-
reccién del eje Oz) y v/ es la velocidad de perturbacién. Evidentemente, la aplicacién
de esta linealizacién supone que se cumple que |v/| << |v,|. En este caso podemos
escribir que:

2= fuo + 0V W) = [te + ) 4 0P w0 = d o Qudd (2.20)

Ademds, hay que tener en cuenta que, dada la suposicién hecha en este caso, se
cumple que,

w = u (2.21)

De este modo, sustituyendo las relaciones (2.20) y (2.21) en la ecuacién (2.14),
queda como sigue,

2gu’ + (e + 1) 3% (udy + 2uot’) + (Voo + ') 5= (1l + 2uott’) = 0 (2.22)

De donde, operando y despreciando los términos de segundo orden en v/, ge obtiene
la forma de la ecuacién de superficie libre de Kelvin:

f

gu' + u? %‘i -0 (2.23)
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¢ Condicién de Superficie Libre de Dawson

Dawson [Daw77| presenté en 1977 uno de los primeros, y probablemente el mds
conocido de los algoritmos numéricos basado en el método de elementos de contorno
para resolver el problema de flujo potencial con superficie libre. Su propuesta de resolu-
cion del problema de flujo tridimensional de superficie libre se basaba en el acoplamiento
de un algoritma de resolucién para el problema del modelo doble sumergido mediante
en el algoritmo de Hess y Smith [H564b| [HS64a] [GSPO8| con un método de resolucion
del problema con superficie libre basado en la teorfa de los buques lentos presentada
anteriormente en las ecuaciones (2.15) a (2.18).

Como se muestra en el apéndice F, la forma linealizada de la ecuacién de superficie
libre dada por Dawson tiene la forma,

-3 A
qu 4= é’i (V " |'V|) = 2v"- (lV l"“E";'rl“) en z= nref (2"24)

Donde se ha denominado | = ]:—;f (vector unitario en la direccion de la velocidad
de doble modelo sumergido).

Como puede apreciarse la ecuacién (2.24) tiene grandes ventajas en su imple-
mentacion, las cuales son, én gran medida, causa de su éxito. La posibilidad de cdlculo
de las derivadas segiin lineas de corriente, correspondientes a la solucidén de doble
modelo sumergido (cuya direccién, evidentemente, estd dada por | = I%I)’ facilita su
determinacién utilizando el métode de diferencias finitas, De esta manera, el algoritmo

de solucién se plantea de la siguiente forma:

= 1. Resolver el problema de doble modelo sumergido, obteniendo asf el campo
de velocidades v* = (u*, v*,w*).

2. A partir de la solucién anterior se pueden evaluar las derivadas respecto de
la direccién dada por | = 1—:'7;—[ Asf se puede resolver de nuevo el problema,
pero imponiendo en este caso la condicién (2.24), y obteniendo asf el campo
de velocidades solucién del problema v = (u, v, w).

Para facilitar la implementacién del algoritmo, en el método original los paneles
de la superficie libre se disponfan en tires aproximadamente alineadas con el flujo
del modelo doble sumergido. De esta manera, las derivadas que aparecen podfan ser
calculadas directamente usando diferencias fnitas sobre log puntos de colocacién de
sucesivos paneles de la misma lira.

Pero, probablemente, el aspecto que ha hecho mas famoso al método de Dawson
fue la forma de estabilizacién de la ecuacién de conveceidn, aspecto que serd tratado
posteriormente en este capftulo, v es discutido en el apéndice F,
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2.2.5 Meétodos Iterativos para la Resolucién del Problema de
Superficie Libre no Lineal

Junto a los ampliamente utilizados, en multitud de cddigos desarrollados en los ultimos
aios [Daw77] [Rav06] [PSS96], algoritmos basados en las diferentes variantes de la
condicion linealizada y cuasi linealizada de superficie libre, discutidas en la seccién
anterior, han aparecido en la ultima década formulaciones que incluyen algoritmos
de resolucién de la condicién no lineal. A continuacién, haremos una revisién de los
principales esquemas que se han desarrollado en este Ambito.

Para la discusién que se presenta en este apartado se tomard la condicidn de super-
ficie libre estacionaria, La versién transitoria puede ser derivada de manera sencilla a
partir de los esquemas presentados.

e Método de Bernouilli

Quizd el més simple de los algoritmos para la resolucién iterativa de las ecuaciones
no lineales de superficie libre es el basado en impoener como condicién de contorno en
el fluido la condicién cinemstica (2.8) basada en la superficie libre 7, _; calculada en la
iteracién anterior.

wy = i}"‘ﬁni'—l =0 en z= i1 (2-25)

Si partimos de una posicién de la superficie libre 7 = 7lp, €n general la solucién
sin olas, la relacién anterior permite ealeular la nueva posicién de la superficie libre a
partir de la ecuacién de Bernouilli (2.12). En resumen, el proceso iterativo resultante
esta dado por:

= 1. Se parte de una solucién n = 5.
2. Se resuelve el problema de mecénica de fluidos en el dominjo §2, imponiendo

como condicién de contorno de superficie libre,

2ung + 1'?,-91_? |'v*;_, rn =0 en zz= Thi-1 (2-26)
3. Por iiltimo se calcula la nueva posicién de la superficie Jibre 2 = 7, utilizando
la ecuacién (2.12).
4. El bucle se cierra volviendo al paso 2.
La versién transitoria de este método es dificilmente utilizable en la rictica, dado

que la ecuacioén (2.12) se complica en este caso, apareciendo el términe %, donde ¢ es
el campo del potencial de velocidades®, definido por v = V.

Hay que recordar que la justificacion de ln scuacién de Bernouilli requiere que el Auido sea ni
viscoso e irrotacional, por lo que existe una funcién potencial de velocidades,
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Hay que senalar que este método tiene un rango de convergencia muy limitado,
Esto es debido al efecto que el valor de la aceleracién de la gravedad g, tiene en la
ecuacién (2.26). Valores muy pequenios de g, provocan cambios muy grandes en el
segundo término de la ecuacién (2.26), mientras que valores muy grandes de g crean
importantes variaciones en la superficie libre, entre iteraciones sucesivas.

Respecto a la imposicion de la condicién dindmica de superficie libre, ésta se lleva
a cabo a través de sustitucién de la ecuacién de Bernouilli (2.12) en (2.26). Esto es
equivalente a imponerla a través de la (2.33), que se presentard posteriormente en esta
seccion.

= Método de Pseudoconcenbracidn

Un método muy conocido para la resolucién del presente problema es el llamado
método de psendoconcentracién [Sot97], también conocido como método del volumen
de fluido. Esta técnica ha sido utilizada extensamente para el seguimiento de superficies
de interfase entre fluidos. La caracteristica de poder resolver problemas con superficies
libres en volimenes fijos, lo hace especialmente adecuado para este tipo de situaciones.
Este método consiste en transportar en un volumen fijo Q una funcién de pseudocon-
centracién 7 (z,¥, ) que cumple g—g = —1. De esta manera la ecuacién de transporte
equivalente a (2.8) queda como,

v:Vn=0 en z=0 (2.27)

La ecuacion (2.27) se resuelve cada iteracién usando el valor de v que se obtiene de
resolver el problema del fluido. De esta manera el algoritmo queda como,

=Wi—i P ﬂi—l% -+ Ui_1%1—;i =0 en Q (223)

Este método de solucién tiene como ventaja su simplicidad, ya que permite resolver
un problema con contornos méviles utilizando una malla fija. Desafortunadamente,
la precisién del método en la captura del frente no es dptima, y en general obliga
a utilizar mallas muy finas. Por otra parte el esquema presentado sélo impone la
condicién cinemitica de superficie libre, por Jo que requiere que de alguna manera se
imponga la condicién dindmica sobre el fluido. Este es un problema de dificil solucién,
y que por lo general es obviado, o burdamente simplificado, en los algoritmos que
utilizan esta técnica.

El algoritmo de resolucién del problema, en este caso, podria ser el siguiente:

= 1. Se parte de una solucién n = 7,.

2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio Q, tomando
como interfase entre fluidos, la superficie z = 7,_;.
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3. Se calcula la nueva posicion de la superficie libre z = #, utilizando para ello
la ecuacién (2,28).

4. El bucle se cierra volviendo al paso 2,

En el caso transitorio la ecuacién (2.28) puede escribirse como,

& :
%ﬂt_l 4 u"'ﬂ_;; + w_]% =wi-; en £ (2.29)

Por lo que el algoritmo de resolucién del problema transitorio, podrfa ser el siguiente:

= 1. Se parte de una solucién 7 = 7,.
2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio Q, tomando
como interfase entre fluidos, la superficie z = #,_,.

3. Se calcula la nueva posicién de la superficie libre z = 7; utilizando para ello
la ecuacidn (2.29).

4. El bucle se cierra volviendo al paso 2.

s Método de Transpiracion

Se puede entender este método como una versién mejorada del algoritmo de pseudo-
concentracién anterior, dado que se resuelve la misma ecuacién (2.28) pero sélo sobre
z = 7};_y, & imponiendo ademds, sobre esta misma superficie, la condicién dindmica
(2.3). Esto obliga a que la superficie z = 7~y 5€ actualice a la posicién z = 7, en cada
paso de tiempo, De esta manera el algoritmo de resolucién del problema podria ser el
siguiente:

= 1. Se parte de una solucién 1 = .

2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio £, imponiendo
en la superficie libre = = 7,_; la condicién dindmica dada por (2.3).

3. Se caleula la nueva posicién de la superficie libre » = 7; resolviendo para
ello la siguiente ecuacidn,

i) g
—wi—y + w-;% + Ut—t‘“é% =0 en z=9., (2.30)

4. Se actualiza el dominio fluido §2, teniendo en cuenta la nueva posicién de la
superficie libre.

5. El bucle se cierra volviendo al paso 2.
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Figura 2.1: BEsquema de la disposicién de las superficies 7 y 7,.,;.

E| nombre del método proviene del hecho de que se permita en cada paso de tiempo
que exista un flujo a través de la superficie libre, dado que s6lo en la solucién final del
problema se cumplird la condicién u;%f'; + %y =w; en z = n que indica que la
superficie z = 7); es superficie fluida.

Se hace evidente que el algoritmo presentado tiene una gran complejidad para su
implementacién, debido a la necesidad de actualizar la malla en cada paso de tiempo.
Por ello se han desarrollado versiones simplificadas del método de transpiracién, que
eliminan este inconveniente,

Supongamos ahora que la superficie z = 7 representa una pequena perturbacién
respecto a una superficie de referencia dada por z = 7,,,. En ese caso podemos
suponer que la velocidad v = (ug, v, wi) sobre 2 = ,,, es aproximadamente igual que
gobre z = 7. Asf la ecuacion (2.30) se puede escribir de manera simplificada como,

=W + M;q%% + viﬂ% =0 en z=1,y (2.31)

Por otra parte, la nueva condicion dindmica de superficie libre puede obtenerse de
la aplicacién de la ecuacién de Bernouilli (2.11). De su aplicacién sobre un punto A en
la. superficie z = 77 y uno B sobre z = 1,,, siendo B la proyeccién segin Oz de A (ver
figura 2.1), se obtiene,

—_—

B

9n+%"‘+§( AtvAtul) = Ca (2:32)
i
ot B ashond < o

Dado que py = py, ¥ tomando en consideracién las suposiciones anteriores, hechas
sobre la velocidad, se deduce que v4 = (uq,va,wa) = vp = (up,vp,wg), v teniendo
en cuenta ademds, que las constantes C, C'p coinciden, dado que en el infinito aguas
arriba Oy = B 4 Ivi = Cjy, se tiene que,
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PE = 1o+ pg (1 = ey (2.33)

Que se puede considerar una version de la ecuacion (2.3) aplicable sobre la superficie
de referencia.

De esta forma el algoritmo de resolucion del problema, basado en una superficie de
referencia 7,, ,, podria ser el siguiente:

= 1. Se parte de una solucién n = 7,

2. Se resuelve el problema de meednica de fluidos en el dominio €, imponiendo
en la superficie libre z = 7, _, la condieién dindmica dada por (2.33).

3. Se caleula la nueva posicién de la superficie libre z = 7, utilizando para ello
la ecuacién (2.31).

4. El bucle se cierra volviendo al paso 2.

Por iiltimo, se presenta la versidn para problemas transitorios del método de tran-
spiracién presentado. El algoritmo en este caso, estard dado por,

= 1. 5e parte de una solucién 7 = 7,.

2. Be resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio £, imponiendo
en la superficie libre z = 7, ; la condicién dindmica dada por (2.3).

Se caleula la nueva posicién de la superficie libre = = »; utilizando para ello
la ecuacion siguiente, obtenida a partir de la (2.7),

Sai

an an; dn
"55"' + ﬂ(_]}'ﬂ +Ui—1"é;i' =Wy €Nz =Ty g (234)

4. Se actualiza el dominio fluido 2, teniendo en cuenta la nueva posicién de la
superficie libre.

5. El bucle se cierra volviendo al paso 2.
Y considerando su implementacién simplificada, quedarfa como sigue,

= L. Se parte de una solucién 5 = 7,.

2. Se resuelve el problema de meednica de fluidos en el dominio €3, imponiendo
en la superficie libre z = 7,_; la condicién dindmica dada por (2.33).

3. Se caleula la nueva posicién de la superficie libre z = 5, utilizando para ello
la ecuacién siguiente,

dn o dn
B Fuimgs + ”*—175;;‘ =iy en z=1,, (2.35)
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4. El buele se ¢ierra volviendo al paso 2.

Conviene sefialar que la ecuacién (2.33) ha sido obtenida a partir de la ecuacién de
Bernouilli estacionaria, por lo que su aplicacién a un problema no estacionario pasa por
suponer que ﬂ—&é = Qﬁﬂ (ver figura 2.1). Siendo ¢ la funcién potencial de velocidades,
que se define por v = V¢, una vez supuesto el movimiento irrotacional del fluido no
VISCOR0.

2.2.6 Comentarios sobre la Integracién de la Ecuacién de Su-
perficie Libre

Conviene recordar llegado a este punto que la ecuacién de Bernouilli, no es una ecua-
cién diferente de las utilizadas para describir el problema de mecdnica de fluidos, sino
que proviene de simplificar la ecuacién de balance de cantidad de movimiento en el
caso en el que el movimiento del fluido es irrotacional y no viscese. Por lo tanto, su
aplicacién supone una simplificacién adicional a la necesaria para derivar la ecuacién
(2.3); la irrotacionalidad del movimiento. Este hecho puede derivar en problemas de
estabilidad del método, sobre todo en zonas donde el movimiento del fluido esta lejos
de ser irrotacional, como en zonas de la popa del buque donde la turbulencia estd
plenamente desarrollada.

Por ofra parte, es conveniente afadir, que ninguno de los métodos presentados, a
excepcién del método de transpiracién, impone (o lo hacen de forma simplificada a
través de la condicién de Bernouilli) la ecuacién dindmica de superficie libre. Esto
puede representar serios problemas de estabilidad, si no se fijan otro tipo de restric-
ciones al problema. Por esta razén, escaparse de las formulaciones clasicas de pequenas
perturbaciones o de la teorfa de buques lentos puede presentar grandes problemas en
la préictica.

Por otra parte, hay que anadir que existe una versién mejorada de la ecuacion (2.8),
apta para ser aplicada sobre z = 7,.. Esta forma se obtiene a partir del desarrollo
en serie de Taylor, a partir de z = 7,,; ¥ segin la direccion Oz, de la velocidad (ver
[10599]). Esta forma es la siguiente,

- w
VoV =k (=) €N 2=y (2.36)

5i se tiene en cuenta la incompresibilidad del flujo, la ecuacién anterior puede
escribirse como,

v (¥n) = v. ("_"mg;) =W EN T =g (2.37)

Aunque la ecuacién (2.37), sigue siendo una forma simplificada de la (2.8), el hecho
de ser una aproximacién de mayor orden, le confiere mayor exactitud.
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El pequefio recorrido efectuado, a través de los métodos existentes para la resolucién
de las ecuaciones de superficie libre, nos permite sacar conclusiones que afectan a
la eleccién de la metodologla adecuada para resolver el problema planteade para el
presente trabajo. En este sentido, se puede ser concluyente, La tnica formulacién
que permite resolver ¢l problema con una condicién de superficie libre apta para una
amplia gama de mimeros de Froude es el método de transpiracién. Este método permite
resolver el problema imponiendo las condiciones de contornoe (2.3) y (2.8) de una manera
natural y exacta, 5in embargo, es evidente su complejidad frente a otros métodos, lo
cual por si sélo es una gran limitacién que se ha tenido que superar a lo largo del
desarrollo del presente trabajo.

2.3 El Problema de Convecciéon Difusion

A lo largo de la seccidn anterior se han presentado diferentes formas de la condicién de
contorno de superficie libre. En el presente apartado estudiaremos una caracterfstica
comin a todas ellas: su cardeter convectivo. Con ese término nos queremos referir
tanto a su descripcién matemdtica, como a su comportamiento numérico (ver [OGI974]
[Cod93b] [Ofiaf8a)).

Consideremos la ecuacién de conveccion difusion clésica siguiente [LMTS96] [RG96),

%—U(V-V)(p+V*[§-V(p]+Q=0 (2.38)

Donde v es coeficiente de conveccion, v la velocidad, K es la matriz de difusién,
representa un término de fuente y ¢ es el campo incégnita del problema. Se muestra
evidente que la ecuacién anterior coincide con la (2.8), tomando E=0yv=1¢e
identificando @ con w y ¢ con . Dicho de otro modo, la condicién cinemsdtica de
superficie libre se expresa matemdticamente como una ecuacién de conveccién pura.
En este apartado nos dedicaremos al estudio de la dificultad de la solucién numérica
de este tipo de ecuaciones y presentaremos una metodologfa general aplicable para su
determinacién.

La problematica que presenta la resolucién de este tipo de ecuaciones es amplia-
mente conocida. Ya se ha mencionado anteriormente el hecho de que la aproximacién
tipica basada en el Método de los Elementos Finitos de Galerkin aplicada a la ecua-
cién de conveccién difusién (2.38) presenta inestabilidades para valores moderades v
altos del término de conveccion [Cod93a) [Cod93b] [FFH92] [HB79] [Ofia98a] [OGI97a)
[GO99]. Este fenémeno se aprecia igualmente en la resolucién de esta ecuacion por otros
métodos de integracién como Diferencias Finitas [Hir90] [Daw77) [Rav96], Volimenes
Finitos [Hir90] [I094] [MC98] o Puntos Finitos [OIZ+97] [GOS*98].

Los métodos tradicionales para eliminar las oscilaciones espurias resultantes estdn
basados en la adicién de algin tipo de difusién estabilizadora al problema adicional
(normalmente denominada difusion artificial). Esta difusién, aparentemente no ffsica,
Juega dos papeles principales en la resolucién de este tipo de ecuaciones, En primer
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lugar contrarresta el cardcter infradifusivo de la mayorfa de los esquemas de integracién
v en segundo estabiliza la solucidn numérica en la cercanfa de altos gradientes de la
variable transportada mediante el suavizado de la solucion.

Se cree conveniente remarcar, llegado a este punto, la diferente naturaleza de los dos
problemas que encontraremos en la resolucién de la ecuacién de conveccién difusién’.
En primer lugar la inestabilidad inherente a la forma discreta eldsica del operador de
conveccidn y en segundo lugar la existencia de focos de perturbacién en el problema.
La inestabilidad, por #i sola, no tiene por qué producir problemas. De hecho muchos
problemas de la forma (2.38) podrian resolverse utilizando, por ejemplo, las formula-
ciones cldsicas del Método de Elementos Finitos. Sin embargo, la existencia de focos
de perturbacién (en general gradientes altos de las variables) actia como un generador
de olas en la resolucién, mientras que el cardcter inestable de la solucién permite que
estas oscilaciones se propaguen por todo el dominio. 5i, al confrario, hemos elimina-
do la inestabilidad de la ecnacién de conveceidn, estas oscilaciones no se transmiten
y quedan localizadas en la zona de la perturbacién. Cabe sefialar que, en problemas
lineales esta localizacién de las oscilaciones es cierta, pero en problemas no lineales
puede no ser asf.

Podrfamos simplificar el problema exponiendo que la inestabilidad de la forma dis-
creta de la ecuacién (2.38), hace que el operador correspondiente sea ciego a las oscila-
ciones espurias, permitiendo su propagacién. Esta ceguera se suele entender en el
dmbito de los método numéricos en hidrodindmica naval como una simetria del opera-
dor que le permite que se transmitan las olas que se propagan tanto corriente arriba
como corriente abajo. La solueién del problema estarfa entonces en perturbar el opera-
dor de manera que fuera asimétrico, en el sentido de que no permitiera la propagacién
de olas aguas arriba. En efecto, el método més cldsico de estabilizacién de la ecuacion
de conveccién difusién, conocido como método de upwind (o contra corriente) se basa
en calcular las derivadas primeras descentradas y en avance [Daw77| [Rav06] [I0599)]
[PS596]. Del mismo modo, puede entenderse que el resto de métodos de estabilizacién
desarrollados, provocan una perturbacién en el operador de conveccion discreto.

Aunque en los 1iltimos anos se ha dedicado un gran esfuerzo al desarrollo y justifi-
cacién de procedimientos de estabilizacién, la mayorfa de los métodos existentes estdn
basados en justificaciones heurfsticas. En efecto, aunque la derivacién de estos métodos
de estabilizacidn y sus correspondientes pardmetros estd clara en algunos problemas
simples unidimensionales, su determinacién en la mayoria de los casos précticos se
muestra imposible (vet [Cod96|[Cod93a) para una revisidn de los métodos existentes).

En este apartado haremos una exposicidon clara de las causas de la inestabilidad
del problema numérico, y presentaremos algunos de los métodos elisicos de estabi-
lizacion, para acabar con la presentacién de un nuevo método de estabilizacién basado
en el concepto de balance (o equilibrio) de flujos sobre un dominio finito. Esta nueva
visién del problema, que denominaremos Cédleulo Finitesimal (en inglés Finite Incre-
ment Calculus), en adelante CF, posibilita una nueva interpretacién de los términos

"Que, naturalmenta, se trasladan al problema de superficie libre.
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Figura 2.2: Problema de conveceidn difusién unidimensional.

de estabilizacién como contribucién intrinseca y natural a las ecuaciones diferenciales
originales, en lugar del concepto de correccién a nivel discreto como es entendido por
la mayoria de los métodos utilizados. Ademas, se puede comprobar que la mayoria de
los métodos de estabilizacién desarrollados hasta la fecha, desde los mds rudimenta-
rios, como son la adicién directa de difusién, la evaluacién contracorriente (upwind)
y Petrov-Galerkin [KNZHE0| [Hir90] [Rav96| [Cod93a] [HU96), hasta los mds elabo-
rados, como Streamline Upwind / Petrov Galerkin (SUPG) [BH82] [HH.J94] [Cod93a]
[HU96], Characteristic Galerkin [ZC95] [ZMS*95] [VCZ97], Galerkin Least Squares
(GLS) [HFH89)] [Sota7] [Cod93a), ete. pueden ser derivados como casos particulares de
la formulacién general CF [Ofia88a] [OGI97b] [OGI97d] [OGI97a] v asf interpretados
en una manera m#s fisica (ver [Cod96] para una comparacién entre los mds conocidos
métodos de estabilizacién existentes).

2.3.1 El Problema Unidimensional de Conveccion Difusién

El andlisis de la ecuacién (2.38) es complejo y es conveniente comenzar nuestre estudio
con problemas més simples que nos permitan comprender los fendmencs que hemos
comentado.

Consideremos el problema de conveccién difusién en un dominio unidimensional {8
de longitud [. El esquema del problema se muestra en la figura 2.2. Si dividimos el
dominio de andlisis en diferentes segmentos y tomamos uno de ellos AB de longitud
d (ver figura 2.3) sobre el que el balance de flujos debe satisfacerse, podemos escribir,
desarrollando las funciones en A en términos de sus valores en B, utilizando una serie
de Taylor de 2° orden, que,

g4 = qlzp—d)=qzs)-d [g-?;] +0 (d%) (2.39)
Tl p

[wels = lug] (o5 — d) = [up] s —d [dgf)] g Fod)
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Figura 2.3: Balance en un dominio finito AB.

Donde 1 = u(z) es una funcién genérica conocida con el significade fisico de ve-
locidad, g puede ser entendido como la tasa de energfa transmitida por difusién y [ug]
serfa su equivalente por conveccién [HU96], mientras que ¢ es la variable transportada.

El balance de flujos entre los punios A y B puede escribirse como:

S Flujos = [Flujo en 4] ~ [Flujo en B+ f Qlz)dz = 0 (2.40)
AB

o bien, suponiendo que Q(z) es aproximadamente constante en el segmento,

[ (x5 = d) + v [ug] (x5 = d)] = (g (za) + v [ug] (z8)] + Qd = 0 (2.41)

En (2.40) y (2.41) se ha denominado Q(z) a una fuente distribuida sobre dominio
de anélisis y v es el coeficiente de transmisién por conveccién que se supone constante.

Sustituyendo la ecuacién (2.39) en (2.41) y teniendo en cuenta que el punto B es
arbitrario y por ejemplo x5 = x, obtenemos, tras simplificar,

_pdlue] _de o
v e 4 Q=0 (2.42)

La ley de Fourier [HU96] relaciona la tasa de energfa transmitida por difusién con
la variacién de ¢ mediante,

_ 9%
a= -kt (2.43)

Y finalmente, sustituyendo la eécuacién (2.43) anterior, en (2.42) se obtiene la forma
convencional de la ecuacidn de conveccidn difusién.
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v= i [k dm]u;}_o (2.44)

En el caso transitorio, la forma de la eécuacién puede obtenerse planteando de nuevo
la ley de conservacién:

z Flujos = [Flujo en A] - [Flujo en B] + / Q(z)dz = uﬂ- f ele)dr  (2.45)
AB dt Jap

51, al igual que en el caso anterior, hacemos g = =, podemos obtener, tras simpli-
ficar,

e dz dax

Donde se ha supuesto, como es habitual, que ¢ y @ son constantes en el dominio
de balance AB, y por lo tanto se cumple que

dip +vd_[1_“‘f_] . [h%‘a] -Q=0 (2.46)

A - p(z)dz = dp y fm Qz)de = dQ

Haciendo una analogfa con el problema de transmisién de calor [HU96], en las ecua-
ciones (2.39)-(2.46) pueden interpretarse ¢(z) y u(z) como el campo de temperaturas
vy velocidades, respectivamente. ¢} v k representar{an una fuente de ealor y 1a conduc-
tividad térmica del material, y v = pe, donde p es la densidad del material v ¢ 51 calor
especifico.

Resolucién por el Método Clisico de los Elementos Finitos

La problemitica que plantea la resolucién de la ecuacién de transporte por conveccién,

mediante la formulacién cldsica de elementos finitos, se puede entender, de manera

clara, a través del estudio del problema unidimensional, estacionario y homogéneo de

conveccién difusién con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, definido como:
Encontrar una funcién ¢ = ¢ (z) tal que,

dp  d*p
ﬂ'&';— -3 = 0 en 0=gp=<| (2.47)

@0) = ¢ o(l) =g

Donde k = 0 y u son constantes y ¢, @, son los valores preseritos de i en el contorne
(o # o). Como puede apreciarse, la ecuacién (2.47) puede derivarse facilmente a
partir de la (2.46) tomando @ = 0, v = 1 v u, k constantes.
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Figura 2.4: Gradfico de (x) para [ = 10, d= 1.

Consideremos una particién uniforme del intervalo [0,1] dada por 0 = 2y < 2, <
£z < ... < zn = | donde, evidentemente, £, — Ty =d (m=0,N —~ 1),

Por conveniencia para la discusién posterior, escribamos la ecuacién (2.47) en la
siguiente forma:

d dd?
Tﬁ_iﬁ =0 en D<=zl (2.48)

@(0) = ¢ @)=

Donde - es el denominado niimero de Péclet elemental definido como «y := 4. Este
mimero adimensional da una idea de la importancia relativa de la conveccién frente a
la difusién. Podemos decir que la conveccidn serd dominante cuando |y| sea grande y
que dominan los efectos de la difusién para valores pequerios de |y)|.

La solucién analitica de (2.48) es,

o
ol2) = w5~ (g — wl) (‘1 . ) (2.49)

Como se aprecia en la figura 2.4, la funcién (2.49) tiene importantes gradientes
de ¢ cerca de & = [ para valores de v = 1 (velocidad positiva) y cerca de 2 = 0
para valores de v < 1 (velocidad negativa). De este simple andlisis pueden anticiparse
problemas numéricos si se pretende aproximar la soluecién tomande unos pocos puntos
de interpolacidn.

Si la ecuacién (2.48) se resuelve mediante el método cldsico de Galerkin, usando
elementos lineales, se obtiene la siguiente ecuacion en diferencias (ver apéndice B),

30



(I =e(@ipr) = 2p(z:) + (7 + (1) =0 eon i=1,N -1 (2.50)

Como puede comprobarse, la misma ecuacién (2.50) se obtiene si, para la discre-
tizacién de la ecuacion (2.48), se utilizan diferencias finitas con un asquema centrado
(ver apéndice B).

Como se demuestra en el apéndice C, la solucién nodalmente exacta en el entorno
de un punto z;, del esquema (2.50) corresponde a una ecuacién modificada de la (2.48)
original, dada por,

dp(zi) d Lo(r) |
Ptk = 5(1 = H)_""d:ﬂ =) (2.51)

Con K = -5"_;; [cosh(2y) — v sinh(27) — 1], que resulta en una difusion negativa
en la ecuacion (2.51) para valores de v > 1.3657. De lo anterior, se deduce que el error

de truncamiento del esquema (2.50) es By = gf(' (7) [ﬁ’f]i.

Por otra parte, la ecuacién en diferencias (2.50) puede resolverse analfticamente
(ver apéndice B), obteniéndose come solucién,

o(x;) = Cy +Cy [-E—if—m (2.52)

que como puede comprobarse, debido a la forma del cociente, es oscilatoria para
cualquier [y| = 1.

Concluyendo, la solucién numérica cldsica de la ecuacién de convececisn difusién uni-
dimensional (2.47) tiene una forma dada por (2.52) que muestra un cardcter oscilatorio
irreal para valores de |y| > 1. Este cardcter es inherente al procesa de discretizacion
llevado a cabo, y podemos pensar en dos tipos de soluciones,

1. Disenar métodos de discretizacion mas apropiados para la resolucién del proble-
ma, como &8 el caso del método de upwind, SUPG o GLS.

2. Modificar la forma de la ecuacién diferencial, para que el proceso de discretizacién
cldsico ofrezca como solucion la correspondiente al problema ariginal, como es el
caso de la adicién directa de difusién o el método CF.

Cabe insistir en que las problemédticas aquf expuestas no son exclusivas de la res-
olucién por elementos finitos o por diferencias finitas, sino que aparecen en otros méto-
dos de resolucién de ecuaciones diferenciales como el método de los voliumenes finitos
[FMJ93] [MC98] [HMJ93] y el de los puntos finitos [GOS+0g] [O1Z197].

En este sentido, las dificultades aqui planteadas son directamente trasladables a
todas las metodologfas desarrolladas hasta la fecha para la resolucién del problema de
formaeién de olas del buque.
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Estabilizacion de la Ecuacidén de Conveccién Difusién

Como ya se ha mencionado en el apartado anterior, la mayorfa de los métodos numéricos
clésicos de resolucién de ecuaciones diferenciales aplicados a la ecuacién de conveccién
difusién, resuelven en realidad una ecuacién modificada infradifusiva y no la original.
Esto da lugar a inestabilidades numéricas que se aprecian en forma de oscilaciones.

De la diseusién anterior, parece obvio, que la solucién a la problematica encontrada
pasa por la adicion de una determinada cantidad de difusion adicional. En efecto, la
caracterfstica comin de la mayoria de los métodos de estabilizacién desarrollados, es
la adicién de difusién artificial, con el fin de contrarrestar los efectos indeseables de la
diseretizacion.

Una revisién de estos métodos puede encontrarse en [Cod96] [Cod93a] [HU96|, pero
aquf veremos las ideas basicas que los sustentan.

La idea de anadir difusién a las ecuaciones que se resuelven ne es nueva, sino
que ya en los anos 50 aparecen referencias en el ambito del método de diferencias
finitas [New76]. Originalmente esta difusién era anadida mediante la evaluacién de las
derivadas primeras descentradas contracorriente (en la direccién opuesta al flujo), los
conocidos métodos de upwind®.

Pero investiguemos un poco en las posibilidades de la adicién de difusién a la
ecuacion original.

Planteemos, en lugar de la ecuacién (2.48), una version modificada de la misma,

dgp d d*p
d__2(1+m)&;§ =0 en OD=z<l! (2.53)

() = ¢y e(l) =uw

Si al igual que en el caso anterior, aplicamos el método de Galerkin a la ecuacidn
(2.53) (ver apéndice B), se obtiene la siguiente expresién,

(1 + (e = 1))plzi) = 2(L +ay)p(z:) + (1 + (1 +a))plze1) =0 (2.54)
com =1 N=1

Como puede comprobarse, la misma ecuacién (2.54) se obtiene si para la discretiza-
cién de la ecuacidn (2.53) se utilizan diferencias finitas con un esquema centrado (ver
apéndice D),

En el apéndice E se demuestra que el error de truncamiento de la ecuacion (2.54)
es,

Ep = 4;‘2 1L + o) [coshi27) = 1] = 7 sinh(27) (2.55)

SEvidentementa, la ovaluncion de una derivm:ln primera an avance puede considerarse una adiccidn

de difusion, ya que 22t . dets) iﬁa(q_l + 0(d?).
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Donde, imponiendo como condicién para la determinacién de o que ¢l error de
truncamiento sea nulo, se obtiene de (2.55),

& = Gothi(n) — ;‘; (2.56)

Es decir, es posible conseguir que la solucién numeériea de la ecuacién (2.53) coincida
nodalmente con la solucién analftica de la ecuacién (2.48) original, tomando o =
coth(y) — 3 en (2.53). Esta modificacién consiste en la adicién de cierta cantidad de

difusién, en concreto se anade un término de la forma %ﬁfj, Conviene sin embargo
sefialar que, la ecuacion (2.54) puede ser derivada de diversas formas. Entre ellas
destaca la modificacién de las funciones de forma utilizadas para obtener la forma débil
del término convectivo origen de los métodos tipo Petrov-Galerkin [BH82] [FFHO2]
[Cod93a| [Codd6|.

Por otra parte, puede comprobarse que la solucién analftica de (2.54), es de la forma,
(ver apéndice D),

(2.57)

1 +71
o = Ch 4y [ﬂ_“?]

lL+ay=v

de donde puede deducirse, que la solucién es no oscilatoria para valores a > 1 — -
ya<—1— %

2.3.2 El Método de Cilculo Finitesimal

Acabamos de ver como en el caso del problema de conveccién difusién homogéneo y
unidimensional (2.47), las inestabilidades que aparecen en la solucién numérica cldsica
pueden justificarse por el error de truncamiento producido por el proceso mismo de
discretizacién. Ademds hemos encontrado que este error de truncamiento tiene forma
de difusién negativa para cualquier valor del mimero de Péclet. Esta demostracién
préctica provoes en el pasado la aparicién de diversos métodos apoyados en la adicién
de difusién para corregir los efectos indeseables del proceso normal de discretizacién.
Sin embargo, estos métodos s6lo tienen su apoyo en el estudio de problemas unidimen-
sionales, de los cuales se conoce solucién analftica y diffcilmente pueden extenderse a
problemas mds complejos. Por lo tanto, de lo visto en anteriores secciones no debe
sacarse la conclusién de que la adicién apropiada de difusién solucionars los problemas
de estabilidad del método, sino que, de un modo méds general, la modificacion adecuada
de la ecuacién diferencial de conveceién difusién (2,48), puede resultar en una solucién
nodalmente exacta, con la aplicacién de las técnicas eldsicas de resolucién de ecuacio-
nes diferenciales, y en concreto, mediante €l método de los elementos finitos utilizande
el procedimiento cldsico de Galerkin, A continuacién presentaremos un método que
se basa precisamente en mejorar la ecuacién diferencial del problema, para poder ser
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utilizada en un contexto discreto; este es el denominado Métede de Cdleulo Finitesimal
(CF).

Volvames a retomar el esquema del problema de conveceion difusién en un dominio
unidimensional de longitud [, mostrado en la (2.2). Si dividimos, comeo anteriormente,
el dominio de andlisis en diferentes segmentos” y tomamos uno de ellos AB de longitud A
(ver figura 2.3) sobre el que el balance de flujos debe satisfacerse, podemos desarrollar
las funciones en el punto A en términos de sus valores en B. Si suponemos que el
término de transporte convectivo tiene una importante variacién sobre el segmento
AB, seri conveniente utilizar para este desarrollo una serie de Taylor de mayor orden
(3* orden en este caso),

el = el G = ) = sl — h [ £

h* [d’ [uc,a)]
— |—==| -0(&* (2.58
e 155 UGN
El balance de flujos entre los puntos A y B puede escribirse como en (2.41), y
sustituyendo en ella las relaciones (2.59), (2.39) y (2.43), puede obtenerse,

_ydluel | hdlugl dg o '
Pt - U dm+q 0 (2.59)

Donde al igual que en (2.42) teniendo en cuenta que el punto B es arbitrario, se
ha tomado zg = z. Si en (2.59) aplicamos la ley de Fourier (2,43) y suponemos por
simplicidad que u es constante y v = 1, se obtiene,

dp d uh\ dip N 2
—ﬂ.EE e EE [(k -+ ?) a;] +6 =0 (Jﬁ-o)

Como se puede apreciar el efecto de incluir términos de mayor orden en la aproxi-
macién del término convective (2.58), introduce naturalmente una difusién adicional
l‘ih en la ecuacién (2.60) que gobierna el problema. El valor'® h en (2.58)-(2.60) debe
entenderse como una medida de la longitud del segmento 4B sobre el que se aplica el
balance de Aujos, que no tiene porqué coincidir con la longitud de los elementos en los
que se discretiza el dominio unidimensional, De hecho, la longitud de este segmento
es una variable libre, por lo que para su determinacién se pueden imponer diversas
condiciones, como la estabilidad o la exactitud de la solucién del problema (2.60).

Otro enfoque del problema nes podria llevar a impener como condicién para la
determinacién de h, que se cumpliera,

?[iste proceso no tiene porqué coincidir son la discretizacién posterior para la aplicacién del método
de integracion. De hecho esta discretizacién sdlo se hace a nivel conceptual y es equivalente a la
utilizada en la derivacidn clésica de la ecuaciones diferenciales. Ahf toma sentido ¢l nombre de Céleulo
Finitesimal por oposicién al tradicional Cdleulo Infinitesimal,

10E] pardmetro & se suele denominar longitud caracteristica y puede escribirse en la formn h = 26,
donde F se denomina, en la literatura al respecto, tiempo intrinseco. Se hace notar que ¢ es el tiempo
ef el que una particula recorre una distancia "! a una velocidad w.
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d(wp)| | B*
& dx?

[ue] 4 = [we] (25 — h) = [ug]y = b [ dor 2

ﬂ&‘ﬂ_)} (2.61)
Fid

Que es el planteamiento de un problema de minimizacién de residuos. Efectiva-
mente, basado en esta idea se ha desarrollado un método para la determinacién del
valor de'' A que permite obtener mediante un esquema iterativo un valor optimo de
este pardmetro, asegurando la estabilidad de la solucién y una euasi-exactitud nodal
[O8a96] [OGI97a] [OGI97c] [OJI98]. Una introduceién a este método se incluye en el
apéndice L,

La versién estabilizada de la ecuacién transitoria (2.46) se puede derivar sencilla-
mente con los criterios dades, obteniéndose,

de dg d uh dp|
e e L1, 8] L oo

Para u constante y v = 1.

Generalizacidn del Proceso de Estabilizacién

Supongamos ahora que los cambios, sobre el dominio de balanee AB, tanto en los
términos convectivo como en el difusive son tan importantes que es necesaria una
expansién de orden superior en ambos,

24 = qlza—h)=qlzg)~h [%]B + i;; [%Z%]E - 0 () (2.63)
2 U

De la misma manera se considera que la fuente (z) varia linealmente sobre el
dominio AB y pues, despreciando los términos de orden 0(h*), se tiene,

/., Q@i = 5 10() + @z~ 1) = h(a) - 42 (2.6

Sustituyendo entonces las relaciones (2.63) y (2.64) en la ecuacién de balance (2.41)
y aplicando la ley de Fourier (2.43), se tiene,

dp d [, dg h d de d [ dp N
N Tl [;"EJ TR [”“RE & Fa | t9 =0 (2:65)

“El pardmetro h es comin encontrarlo en la literatura al respecto en la forma b = of(®) donde 1)
es la dimension caracterfstica de los olementos de la malla (su longitud en problema unidimensionales).
La determinacion del valor éptimo de h o £, serd equivalente a encontrar un valor éptimo de a.
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Donde, si denominamos,
e d(,::'
r -t + — = [ ] + € (2.66)

Podemos escribir (2.65) en una forma mds compacta, como,

h dr
Fopae = 0 en D (2.67)

Del mismo modo, podemos hallar una versién estabilizada de la ecuacién transitoria,
si consideramos que,

[ olain = §lole) + oz~ 1) = hole) = 50 +OKY) (209
AR

y despreciamos los términos de orden 0(h*), obtenemos a partir de (2.45),

h di
?—EEE—O en x[0,7T] (2.69)
.
fnhar e dm[kdz]+Q

Es importante hacer notar que las ecuaciones (2.67) y (2.69) son consistentes con la
forma original (2.42) y (2.46), respectivamente, dado que la solucién r{z) = 0 (#(z) = 0)
cumple ambas.

Las condiciones de contorne aplicables a las ecuaciones (2.67) y (2.69) serdn discu-
tidas en los siguientes apartados.

2.3.3 El Problema Multidimensional de Convecciéon Difusién

Ahora extenderemos los conceptos vistos en la seccién anterior a la solucién del pro-
blema estacionario bidimensional de conveccién difusion definido como sigue,
Fncontrar una funcién ¢ = ¢ (z) tal que,

(7:9)e- ¥ [E-W] = Q en 0 (2.70)
g = g en I'p
n-ﬁ-‘?tp = gqo en Iy,
n- [\'rqa -B- f?w] gr en ng

il
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Figura 2.5: Dominio de balance para el problema bidimensional de conveceién difusién.

Donde, al igual que en (2.38), ¥ = ¥(x) = (u,v) la velocidad, K = K(x) es la matriz
de difusion, @ = ()(x) representa un término de fuente, @ = c,a(xﬁs el campo incégnita
del problema y g = g(x) son los valores prescritos de ¢ en la parte del contorno (I'p)
donde se prescriben las condiciones tipo Dirichlet. Del mismo modo gp = gp(x) son
los valores prescritos del flujo difusivo en I'y,, y gr = gr(x) las imposiciones sobre el
flujo total en I'y,. Se cumple que I'= 80 = fr U Ty, UT .

Se hace notar el paralelismo de la anterior ecuacion (2.70) con la forma de la condi-
cién cinematica de superficie libre (2.8).

Si consideramos un dominio de balance ABCD (ver figura 2.5) rectangular, podemos
escribir las ecuaciones de balance para los flujos horizontales y verticales,

Z Flujos horizontales = % [FH(zg,ye) + FH(zp,yp)| hy —
1 ;
-3 (FH(zp,ua) + FH(eg,y8)] hy (2.711)
s PR ; 1
L Flujos verticales = 5 [F'V(zg,ur) + FV(zp, yp)| he —
1 .
=5 [FV(za,u) + FV(zc,yc)) ha (2.72)

Donde se ha denominado F'H{z;,yr) y FV (x5, yr) a los flujos horizontales y verti-
cales, respectivamente, en el punto (z;,y).
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Podemos escribir las ecuaciones (2.71) y (2.72) en la siguiente forma mds conve-
niente, si referimos todos los valores al punto A,

ZFlu,jns horizontales = % [FH(x = hy,y) + FH(t — hgyy = hy)| by —
5 (PH(a,) + FH(z,y ~ b))y (273

thJ.jGB verticales = % [FV (&,y = hy) + FV(z = hyg, y — k)] he —
—% [FV{z,y) + FV(z = he, 1)) Mo (2.74)

Por otra parte, es evidente que se pueden obtener las siguientes expansiones en serie
de Taylor,

dFH hid*FH

H{z = hayy) = FH(zy) = ha=7= + 5t = 0(hg)
ctFH d*FH
Pz =) = Play)~hSE 4 L o)
RS dFH h:d*FH
FH(& = hsy=hy) = FH(z,y) = ho—e + F—m — (2.75)
b FH & FH

R G ey g~ O )

dFV  h:dEFV

FV(z—h,y) = FV(z,y)=hs el e 0(h)
dFV  hEdiFV
FV(z,y—hy) = FV(z,y)—h, o +"2‘E a7 ~ 0(hy)

dFV  hid*FV
TV~ haet= . o FYEh D
dFV ﬂdﬁFV &FV 3 13
—hy & 2 o a hthym —O{h#,hy)

Sustituyendo los desarrollos (2.75) anteriores, en las ecuaciones (2.73) y (2.74), se
obtiene, si se desprecian los términos de orden 0(h%),

ZFlujos horizontales = -hmhvdgf (2.76)
hyh? d*FH d*FH
_E._ 1 e
S T +h’h”da:dy
5 Flujos verticales = —hyh,“o-C ¢ (2:77)
hoh? 42 2
JBEEY | EV
2 dy dxdy
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Evidentemente el balance de las fuentes, suponiendo que su distribucin es lineal
an el dominio ABCD, estd dado por,

1
ZFuentes = (E (mp+zp+ 20+ 2p), %(‘,U,q + Yp -+ Yo y;.)) hahy =

h h
= Qz - i A E)h hy = (2.78)

he O hy 3
- foen -2 5o

Donde, de la misma manera, se han despreciado los términos de orden 0(h*).
De este modo, podemos escribir la ecuacién de balance global en el dominio ABCD

COMmMo,

Z Flujos horizontales + Z Flujos verticales + z Fuentes = 0 (2.79)

Si ademds, tenemos en cuenta que FV(z,y) = uwp+q: y FH(z,y) = vp+q, y
sustituyendo en (2.79) las relaciones (2.76)-(2.78), se obtiene, tras algunas simplifica-
ciones,

V- (7p)+ V-3~ Q- (- 9) @)+ ¥-a-q=0 (280

Donde si despreciamos los términos de las derivadas de la velocidad, tenemos que,

(fr-%);o+ﬁ-q—r;)—%(ﬂ~€?)[(v-ﬁ)wﬁ-q—c}]=0 (2.81)

Donde se ha denominado, § = (g:,4,) ¥ h = (hay hy).
La ley de Fourier [HU96] en problemas bidimensionales, toma la forma,

q=-K- Vg (2.82)

siendo E = :“ i"
— 21 K2

en (2.81) obtenemos la forma de la ecnacién bidimensional de conveccién difusion
estabilizada,

la matriz de difusién bidimensional. Sustituyendo (2.82)

- (s

V)r=0 en Q (2.83)

36
¥)e-9.(8-99) -
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De igual manera podemos obtener la versién transitoria de la ecuacién (2.83) arite-
rior. En este caso, la ecuacion de balance global en el dominio ABCD puede escribirse
coma,

E Flujos horizontales - E Flujos verticales + (2.84)
i
+E Fuentes=—// plx)de
dt JJ asenp (=)

Por otra parte, si suponemos lineal la varacion de (z) en el dominio ABCD,
podemos escribir que,

-/-'/.AECD tp(m)dz

X4+ Xp + X +
W(ﬂ B+ Xc xﬂ)h,hy=

4
h i
= pla =5,y = 5)hahy = (2.85)
ey - et

Y sustituyendo las ecuaciones (2.76), (2.77), (2.78) y (2.85) en (2.84), tenemos, tras
simplificar,
1 /- =
F—E (h ; V) F=0 en Ox[0,7] (2.86)
0y . & _
r‘—arh(v-‘v)wuv-(l_i-qu) -

Se hace evidente que la extensién de las formas estabilizadas de la ecuacién de
conveccion difusién a problemas tridimensionales es inmediata, se puede comprobar de
manera sencilla que en este caso las ecuaciones quedan como sigue,

»..~—% (h-9)r=0 en © (2.87)
r=v-V)e-V (K Vg)-Q

en el caso estacionario, v,

‘f—% (h V)F=0 en Ox[0,7] (2.88)
dip :
P=E+(V'V}¢P—V*(I_$--th) -Q
en el caso del problema transitorio.
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Donde, en ambos casos se ha tomado' h = (h;, by, k).

Al objeto de ser consistentes en el planteamniento, es necesario sefialar que también
las condiciones de contorno del problema deben ser modificadas. En el apéndice H se
demuestra que la ecuacion de balance de flujo en el contorno resulta en 1nas condiciones
tipo Neumann modificadas en la forma,

-n-I_i-th—qD—%(uvh)r = 0 en [y, (2.89)
n-[vw—g-th]—qT—%(n-h)r =0 en D'y, (2.90)

Que deben sustituir, en el planteamiento estabilizado, a las incluidas en (2.70).

2.3.4 Aplicacién del Método de los Elementos Finitos al Pro-
blema Estabilizado

La ecuacién de conveccidn difusién estabilizada dada en (2.87) (v en (2.88) en su forma
transitoria) ha sido obtenida a partir del concepto fisico de balance en un dominio
finito. Por lo que esta forma. debe entenderse como una ecuacién diferencial de mayor
orden, que puede ser utilizada para resolver el problema. planteado mediante cualquiera
de las téenicas de integracién de ecuaciones diferenciales.

El problema estabilizado que hemos planteado, se define como sigue?,

Encontrar una funcién ¢ =  (z) tal que,

r—%(h-V)r =0 en Q (2.01)
¢ = g en Ip
—ﬂ'E'V(P-QD'—%h‘HT = 0 en I'y,

]
=

1
n~[wp-—£*le]—q'r—-§h-nr en Ty,

conr=(v:-V)p-V- (E-Vgﬂ) - (2.
La forma débil de la ecuacidn (2.91) es,

6 9)p- v (- V)] dn +
+/;%v. (b)) [(v- V)= V. (K- V)] d = (2.92)

- f $0d0 + f %v-(hm) Qdo) - / wgpdl'— [ ygpdl’
fl L] Typ

Doty

**Sa snele denominar a b = (hy, by, h.) vector de longitudes caracteristicas.
Y Comparar con la formulacién tipica dada en (2.70).
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donde 1 € I, siendo ¥ el espacio de las funciones de forma, definido por

o= {QD e H' Q)| =0 en FD}

Del mismo modo la solucién ¢ pertenecerd al espacio ¢ de funciones de prueba,
definido por

b= {pe H' Q)lp=g en Tp}

La ecuacién (2.92) se ha obtenido integrando!® por partes el término difusivo y el de
estabilizacidn, para posteriormente imponer las condiciones de contorno de Neumann.

Si en la ecuacién (2.92) tomamos'® h = 2iv, v despreciamos log términos que
incluyen las derivadas de h, tenamos,

-/‘;[qp{v-V)tp—VﬂJ-(E-pr)]dﬂ+
+ [ 40 VU [(v- o= V- (K- V)] a2 = (299)

- A $QIQ + / i(v-V9)QdQ~ | wgpdl'~ |  wgrdl

Ty Corp

donde podemos reconocer la forma cldsica del método Streamline Upwind / Petrov
Galerkin (SUPG). Coma se aprecia, se ha obtenido esta expresién, haciendo que el
vector h tome la direccion de la velocidad, lo cual evidentemente es un caso particular
del método CF mds general. Lo mismo puede deducirse para varios de los métodos
de estabilizacién m#s conocidos, cuya expresion se puede derivar de restricciones a la
forma general dada en (2.92). En [Ona%| [Onad8b| se discute detalladamente este
aspecto.

Por dltimeo, sélo llamar la atencién sobre el segundo término de la ecuacién (2.93)
anterior. Este puede escribirse en la forma,

: [i54] s
[ty (:fm;.) Vpdat [ v Vo) [V (K- Vo)lde (o)
i1 £t
Donde, mirando el primer término, puede obserwse el aspecto mds relevante del
método SUPG: la adicién de una difusion de valor £ ]v| segiin las lineas de corriente.
Por lo que, volviendo a la ecuacién original (2.92), la eleccién en ella de h = 2fv (en
la direccién de v), produce la adicién de una difusién £ |v|® segin la velocidad.

YHay que sefialar que, para llegar a esta forma, en este caso no es necesario hacer ln suposicién
r =0 ¢n I' como ocurre en el caso de los mdtodos SUPG o GLS, pues estos efectos son corregidos por
In forma estabilizada de las condiciones de contorno tipo Neumann.

Whonde { e2 el denominade tiempo intrinseco.
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2.3.6 Determinacién de las Longitudes Caracteristicas

En los anteriores apartados hemos presentado el método de cdlculo finitesimal (CF)
como base para la derivacién de esquemas estabilizados, en particular, de la ecuacién de
conveccidn difusién. Este método da una explicacién para la mayorfa de los esquemas
propuestos para este mismo fin, muchos de los cuales fueron presentados de manera
heuristica, sin ninguna base fisica.

Es importante ahondar en el hecho de que el método planteado es consistente, es
decir , solucién del problema continuo estabilizado (2.91), también es solucidn del
problema original (2.70). Puesto que, dada la golucién tdnica ¢, del problema (2.91)
debe cumplir'® r = 0 y a la inversa, si (2, es solucién de (2.70) entonces r = 0 y se
cumple (2.91).

Sin embargo, para completar el esquema estable aiin nos queda por abordar una
cuestién basica. La determinacion de las longitudes caracter(sticas. Aparentemente, la
justificacion del método puede indicar una relacion de estos pardmetros con el tamafio
de los elementos en la discretizacién, pero como se ha comprobado, la relacion entre
ambos depende sustancialmente del problema particular. En concreto, el mimero de
Péclet parece tener mucha influencia en el valor éptimo de estos pardmetros,

Aungue se ha llevado a cabo un importante trabajo para la obtencién de un algorit-
mo iterativo que permita obtener la distribucién éptima de las longitudes caracterfsticas
en un problema concreto [Ofia96] [OGI97d] [OGI97b] [OGI98] [OJI98) (OG1974] el alto
coste computacional que esto requiere, lo hace inviable para ser aplicado en el Ambito
de este proyecto. Una introduccién a esta metodologia se presenta en el apéndice L.

oe hace patente pues, la necesidad de completar el esquema con una eleccién ade-
cuada del vector h. La simple eleccién hecha en (2,93) de'” h = 2iv no es suficiente.
Efectivamente, la solucién que ofrece el método SUPG, es 6ptima o casi-dptima, para
soluciones suficientemente suaves [HMMSB6] [HFHS9], sin embargo, no se puede afirmar
lo mismo en cercania de capas limites o, en general, en presencia de altos gradientes,
Por este hecho, en ciertos problemas, pueden aparecer oscilaciones localizadas, que en
algunos casos impiden la convergeneia, sobre todo en prablemas muy no lineales. Sin
embargo, del estudio de los resultados sobre la convergencia del método SUPG, pueden
sacarse conclusiones de interés para nuestra discusién. Planteemos en primer lugar la
resolucién del problema siguiente,

Encontrar una funcién ¢ = ¢ (z) tal que,

(v V)p-kAp = Q@ en Q (2.95)
w = g en I'p
n-k-Vo = gp en Iy,
n-[ve+k Ve = ¢ en Iy,

**Pues, evidentemente, esta es solucidn del problema estabilizado,
"donde £ puede ser obtenido basandase en criterios de estabilidad (ver [HMMB6]),
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donde por simplicidad se ha tomado 5 = kI. 5i aplicamos para la resolucidn del
sisterna (2.95) el métode SUPG definido por (2.93), el planteamiento del problema
queda como sigue,

Encontrar ¢, € &, C & = {y € H' (Q)[x = ¢ en [I'p} tal que Vi) & T, se
cumple que,

L (U (v- V), + k (Vp-Vip,)| d2 +

N
+ 3 [ iVl Vg - kplda= [ voiar  (299)

aml 1=

Nat A
+ 5 t(v-vaan—[r vapdl = [ wopdrl

am] S Ty

donde € ¥, C ¥ :={x e H'(Q)|xy =0 en I'p}y ¥, &) son espacios de
elementos finitos formados por polinomios de grado m. En (2.96) se ha denominado
Q¢ al dominio correspondiente al elemento e.

En (2.96), las segundas integrales de ambos miembros (férminos de estabilizacién)
son calculadas sélo en el interior de los elementos'®. Esto se debe a que a las funciones de
forma 1 no se les exige continuidad en las derivadas primeras'?, y por ello el término
kA, no estd definido en el contorno de los elementos. Hay que hacer notar, que
estos términos desaparccen si se utilizan elementos de primer orden, pero no en el
caso general. Por otra parte, tal y como se ha hecho en (2.96), es normal escribir
todo el término de estabilizacién en esa forma, no sdlo aquella parte que involuera
derivadas sepundas. Aunque esto no es estrictamente necesario, esta forma de calcular
las integrales de los términos de estabilizacidn es ampliamente usada en la préctica
[HFHB9| [Cod93a] [Sot97] [Onafd6] [FFHO2| [ZT94a] [VCZ97]. Por otra parte, dado
que el vector de longitudes caracterfsticas h = fv, se suele evaluar en el centroide de
los elementos, suponiendo que es constante en su interior, en (2.96) se han eliminado
los términos que involucran derivadas de h.

Con el planteamiento del problema hecho en (2.96), se puede demostrar [Cod93a,

1881 N; es una funcién continua en un dominio & y A es discontinua entre elementos v pues -jﬁ
no esta definida en los lados de los elementos, se puede demostrar que, en un sentido distribucional
[ORaf8b, pp. 18-18],

dM Nat dN;
- — frersiih o
f-N{ ] ‘dﬂ -Ei f. / IM-:!-Q'-I- i N My (Sﬂ)

Siendo 1, la normal en el contorno 952,
Y Continuidad €7,
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pp- 1.10-14] [HFHB9] que, si tomamos { = £ giando,

& _ 151 87 Y = 0O
a*(7) {k-;ry 81 "y—r(]}

donde K1, ks son constantes genéricas dependientes del problema concreto, se
cummple que,

3
lle - Whnsups < Ch*

9l = 2m st oy =00
Tl 2m4l s oy =0

Siendo i, suficientemente suave, 1a solucién del problema continuo, mientras que ¢,
lo es del problema definido en (2.96). La norma Il 7 e 8 la utilizada para demostrar
la estabilidad de la forma asociada al primer miembro de (2.96) (ver [Cod93a, pp.
1.10-14] [HFH89, pp. 178-183]). Como se aprecia, el método es casi éptimo (el error
de interpolacidn es de orden m + 1).

Desafortunadamente, la restriceién de suavidad, de la solucién del problema con-
tinuo, es una exigencia demasiado dura en la prctica. La aparicién de gradientes
importantes de las variables, por la presencia de capas limites o efecto de los con-
tornos, por ejemplo, no permite que el resultado anterior sea aplicable®, De hecho, el
problema se debe a que el estimador ||-[|gype no es puntual®, lo cual se traduce en
la. préctica en que, ain habiendo convergencia global, localmente podemos encontrar
oscilaciones.

En nuestra busqueda de un método estable, podemos hallar otra justificacién de
la naturaleza de esas oscilaciones, en la falta de monotonia del método SUPG. En
problemas no estacionarios, un esquema numérico que evite oscilaciones localizadas
debe ser monétono o preservar monotonfa [Cod93a, pp- 1.10-14]. Un método numérico
se dice que es mondtono & la solucién numérica en cada paso de tiempo mantiene el
signo del instante anterior para cada nodo de la malla espacial. De la misma manera
se dice que un esquema preserva monotonfa si mantiene la de los datos iniciales. Existe
una importante limitacién practica al disefio de un método numérico de alto orden de
exactitud, con propiedades de monotonta. El tesrema de Godunoy [LeV90] establece
que un método lineal, que preserve monotonia, como mdximo es de primer orden de
exactitud. Por lo tanto, la inica manera de disefiar un método que pueda tener mayor
precision en la zona donde la solucidn es suave y evite lag oscilaciones, allf donde la
solucién tiene importantes gradiente, es pensar en un algoritmo no lineal. Es decir, un
esquema numérico que dependa de la solucién numérica.

*En realidad, el resultado anterior es aplicable, adn en esos casos, lejos de las zonas con gradientes
impertantes,
*'Un estimador puntual estarfa basado en la norma £ Laofoy = sup | f(x)|
e2Efl
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La convergencia puntual y uniforme de la ecnacién de conveccién difusién estd
ligada al cumplimiento del principio del méximo discreto (PMD, ver [Cod93a] [Sot97]).
Este principio establece que la solucién de la ecuacién de conveccidn difusidn tiene
su maximo en el contorno cuande el término de fuente es mayor o igual que cero.
s evidente, que la solucién continua cumple con este principio. 5Su estudio en el
caso discreto concluye con el hecho de que el cumplimiento de este principio asegura
monotonia v estabilidad uniforme del algoritmo numérico.

El andlisis de este principio permite llegar a la conclusién de que, en general, es
imposible cumplir el PMD con la formulacién SUPG [Cod93a, pp. 3.14-15]. Por otra
parte el andlisis de diferentes casos précticos [Cod93a, pp. 3.11-15] permite comprobar
que mientras la adicién de difusién seguin las lineas de corriente no asegura la estabilidad
de la solueién, ésta se puede hallar con el afiadido de difusién homogénen de la forma

4o%h|v)| siendo a*(yy) = &3 — -, con Ky una constante genérica dependiente del

g7 ¥ |h
problema, v = l‘:v = Ve, y1 = ]T"kL

De todo lo anterior, podemos sacar las siguientes conclusiones,

1. Del anslisis del método SUPG: Este método es cuasi éptimo si a®(y) = {775
pero requiere que la solucién del problema continuo, ¢, sea suave. Por otra parte
si en la solucion no hay importantes gradientes, el método SUPG es el mds apto.

2. Del teorema de Godunov: Un método numérico que preserve monotonfa y sea de
orden mayor que uno debe ser no lineal, esto es depender de su solucién. Debemos
desarrollar un método no lineal,

3. Del andlisis del PMD: La simple adicién de difusién segin las lineas de corriente
(SUPG) no es suficiente para que se cumpla. Sin embargo, la adicién de difusién
homogénea. del tipo ja®h|v|, siendo a®(y)) = #3 - ;]ﬁ‘ es suficiente para el
cumplimiento del PMD en varios casos estudiados. Parece que en determinadas
circunstancias es necesario anadir difusién homogénea al problema para asegurar
su estabilidad.

A partir de las anteriores conclusiones es posible establecer una forma bésica para

el vector de longitudes caracteristicas. En primer lugar vamos a escribir el vector h en

una forma mas apropiada (ver figura 3.2), basada en la siguiente descomposgicién®*,

h=h"+hy, +h, (2.97)
h* = v, hg, = 3V, hy = s

Bassndonos en la anterior descomposicién (2.97), y despreciando el término residual
12358, podemos escribir que,

281 Yy //v entonces h = v -+ a5 -
23F1 el caso bidimensional la descomposicion queda como h = sa¥ + 30 V.
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Figura 2.6: Descomposicion vectorial de h.

v v
h=ah*— +Fh"— 2.08
v| ? v | (298)
Siendo A* es una medida del tamano del elemento® y v, se define por,
v =’i~(~fﬂ)§vw (2.99)
Vo,

La forma (3.64) de descomposicién del vector h cumple varias de los requisitos que
nos habfamos fijado para la determinacién del pardmetro de estabilizacién. Para verlo
en detalle, sustituyamos la anterior descomposicion (3.64) en la ecuacién estabilizada
original (2.91). Esto resulta en,

r—ﬁ%la’ (v ¥)r+ E’ﬁ;r—lﬁ’ (Ve V)r=0 (2:100)

Como se aprecia, la ecuacién escrita en esa forma incorpora un término “?"T a'(v-V)r
equivalente al de la formulacién SUPG. La incorporacién de este término permitirs al

#El indide * indica que su valor serd elomental, aunque evidentemente, esto 65 uni simplificacidn.
Para su cdleulo pueden utilizarse, por ejemplo lag recomendaciones presentadas en [Sota7|.
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esquema recoger todas las propiedades de convergencia que se han demostrado para
el método SUPG. Gracias a la descomposicién hecha en (3.64), se ha incorporado un
término de la forma 54 (v, - V) r cuyas propiedades se estudian en [Cod93a] y cuya
derivacion se apoya en el método de estabilizacion propuesto en [(GDdC88|. Come se
verd, esta expresidn incorpora en la forma débil del problema un término equivalente a
una difusién homogénea, lo cual, como vimos, era deseable para cumplir con el PMD.
Hay que senalar ademds que, este sumando toma la forma de los métodos denominados
de captura de discontinuidades [HM86] [Cod93a] [Sot97], v debe afiadir al esquema las
propiedades de estabilidad ante gradientes elevados de la variable ¢ que requeriamos.
Cabe sefialar, haciendo referencia al mencionado teorema de Godunov, que el esque-
ma desarrollado es ne lineal, pues en el tercer término v, depende de la solucién del
problema.

El iltimo aspeeto que debemos considerar es la definicién de las funciones o, /',
Para ello, emplearemos las deducciones presentadas anteriormente, segiin esto, se deben
cumplir las siguientes relaciones:

o () = { ) = [T,,I:;a } (2.101)
/ _1
Bv) = ra =

Pero ademds es interesante, que seamos capaces de recuperar la forma dptima del
método SUPG, en aquellas zonas del dominio donde la solucidon sea suave®. Para
dedueir una forma de conseguirlo, revisemos los términos que este método de estabi-
lizacién anade a la forma cldsica de Galerkin, Estos son,

Nei
TE = 3o

o5t (v V)T () dQ+ (2.102)
[-2 % B | |

L h 1 (¢n)
,@ b, Vi dQ
.;.z:l 2Vl [V P

Como ya se ha comentado, hay que observar que, mientras el primer término con-
tinda giendo igual al que tenfamos antes, con la formulacién basada en el método
SUPE, tenemos un término adicional, equivalente al que tendriamos con una difusién
homogénea. De nuevo, para la obtencién de (2.102) se han despreciado los términos
que involucran derivadas de h. Esto puede hacerse aceptando que h es constante en el
interior de los elementos,

Los términos de estabilizacién de (2.102) pueden reescribirse, haciendo uso de (2.99),
como,

M Pues ya conocemos el hecho de su estabilidad y cuasl dptima convergencia en este caso.
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TE = L a’ vw ilﬁf Vo, dS2-+ (2.103)

em]

ﬂl| ‘Ph)v |V'4bdﬂ
f zlvnlwm o

Donde, para simplificar la exposicion, se han eliminado aquellos términos que
no fienen forma de difusion. Como ya se ha mencionado, el primero de log térmi-
nos de (2.103) es una difusion segin las lineas de corriente, descrita por el tensor
K,.=a"(y )%_IVEF' mientras que el segundo es una difusién homogénea dada por®

K,=08H) -‘léﬂ)ﬂ Al objeto de simplificar la notacién, escribiremos los tensores
anteriores en la E'::era,,

&
Kio= klxm;n h=a(7)3 E vl (2.104)
Ky =kl h=f ()5 i)

2 |V,

De esta forma [VCZ97] [VCZ99], podemos escribir una version alternativa de (2.103),
que cumple el requisito de recuperar la forma de SUPG ante soluciones suaves, como,

vE@y

T8 = 3 [ (- h}vw-(w

a=]

) - Vi, dQ + (2.105)

+ E ka (Vo Vp) did

am=] e

Donde (ay,a2) = max(0,ay — a2). Como puede comprobarse, los términos de
(2.105) recuperan la forma de SUPG en el caso en que k; = 0.

Resumiendo, si aplicamos para la resolucion del sistema (2.95) el métode CF, con
la definicion del vector h dada en (3.64), el planteamiento del problema queda como
SIgue,

Encontrar ¢, € &, C ¢ == {x € H' (Q)|x = 9 en Tp} tal que Vo € T}, se
cumple que,

% Hay que hacer notar que, como se observa por la forma de K K, 1a difusion que afiade este tensor
es siemnpre positiva, evitando isf los problemas de métodos alternativos,
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|0 Dron+ k(V9g)1da +

Nyt v® Nu
% [ k- () Vet 5 [ k(Tavida-
(2.106)
Mo
-3 s = >(v Vi) kqu,,—f*ngdﬂ-&-
=i Jae [

)3 T | ;—ﬁl Vi) Qda - f Vil = f grdr

Donde los términos subrayados corresponden a la modificacién de la forma original
de Galerkin.

A continuacién presentamos una tabla extraida de [Cod93a] [Sot97] y que, basados
en experimentacién numérica y las aproximaciones obtenidas por estudios de estabili-
dad del problema, dan unas formas apropiadas para la determinacién de los coeficientes

o, A

mes 1 moe=2
; I |yl<s § =3
o' (y) =1 { 1 >3 } { % Iyl =3 } (2.107)
(7)) <) i s
A () e (0 0= Jf) 7maw(0;0.35 — 30)

Donde m es el grado de los polinomios empleados en la aproximacién.

Por dltimo, conviene anadir que la forma final del método de estabilizacién, dada
en (2.106) conserva todas las propiedades del algoritmo basado en SUPG y adquiere
propiedades adicionales de convergencia, un resumen de las cuales puede encontrarse
en [Cod93a).

2.3.6 Esquemas Estabilizados de Mayor Orden

Siguiendo los procedimientos presentados anteriormente en este capitulo, pueden derivar-

se esquemas estabilizados de mayor orden [Ofa96], Otra alternativa serfa la aplicacién

de desarrollos en serie de Taylor multidimensionales a las ecuaciones diferenciales or-

dinarias. Pero, de otra forma, se pueden obtener, de manera simple, esquemas estabi-

lizades de alto orden, mediante la metodologia que presentaremos a continuacién.
Recuperemaos la forma estabilizada dada en (2.92).
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r—%(lvV}r:ﬂ en Q (2.108)
r=(v Ve~V (K Vo) - Q

Si al esquema (2.108) anterior, que puede considerarse, una ecuacién de balance
mejorada, le aplicamos directamente las técnicas presentadas en este capitule, podemos
llegar a,

r;—%(hg-vn-ﬁu en Q (2.100)

Py = ?'—% (h-¥)r

Donde se hace notar que, evidentemente, h no tiene por qué coincidir con hy, dado
que son pardmetros de estabilizacién de ecuaciones diferentes,
Si sustituimos (2.108) en (2.109), tenemos®,

s %(k.*-v)—%(hz-t?)(h-w:r) r=0 en Q (2.110)

Es importante sefialar que la forma débil de la ecuacién anterior recuerda mucho a
la obtenida con la aplicacién de métodos como Galerkin Least Squares (GLS) [HFHE9)
[Cod96] [Sot97] o Subgrid Scale [Hugd5]. De hecho la apropiada seleccién de los valores
de h,h; permitiria que fueran reproducidos exactamente [Ona98al.

El proceso definido por las ecuaciones (2.109) se puede utilizar recursivamente para
derivar esquemas de ordenes superiores.

2.3.7 Esquemas Estabilizados en el Tiempo

El método CF presentado, permite adicionalmente, la construccidn de esquemas esta-
bilizados de mayor orden en el tiempo. Para ello, 8 escribimos el balance de Anjos, no
sélo para un dominio espacial £ sino para el dominio espacio temporal 4 x [¢, ¢+ 6],
siendo 6 un incremento de tiempo finito arbitrario, la ecuacién de balance global puede
escribirse como,

E4d 44
/ / ) [z Flujos + 3 I-uem-.es] dudt = / / dip(zx)ddt (2.111)
t 03 £ 4

El primer término de la izquierda de la ecuacién (2.111) anterior puede escribirse
como,

?"Llamande l/ = h+ hs.
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f " L . [Z Flujos -+ E icntes] dxdt =

5 5 T[w‘*—% (h-va l—w(h v) ]M] dz = (2.112)
s ma-[-r--;—(bV) ] 2 ['F—%( V)v‘]‘J i

donde 7 tiene el significado usual dado en (2.86).
Por otra parte, el término de la derecha de la ecuacidn (2.111) puede escribirse
comao,

e+ dgt &%
¢ ¥ T = y——— .
/ / dip(z)dzdt = / (' — ") dz /‘H 8 ( 3% T3 )d:z (2.113)

De ignalar (2.112) y (2.113) y teniendo en cuenta que Q# es un dominio genérico™
a¢ tlene,

o 5 d 1
T'—“"é‘ (h‘V)f‘+§E [‘F—"ﬁ

de donde si eliminamos los términos de mayor orden se simplifica en la forma,

(h ' V) F] =0 en Qx[0,7] (2.114)

5 —
r-—~ (h-V)7+ E%t =0 en Qx[0,7) (2.115)
La ecuacién (2.115) se puede utilizar para derivar diferentes esquemas de inte-
gracién, en los cuales el pardmetro 8 juega un papel crucial”®. A modo de ejemplo, si
se discretiza la ecuacién (2.115) en el tiempo usando un esquema centrado explicito y

se toma & = Al, se tiene,

WHM = Wt - 1 . grr b ¢:+m — st 4 wz»—m
et (e V)t S et =0 (2.116)
en 2 [0,7)

donde para obtener (2.116) se han despreciado los términos de las derivadas espa-
ciales de % Simplificando la ecuacién anterior, nos resulta la forma,

BqteAE 1, .t—ihe
1 i@:““a + ‘—%(haV)r“=0 en Qx[0,7] (2.117)

que es un esquema de integracién temporal de ¢ de segundo orden.

8y del mismo modo ¢ es un inatante genérico,
*Por au cardcter general, denominaremos a esta ecuacion, ecuacion fundamental del cdleulo finjte-
simal.
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2.4 El Problema de Conveccién Pura

En las secciones anteriores hemos estudiado el problema de conveccion difusién ha-
llando que, en el caso homogéneo unidimensional, las inestabilidades que aparecen en
la. solucién numérica cldsica pueden justificarse por el error de truncamiento produci-
do por el proceso mismo de discretizacién. Ademss hemos encontrado que este error
de truncamiento tiene forma de difusién negativa para cualquier valor del nimero de
Péclet.

Por otra parte, un andlisis de la ecuacién de balance del mismo problema nos ha
permitido diseiiar un método de estabilizacion de aplicacién general (CF). Una de las
caracterfsticas basicas de este método es la adicién de difusién segin una direccién
genérica. Pero su propiedad mds interesante es la consistencia, esto es, la solucién del
problema diferencial estabilizado es solucién del problema original.

Ahora, hemos de volver al punto de partida de este analisis; la ecuacién cinemstica
de superficie libre. Esta condicién, como ya hemos mencionado, toma la forma del
problema de conveccién pura siguiente,

Encontrar ¢ = @(z) tal que,

w=v-Vn en z=1y (2.118)
n=g en Ip,

Como puede apreciarse tras comparar el problema (2.118) anterior con el (2.70), el
lfmite de conveccién pura v — 6o tiene unas propiedades particulares, sobre todo en
lo referente a las condiciones de contorne, que conviene conocer. En primer lugar, la
ecuacion (2.118) anterior es de primer orden, por lo que si nos fijamos en el problema
unidimensional, sélo admite una condicién de contorno. Por otra parte la imposicién
de condiciones de contorno de flujo preserito hecha en (2.70) queda limitada en este
caso a la preseripeidn del flujo convectivo,

n:¥n=gq en Iy,

pero su aplicacién carece de sentido fisico en el caso de su aplicacién a los problemas
de superficie libre.

Antes de continuar, hagamos un pequefio estudio sobre el problema unidimensional
siguiente,

Encontrar = () tal que,

dg
el 0 en O<=z<l (2.119)
@0) = 0

Dividimos a continuacién el intervalo [0,1] en N elementos iguales, siendo 0 = x4 <
Ty < k2 < .. < &y = | donde, Ty = Ty =d (m = 0, N = 1). Si discretizamos el
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problema anterior, utilizando el método de los elementos finitos o diferencias finitas
centradas, obtenemos,

@lze) —@(ri) =0 con 1=1,N-1 (2.120)

La ecuacién caracterfstica de la anterior es A? — 1 = 0 cuyas rafces son, A = +1.
Por lo que la solucién genérica de (2.120) puede escribirse como,

¢, = Cy + Ca(-1) (2.121)

Cuyo cardcter oseilatorio es claro®, Por otra parte es evidente que es necesaria
una condicién adicional a la del problema planteado, va que el problema discreto es de
segundo orden, lo cual es, por sf s6lo, una inconsistencia.

Por otra parte, estos problemas se trasladan al caso general de la ecuacién no
homogénea,

deg
ik e(z) en D<z<l (2.122)

Su forma discreta utilizando el mismo procedimiento anterior serd,

@(2er1) = P(Tim1) = €[y Tigty Tis Ticay o) con im 1, N—1 (2.123)

cuya solucidn serd, evidentemente, de la forma,

= Cy+ Ca (=)' + E(i) (2.124)

donde E(i) es una solucién particular de la ecuacién (2,123).
La aplicacién de unas condiciones de contorno deseables (como las sugeridas en

[D’E97] [DawT7], ¢y = 0y v, = 0, que impone a nivel discreto %’F 0) da como
resultado,
o = _E(l} '; E(U) - (_1)5 E(” - E(O) +E(i) (2_125)

2

QQue mantiene su cardeter oscilatorio siempre que £(1) # E(0).

Este comportamiento de la ecuacién puede deducirse del andlisis hecho en (2.39)-
(2.69). La aplicacién directa del método de estabilizacién CF sobre la ecuacién (2.119)
resulta en,

*8e hace notar que la ecvacién anterior puede obtenerse del mismo andlisiz del caso con difusién
haciendo  — co.
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hdr

1'—§£=0 Zﬂ 0<a<! (2.126)
w
i

Si aplicamos la ecuacién (2.66) para deducir la longitud caracterfstica h 6ptima, la
ecuacion (2.126) anterior queda como,

wlziga) = wlz) =0 con i=1,N=1 (2.127)

La ecuacién caracteristica de la anterior es A = 1. Por lo que la solucién genérica
de (2.120) puede escribirse como,

= C, (2.128)

Que evidentemente es la solucién nodalmente exacta de la ecuacién (2.119) original
y €8 ademds consistente con sus condiciones de contorno®. Podemos concluir de este
sencillo anilisis que, en el limite v — oo, los resultados obtenides en los apartados
anteriores para la ecuacién de conveccién difusién, son perfectamente vilidos, haciendo
la adecuada modificacién de las condiciones de contorno.

Por otra parte, y atin cuando la mayoria de ellas pueden derivarse directamente
de las conclusiones hechas sobre la ecuacién de conveccién difusion, en [HFHS89] se de-
muestran las propiedades de convergencia y estabilidad de los método de estabilizacién
tipo SUP(G para el caso concreto de conveccion.

La estabilizacién utilizando el método CF requiere como punto de partida una
ecuacion de conservacién. En el caso de la condicién de superficie libre, este balance
esti dado por (2.5), que expresa que la superficie libre es un contorno material, esto es
que las particulas fluidas ni entran ni salen de él.

Recuperemos la forma estabilizada dada en (2.92), v apliquémosla a la ecuacién de
superficie libre (2.8), para dar,

1/~ -
P—E(h-V)‘r‘fﬂ en zmn (2.129)
r=v-Vnp-uw

O en su forma transitoria, basada en (2.7) y (2.115),

{ - 8§ OF

r-z (h-V)H--z---m—O en z=n (2.130)
g T v - -—
'F_mi+v-Vn w

3L Aunque, como es Iégico, no admite las condiciones de contorne fijadas en el problema de conveccion
difusidn.
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Si aplicamos para la resolucién del sistema (2.120) la metodologfa expuesta en
(2.106) y (3.68), el problema se plantea como
Encontrar n € &), tal que Y € U, se cumple que™,

Aw(a-@)ndstn+§f <k1-k=>i'w-(‘"’®‘"’) Vndo+  (2131)

ax=] £

-3 [ & (¥n-9v) da= [ udg + 5 ""T;’EE(" Iy w2

amx] gmr] (e

Donde los términos subrayados afiaden la necesaria estabilizacién al método v ky,
ky son los dados en (3.67) v (3.68).
La forma transitoria del sistema anterior, que se obtiene a partir de (2.130), s,

/ﬂ DA = ,/; Ewc_ %Wa-m] a0 4 28t / rodl —

2At N 2At [ (i —ko) /. & .
LB ﬂ.“’( V) 72 + % T TR (v-9p)wda-  (2132)
Nll =2 P
PR 25y f ka (V) d -

Nat 2AL T . vEY =
- 3 -5-_/51 {k'l—kn}v'.b-(*v—;) . ¥V d2

a=] |‘\7‘|

donde se ha utilizado la forma simplificada dada en (2.117).

Por diltimo anadir que el método CF transforma la ecuacién de conveccién pura en
una de conveceidn difusion. Esta ultima debe considerarse como una version mejorada
(de mayor orden de aproximacién) que la original, pere continia siendo una ecuacidén
diferencial que representa el mismo problema. Por lo tanto, todo el estudio hecho a
lo largo del presente capitulo, sobre la ecuacién de conveccién difusién, es plenamente
aplicable en este caso.

¥ En este caso, ol método estabilizado, tiene como condicién de contorne natural,

h
B—jvTv-nr-U en 'y

Lo cual, evidentemente, cumple la solucidn del problema r = 0
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2.5 El Método de Estabilizacion de Dawson

Ya hemos presentado, anteriormente en este capitulo, la forma linealizada de la ecuacion
de superficie libre que fue propuesta en [Daw77] por Dawson. Pero sin duda, el aspecto
mis destacado de este método, es la forma de estabilizar la ecuacién de superficie libre,

Se ha comentado anteriormente que el cdleulo de las derivadas primeras descen-
tradas en contracorriente (upwind) introduce en las ecuaciones una difusién numeérica
que puede corregir las inestabilidades asociadas & la ecuacion de conveccidn difusién.
El problema de los métodos de este tipo es que la adicién de difusién no puede ser
controlada facilmente, por lo que la solucién depende significativamente de pardmetros
como e tamano de la malla,

El procedimiento de Dawson, si bien tiene caracterfsticas de los métodos de eva-
luacion en avance, es ligeramente diferente. La derivada primera que aparece en la
ecuacion (2.24) es evaluada mediante una férmula de deduccién casi mégica y de re-
sultados sorprendentes. Cabe senalar, que en el articulo original, esta férmula no tiene
ninguna justificacién tedrica y la recomendacién de Dawson proviene deé una seleecion
usando la téenica de prueba y error.

La propuesta consiste en usar un operador de cuatro puntos en avance, el cual debe
eliminar los errores de segundo y cuarto orden, pero no de tercera, De esta manera, la
derivada segin una direccidn 1 de la funcién f(z) puede escribirse como (ver apéndice
F),

df _ 10f; = 15fi1 4 6fig = fios
(di ) Bawion N Eh (2-133)

Que es la mencionada férmula de cuatro puntos, cuya evaluacién, estabiliza de ma-
nera notable la ecuacién (2.24). En efecto, la evaluacién del término £ (v“’ ]vl), de

la ecuacién (2.24), mediante (2.133), permite obtener resultados muy aceptables, no
apareciendo efectos de amortiguacion significativos, en los casos analizados en [Daw77].
Sin embargo, un estudio profunde del operador (2.24) muestra que su rango de fun-
cionamiento éptimo estd limitado a un intervalo de* F, y que su efectividad se ve
afectada de manera importante por el tamaiio de la malla (ver [Let93]). Se hace notar,
por otra parte, que la necesidad de evaluar la ecuacién (2.24), con tres puntos corriente
arriba, limita casi exclugivamente su utilizacién a mallas estructuradas,

En la referencia [[0599] se analiza en profundidad la férmula (2.133), y se presenta
una forma de eseribirla, basada en esquemas centrados. Por otra parte en la referenciag
[Rav96, pp 89-91| [Let93] se discuten varias alternativas a la formulacién de Dawson,
para la resolucién de la ecuacién de superficie libre, sin embargo ninguna de ellas parece
tener propiedades suficientemente atractivas.

Efectivamente, la férmula propuesta por Dawson no es dnica y sus propiedades
para la estabilizacidn de la ecuacidén de superficie libre son notables, pero limitados.

3 En concreto parece fallar notablemente [Let93] para altos F,.



Ademads, estas limitaciones son comunes a todos loz esquemas similares estudiados en
[Let93], por lo que dificilmente podra derivarse una forma general aplicable a diferentes
problemas basada en la férmula (2.133).

Un aspecto destacable es la posibilidad de demostrar la equivalencia de la metodologfa
de Dawson con el algoritmo CF' aqui presentado. En efecto, a partir de la propues-
ta original de Dawson [Daw77], en [Let93] se derivaron esquemas generales para la
estabilizacion de la superficie libre. Ademsds en la misma referencia se estudian las
propiedades de amortignamiento y estabilidad de diversos operadores. Pero veamos
cual es el modo de proceder, para obtener estos esquemas.

El desarrollo en serie de Taylor de una funcién f sobre = + mh, puede escribirse

como,

Flatmhy= 3 TR g (2134)

a=g 7N

Por otra parte, podemos escribir un operador de diferencias genérico, para la deriva-
da primera, como,

i W f (z + mh) (2.135)

=~

') =

donde w;,, son los coeficientes apropiados, definitorios del operador. Si sustituimos
(2.134) en (2.135), e invertimos el orden de los sumatorios resulta,

F )= é €n h"-i%-;f () (2.136)

donde se ha denominado,

e,,:-% Y, mtw, (2.137)

R

Evidentemente, para obtener el operador f'(z) éptimo, nos gustaria tener e; = 1
y e = 0, para i # 1, de manera que coincidieran el operador y su derivada (ope-
rador exacto). Desafortunadamente eso requiere un infinito nimero de w, # 0. La
metodologfa propuesta se limita a tomar un mimero N de w, diferentes de cero, @
imponer las condiciones requeridas sobre los valores de e,. Esto conduce a un sistema
lineal de tamafio N x N (para més detalles ver [Let93]). El método de Dawson original
se puede obtener haciendo ¢p =0, &y =1, 23 =0y ¢4 = 0.
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En buena légica, todos los operadores que construyamos tendrin eo=0ye =1,
por lo que el operador (2.136), puede eseribirse como,

J (.«:):%(::H gi; e fa“‘lg%(x) (2.138)

Si partimos de la ecuacion cinemitica de superficie libre unidimensional * siguiente,

d .
ua—: = (2.139)

Entonces, siguiendo la metodologfa expuesta, la forma general de la ecuacion dis-
creta estabilizada, serfa, sustituyendo (2.138) en (2.139),

0F o o= w1
Us +u n};ﬁ ey h T =W (2.140)

Por otra parte, en este caso es sencillo obtener 1a forma genérica del método CF de
alto orden. Esta puede derivarse del desarrollo en serie de los términos de la ecuacién
de balance unidimensional. El resultado es equivalente a la aplicacion del desarrollo en
serie de Taylor al residuo de la ecuacién (2.139), y est4 dado por,

= (ah)"
E ﬂ.

=l

™ (z) = (2.141)

7= Ue— —

8z
De donde, si despreciamos las variaciones en u y w, se tiene,

= <] f T
ugz + u ,_22 (i;?l_,,n) () = w (2.142)

Que, como se puede apreciar, toma la misma forma que (2.140). De este hecho
pueden sacarse varias conclusiones,

L. El método de estabilizacién de Dawson puede derivarse de la aplicacién de las
técnicas CF. Lo cual permite dar una base tedrica al primero.

5 de conveccidn purs, Segin se quiera denominar.
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2. El método CF debe considerarse como una forma mids general del método de
Dawson, que le afiade propiedades de las que este carece, entre ellas la de consis-
tencia,

3. De las conclusiones que se obtienen en el estudio de diversos operadores tipo
Dawson [Let93], se concluyen sus deficientes propiedades estabilizantes para un
amplio rango de problemas. Al contrario, el método CF se presenta como una
alternativa interesante para ser aplicada a una amplia variedad de problemas. Por
otra parte, las propiedades del operador del métoda CF lo hacen muy adecuado
para su uso con mallas no estructuradas.

2.6 Extension del Método CF a otros Problemas
de Mecdanica de Fluidos

El enfoque fisico en el que se basa el método de cdleulo finitesimal presentado en este
capitulo, permite que sea facilmente extendide a otros problemas. Hasta ahora nos
hemos fijado en el problema de conveccién difusién, pero como ya se ha comentado
anteriormente, su \nica limitacién es la existencia de una ecuacién de balance.

Por ello una primera aplicacidn de interés es su extensidn a las ecuaciones de Navier-
Stokes incompresibles. Efectivamente, ¢s inmediato plantear el problema estabilizado,
basado en el método CF, de las ecuaciones de flujo incompresible. De hecho su cardeter
de ecuaciones de balance de masa y balance de cantidad de movimiento, las hace idéneas
para la aplicacion del método.

Si suponemos, al igual que anteriormente, que el dominio de balance, para cada
una de estas ecuaciones, es finito y representamos la variacidn de masa v cantidad de
movimiento, utilizando expansiones en serie de Taylor de mayor orden, que las usadas
en la teorfa infinitesimal cldsica, podemos encontrar las ecuaciones estabilizadas, sdlo
retomando la ecuacion fundamental del cdleulo findtesimal (2.115) y aplicdndola a los
residuos de las ecuaciones de balance. Esto resulta en,

Balance de Cantidad de Movimiento

Ty — -].:E hm‘ t V'Tm‘ + ‘g% (Tm1 = %‘hm‘ 2 Vrm,) =0 i=13 en Q (2'143)

Balance de Masa

1 6 a 1
Td — 3 hyVry + 35 (rd — §thm) =0 en £ (2.144)
donde
d )
tn = pgrtp(v-VIV=V.z ¢ Vp-f (2.145)
g = V-v (2.146)
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¥ B, by, son los vectores de longitudes caracterfsticas asociados al problema.

Una obtencién detallada de las ecuaciones (3.1)-(3.4) puede encontrarse en el apéndi-
ce J, para el caso bidimensional.

Estas ecuaciones serdn usadas como hase para el desarrollo del método de resolucién
del problema de mecédnica de fluidos. Este aspecto sers considerado en el signiente
capfitula,

2.7 Ejemplos

A continuacién se presentan varios ejemplos de aplicacién del método de estabilizacién
CF. Los problemas elegidos en este caso son tests cldsicos de la resolucion del proble-
ma de conveceidn difusién, para mimeros de Péclet (7) elevados, por lo que pueden
considerarse similares a la resolucién de la ecuacion de conveecién pura.,

Los problemas de aplicacién prictica del método a las ecuaciones del flujo fluido y
la superficie libre se presentardn en los siguientes capitulos.

Aqul se presentan ejemplos de resolucién del sistema (2.70) basados en el método
(2.106).

2.7.1 Ejemplo 1

El primer ejemplo que se presenta corresponde a la resolucién del problema de con-
veccidn difusidn (2.70) en un dominio cuadrado de lado unidad definido por Q :=

{J-3.4[ % ]-4,4[}, v con,

K = 107¢ [é &]} - [ cos [atan(2)) ] @z, y) =0

—sin [atan(2)]

Las condiciones de contorno del problema estén dadas por,
Coa ) 100 s (xy) E T
tptﬂ-.y) . { 0 Ei (mly) ¢ [\-‘

- (ARG

El problema se resuelve por medio de una malla de elementos finitos formada por 812
tridngulos lineales. Un esquema del problema puede verse en la figura 2.7.

En la parte izquierda de la figura 2.8 se muestra la solucién obtenida utilizando el
método tipico de Galerkin. Como se aprecia, la solucién es completamente inestable,
apareciendo oscilaciones en todo el dominio de andlisis. Fsta solucién se puede com-
parar con la obtenida utilizande la metodologia CF' (ver parte derecha de la figura 2.8).
Puede verse que la solueion es casi éptima en este caso, apareciendo solo pequenios restos
de inestabilidad en zonas muy localizadas. También puede compararse esta solucion
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Figura 2.7: Ejemplo 1. Problema bidimensional de conveccién difusién con condiciones
de contorno tipe Dirichlet no uniformes. La malla utilizada para el edleulo es no
estructurada v tiene 812 tridngulos lineales.

Figura 2.8: Resultado de contornes de ¢ obtenidos aplicando el métado clésico de
Galerkin al ejemplo 2 (izquierda). A la derecha puede verse la solucién del mismo
problema aplicando el método CF.
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Figura 2.9: Comparacién de los resultados obtenidos para el ejemplo 1 utilizando la
metodologia CF y SUPG.

con la obtenida aplicando técnicas tipo SUPG (ver figura 2.9). Como puede apreciarse,
la utilizacién de método SUPG en este caso, resulta en una solucién con importantes
restos de inestabilidad cerca de las zonas con pradientes altos de .

2.7.2 Ejemplo 2

A continuacién presentamos un ejemplo extensién del problema unidimensional (2.47)
al caso bidimensional. El problema se resuelve en este caso en un dominio cuadrado
de lado unidad definido por W := {]0, 1[ = |0, 1[} y se utiliza para ello una malla es-
tructurada de 800 elementos triangulares lineales. El resto de caracterfsticas estd dado
por,

E=[é ?]-V=10m“].@[:ﬂ.y)=0

Las condiciones de contorno del problema son:

plz,y) = en x=0,y=0
el ) =100 en z2=1
gn =0 en oy =1

Un esquema del problema planteado puede verse en la figura 2.10.
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Figura 2.10: Ejemplo 2. Problema bidimensional de conveccion difusién con condi-
ciones de contorno tipo Dirichlet y Neumann., La malla utilizada para el cdleulo es
estructurada y tiene 800 tridngulos lineales,

."" 'r-r- 'p'"""'

= 1 ..1.‘.-1 uumhn
_”fu'“}h‘ﬂi '

|| B
Y i i '%é
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Figura 2.11: Resultado de contornos de ¢ obtenidos aplicando al ejemplo 2, el método
cldsico de Galerkin (izquierda) y el método CF(derecha).
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Figura 2.12: Comparacién de los resultados obtenidos para el ejemplo 2 utilizando la
metodologia CF y SUPG.

En la parte izquierda de la figura 2.11 se muestra la solucién obtenida utilizando el
método tipico de Galerkin, Como se aprecia, la solucidn es completamente inestable,
apareciendo oscilaciones en todo el dominio de andlisis. Fsta solucién se puede com-
parar con la obtenida utilizando la metodologia CF (ver parte derecha de la figura
2.11). Puede observarse que la solucién es casi dptima en este caso, apareciendo solo
pequeiios restos de inestabilidad en zonas muy localizadas, que coinciden con cambios
bruscos de las condiciones de contorno. También puede compararse esta solucién con
la obtenida aplicando técnicas tipo SUPG (ver figura 2.12). Como puede apreciarse,
la utilizacién de método SUPG en este caso, al igual que antes, resulta en una solucién
con importantes restos de inestabilidad cerca del contorno .

2.7.3 Ejemplo 3

El dltime ejemplo que se presenta corresponde a la resolucion del problema de convec-
cion difusién (2.70) en un dominio cuadrade de lado unidad con,

w20 V2 [ 1
5=102[ﬂ 2:|1V=T"11r‘-?($-1’)=5
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Figura 2.13: Ejemplo 3. Problema bidimensional de conveccién difusion no homogé-
neo con condiciones de contorno tipo Dirichlet, La malla utilizada para el cdleulo es
estructurada y tiene 800 tridanpulos lineales.

] 10080 (=) €
oo ={ CaGnen |
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En los contornos se impone la condicién tipo Dirichlet ¢ = 0 (sobre todo el contorno),
El dominio se discretiza con una malla estructurada de elementos formada por 800
trisngulos lineales, El problema estd representado en la figura 2.13,

En la parte izquierda de la figura 2.14 se muestra la solucién obtenida utilizando el
métoda tipico de Galerkin, Como se aprecia, la solucién es completamente inestable,
apareciendo oscilaciones en todo el dominio de andlisis. Esta solucién se puede com-
parar con la obtenida utilizando la metodologia CF' (a la derecha de la figura 2.14).
La solucién es dptima en este caso, no observiandose restos de inestabilidad. Esta car-
acterfstica puede también observarse en la grafica 2.15 donde se muestra la variacion
de la solueidn en un corte diagonal del dominio,

2.8 Conclusiones

En este capitulo hemos abordado el problema de estabilidad que presenta la ecuacidn
cinematica de superficie libre para su resolucién mediante los métodos clasicos de inte-
graciém de ecuaciones diferenciales. Esto ha llevado a la necesidad de hacer un andlisis
profundo de los problemas numéricos que subyacen a la inestabilidad.
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Figura 2.14: Resultado de contornos de @ obtenidos aplicando al ejemplo 3, al método
clasico de Galerkin (izquierda) y ¢l método CF(derecha),
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Figura 2.15: Grifica de la solucidn del ejemplo 3 en un corte diagonal del dominio.
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Posteriormente se ha presentado una metodologfa basada en un anilisis finito del
problema de balance (de ahf su nombre, caleulo finitesimal), que permite conseguir
una nueva forma consistente de las ecuaciones diferenciales originales. Esta algoritmica
tiene unas propiedades de consistencia, estabilidad y exactitud que la hacen especial-
mente adecuada para la resolucién de este tipa de problemas y puede ser usada para la
derivacién de esquemas discretos estabilizados de aplicacién, no sélo en el método de
los elementos finitos, sino también en ofros como diferencias finitas o puntos finitos.

El método es de aplicacién general y es especialmente adecuado para su uso en
mallag no estructuradas.

También se ha discutido la manera de caleular los pardmetros de estabilizacién. La
necesidad de evitar el alto coste computacional de los métodos iterativos desarrollados
para la determinacién de sus valores optimos ha hecho necesario definir unos criterios
bésicos para su eleccidn. Estos eriterios estdn basados en un estudio de estabilidad
del método. Por iltimo se ha dado forma a estos pardmetros, basindonos en estudios
tedricos y experimentos numéricos,

Una vez discutido el método de estabilizacién se ha aplicado a la resolucién de
la ecuacién cinemdtica de superficie libre y se ha comparade con otras metodologfas
existentes en el campo de la hidrodindmica naval.

Por 1iltimo se ha presentado una extension del método para su aplicacién en pro-
blemas de balance genéricos, y en concreto para las ecuaciones de Navier Stokes.
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Capitulo 3

Ecuaciones de Navier Stokes

Estabilizadas.
El Método de Pasos Fraccionados

En el capitulo anterior se presentd el método denominade Cdleulo Finitesimal (CF)
aplicado a la estabilizacion de la ecuacion de conveccion difusion y se expusieron las
posibilidades de generalizacion del método CF a otro tipo de problemas. En el presente
capitulo se aplicard este método de estabilizacion a los ecuaciones de Novier Stokes.
A continuacidn se planteard un procedimiento de resolucidn de las mencionadas ecua-
ciones, que presenta grandes ventajas frente a otros, para los objetivos del proyecto.
El procedimiento mencionado se apoyard en el método de los elementos finitos y el
algoritmo de pasos fraccionados semi implicito para la discretizacion y resolucidn de
lag ecuaciones. Durante el desarrollo del capttulo se expondrdn las modificaciones para
tener en cuenta el movimiento de la malla de elementos finitos mediante técnicas ALE
(Arbitrary Lagrangian Bulerian). Se incluye una discusion sobre las condiciones de
contorno aplicables, ast como otros conceptos relacionados como la turbulencia, En
ultime lugar se presentan varios ejemplos bdsicos de aplicacion de las ecuaciones men-
ctonadas.

3.1 Introduccién

En los capitulos anteriores se han discutido las inestabilidades asociadas a la resolucién
de las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el método estandar de Galerkin. Como ya
se menciond, estas inestabilidades son de dos tipos, unas asociadas al cardcter convecti-
vo de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento y otras debidas a la imposicién
de la incompresibilidad del fluido, que pone limitaciones a la eleccién del espacio de
interpolacién de los campos de velocidad y presién.

En los ltimos afios ha existido una intensa biisqueda de la solucién a estos proble-
mas. Desde el uso de interpolaciones velocidad-presién que satisficieran la condicién
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BB, junto al uso de metodologias tipo upwind, hasta el mds reciente basado en la
técnica de Galerkin Least/Squares que permite utilizar interpolacién de igual orden
en velocidad y presién, evitando la restriccién BB, gracias a la adicion de un término
proporcional al laplaciano de la presién en la ecuacién de balance de masa.

Del mismo modo, otros métodos como Characteristic Galerkin, Variational Mulli-
scale o Residual-Free Bubbles permiten corregir total o parcialmente los problemas de
inestabilidad que plantea la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Los métodos mencionados, alin habiendo recibido un importante respaldo matemdti-
co y prictico, no cuentan con la suficiente base fisica tras ellos. Ademds, la mayorfa de
ellos pierden estabilidad en presencia de gradientes elevados de las variables, deficiencia
que es usualmente corregida mediante la adicién de nuevos términos de estabilizacién
(términos de captura de discontinuidades) & la formulacién previamente establecida’.

En este trabajo se presenta un enfoque mucho mds fisico y gimple, basado en la
técnica de Cdleulo Finitesimal (CF') presentada en el capftulo anterior. Esta técnica se
basa en retener términos de mayor orden en las ecuaciones de balance de cantidad de
movimiento y de masa. Es importante sefialar que la estabilizacién de estas ecuaciones
se produce a nivel de la ecuacién diferencial, y esta misma forma es aplicable a cualquier
método de integracién de ecuaciones diferenciales (Elementos finitos [ZT94a) [ZT94b]
[Ona98b| (GPVCI8|, Volimenes Finitos [HMJ93] [MC98|, Diferencias Finitas [Hir90],
Puntos Finitos [O10T96] [OSI00], ete.). Al contrario, muchos de los métodos antes
mencionados han sido desarrollados exclusivamente para su aplicacién eén uno u otro
procedimiento.

Posteriormente nos ocuparemos del algoritmo utilizado para. la discretizacién tem-
poral y resolucién espacial. Este es el denominade algoritme semi implicito de pasos
fraccionados que presenta varias ventajas para el presente proyecto. Por una parte
permite la utilizacién de igual interpolacién para los campos de presién y velocidad,
evitando la condicién BB, y por otra presenta una menor necesidad de almacenamien-
to de memoria que en otros casos, dado que sélo s necesario invertir un sistema de
ecuaciones de una incégnita por nodo (presién) frente a las cuatro incdgnitas por nodo
(velocidad y presion) de otros métodos més convencionales. Por otra parte, la imposi-
cién de la presién en gran parte del dominio, en los problemas con superficie libre, hace
que este algoritmo gane velocidad frente a otros. Ademais, hay que anadir que el sistema.
de ecuaciones resultante corresponde a una matriz simétrica muy bien condicionada,
por lo que no representa ningilin problema su inversién.

Cabe sefialar que muchas de las propiedades de estabilizacién que afiade natural-
mente el algoritmo de pasos fraccionados, pueden ser conseguidas con la utilizacién
de la téenica CF' aplicada a otros métodos de integracién de las ecuaciones de Navier
Stokes. Sin embargo, el algoritmo de pasos fraccionados presenta todavia importantes
ventajas en lo referente a necesidades de recursos.

'Este aspecto, ya ha sido comentado en el capftulo 2 on mfampcia. a la ecuaeldn de conveecidn
difusion.
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3.2 Formulacién Estabilizada de las Ecuaciones de
Navier Stokes

Consideraremos el movimiento de un fluido viscoso incompresible alrededor de un cuer-
po, tal como se presentd en el capitulo 1. Como es conocido, estas ecuaciones son
resultado de la aplicacién de las leyes clésicas de conservacién de masa y cantidad
de movimiento sobre un dominio de control infinitesimal. Por otra parte, segtin la
metodologla de CF' presentada en el capftulo 2, si suponemos que el dominio de con-
trol tiene dimensiones finitas (ver figura 3.1), y representamos la variacion de la masa
y la cantidad de mevimiento utilizando una expansién en serie de Taylor, de un orden
superior a la usada en la teoria de cileulo infinitesimal clasica, podemos encontrar las
siguientes expresiones que configuran la forma estabilizada de las ecuaciones diferen-
ciales que gobiernan el problema planteado (ver apéndice J),
Balance de Cantidad de Movimiento

1 b a 1 :
T‘m‘ e _hﬂn ' VT"” +§§E (Tm.. = Ehm‘ L VT“H&) = 0' ¢ = 1’3 il ﬂ (3']-)

Balanee de Masa

1 68 1
rq = 5 h,Viry+ 55 (7‘.1 = ihdv‘rd) =0 en Q (3.2)
donde
dv '
Ty pﬁ+pv-(’v®v)—V-L+Vp—f' (3.3)
e = Vv (3.4)

Los términos subrayados en las ecuaciones (3.1) y (3.2) introducen la necesaria
estabilizacién para la solucién numérica, tal y como se presenta en el capitulo anterior,

Las distancias _gﬁf,.; (han;) ¥ ha (h4;) son las denominadas longitudes caracterfaticas.
Como se ha discutido en el capitulo 2, esas cantidades tienen un cardeter geométrico
y estéin relacionadas con las dimensiones de los dominios finitos donde se imponen los
balances de cantidad de movimiento y masa, respectivamente (ver figura 3.1). Del
mismo modo, el pardmetro § es un tiempo caracterfstico del proceso v controla la
estabilizacién temporal de las ecuaciones (3.1) y (3.2). El resto de la notacién utilizada
en las ecnaciones anteriores ya fue explicada en el capitulo 1.

Hay que hacer notar que pmagﬂ = 0, hg — 0y & — 0se recupera la forma original
de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y masa. Por simplicidad en la
exposicién siguiente se tomard § = 0.

Conviene anadir que, por conveniencia para la discusion siguiente, se empleard la
notacién de indices, siendo v;, f; las i-ésimas componentes de los vectores velocidad y de
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Figura 3.1: Dominio de balance finito (tetraedro elemental).

fuerzas de volumen y 7{; las componentes de la parte desviadora del tensor de esfuerzos
para fluidos newtonianos®. De la misma manera h,,, s la componente i, j del tensor de
longitudes caracterfsticas de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento (hy,).
Como es obvio, los fndices variables son s6lo los iltimos subindices, asf, per ejemplo
en hm,, % J no m. También indicar que a partir de ahora se aplicard la convencién de
Einstein de suma para los indices repetidos en productos y derivadas. Asi, por ejemplo,
hd’%’;{; = ? hu, %’i‘;‘ La convencién anteriormente mencionada sélo se aplicard a los

fndices 7,7 y k, al no ser que se indique expresamente lo contrario. Para no perder
claridad en la explicacién, se presentan a continuacién las ecuaciones (3.1) v (3.2)
anteriores con la nueva notacion,

Balance de Candidad de Movimiento

1 B ,
7m‘—2hmq Bz, =0 %j=123 en Q (8.5)

Balance de Musa

1 E.'rd
= =hg,— = =1723 ;
ra Ehd’&m 0 j=123 en (3.6)

donde
iy = 2peqy (v)
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A, + p&_j_(v u) = % + 9p 7 (3.7)

oy = Pl dx;  Bz; O
v
", = --—11-
Td Bz, (3.8)

En la ecuacién (3.5) no se debe sumar en el {ndice 4, pero si en el 7.

Mis detalles sobre la obtencién de las ecuaciones (3.1) a (3.8) pueden encontrarse
en [Onad8h].

Evidentemente, las anteriores ecuaciones (3.5) v (3.8) deben completarse con un
conjunto de condiciones de contorno e iniciales (ver eapitulo 1). Como puede com-
probarse parte de estas condiciones de contorno han sido modificadas (estabilizadas)
siguiendo la técnica CF presentada en el capitulo 2.

v; = Uy (x,t) en T'px (0,1) (3.9)
Ty = bo, —lz‘a,m:n, rl,, (nosumaeni) en Ty x(0,8) (3.10)

Yy = g (X, 1) “i“lh¢¢mfd ;

el

nyTus = o(x,t) — s en Ty x (0,1) (3.11)
p=p(x,t) en Tpx(0,¢) (3.12)
v(x,0)=vs(x) en Qx {0} (3.13)
p(x,0) =py(x) en £ x(0,1) (3.14)

Donde I' := 8{1 es el contorno del dominio de andlisis, que ha sido dividido en las
siguientes partes, segiin el tipo de condicién de contorne que sobre él se impongan en:

I'p : parte de I' donde se prescribe el campo de velocidades a v, (contorno tipo
Dirichlet).

I'y : parte de I' donde se prescriben las tensiones a t. (contorno tipo Neumann).

[y : parte de ' donde se preseribe la velocidad normal a v, y la componente
tangencial de la traccién o (contorno tipo Neumann). Se ha llamado e, = A, n; Tm,
(no se suma en ). '

['e : parte de I' donde se prescribe el campo de presiones a p. (contorno tipo
Dirichlet)

Secumple que T =Tp Uy Uy Ulp, TpNly =0, IpNTy =0,TpNTp =0,
PNy =0,TyNTp=0yTyNTp=0

En lo anterior se ha denominado n = (n;,ns, ny) al vector normal exterior a J().
Mientras que s = (sy, 53, 83) es un vector unitario genérico, paralelo a I'y;, ¥ en parti-
cular con la direccién de la proyeccién de la velocidad sobre I'py .

En las ecuaciones (3.9)-(3.14) se han subrayado los términos de estabilizacién obteni-
dos gracias a la aplicacidn de las técnicas de CF. La justificacién de la aparicién de
estos términos se puede encontrar en los apéndices I v K.
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Una forma mds conveniente de la ecuacién (3.6) puede obtenerse expresando las
componentes del vector de longitudes caracteristicas de la ecuacién de balance de masa
como,

hay = =2tgv; (no suma en j) (3.15)
donde t4, se denomina "tiempo intrinseco”. Bajo esta suposicién y usando la ecua-

cién (3.6), la forma del termine de estabilizacién del balance de masa puede escribirse
(ver apéndice i) como,

a, dr
it SRR et . |
Pﬁz, 4 B,
B'U'-.' 5111 aTH ('3:(1
ol e + e el (e ot s
’m, s at Y B.‘JGJ’ c?a:i ! Fm fi
i

Donde, como puede apreciarse se ha renombrado ry = p3-.
Por otra parte, en el mismo apéndice G, se muestra la signiente expresién alternativa
a la prescripcién de la velocidad normal en el contorno (3.10),

=0 i=1,23 en Q (3.16)

ti I
vty = U (%, 1) b=l en Tp, % (0,1) (8.17)

Ya se ha comentado anteriormente que, las ecuaciones (3.5)-(3.9) son el punto de
partida para la obtencién de diversos métodos numéricos estabilizados para la resolu-
ci6n de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. Hay que sefialar
que la obtencién de las ecuaciones estabilizadas ha sido hecha a nivel del planteamien-
to diferencial, por lo que el proceso de discretizacién puede ser llevado a cabo con
cualquiera de los métodos disponibles. En nuestro caso, las ecuaciones diferenciales
presentadas, serdn integradas utilizando el método de los elementos finitos. El proce-
dimiento elegido para ello es conocido como algoritmo de pasos fraccionados, aunque
puede comprobarse que diversos métodos de elementos finitos estabilizados estandar,
que permiten interpolaciones de igual orden para velocidad y presién pueden obtenerse
a partir de la forma modificada de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento
v de masa presentadas anteriormente [Ona98b|. Adicionalmente, a partir de las ecua-
ciones (3.5)-(3.9) pueden obtenerse algoritmos que estabilizan el cardcter conveetivo
de los términos de transporte de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento
[GOS*98] [0G99] (GO9I

3.3 Formulacion ALFE de las Ecuaciones de Navier
Stokes

A estas alturas de la exposicién, ha debido quedar clara la gran complejidad del pro-
blema que nos planteamos resolver. Sin embargo, une de los puntos mas criticos del
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algoritmo aun no ha sido introducide, sino de forma preliminar. Este se refiere al movi-
miento de los eontornos del dominio de andlisis. Efectivamente el cambio de forma del
dominio {2 involuera varias dificultades que se irdan discutiendo a medida que avance
esta presentacion. En primer lugar, fijémonos en las ecuaciones (3.1)-(3.9). Estas han
sido planteadas sin tener en cuenta el efecto del movimiento de los nodos de la malla,
Es evidente que se requiere un planteamiento especial de estas ecuaciones para poder
ser utilizado en este caso.

Es bien conocido, y ya se ha introducido en el capitulo 2, que existen dos formas
clasicas de representar las ecuaciones de Navier-Stokes: la representacién Lagrangiana
y la Euleriana. La primera basa la descripeién del movimiento en un seguimiento de
las partfculas del fluido, mientras que la segunda basa la descripeidn en la posicién
respecto a un sistema de referencia.

Tradicionalmente, las ecuaciones de dinamica de fuidos se han descrito con formu-
lacién euleriana (y asf lo hemos hecho aquf) debido a las ventajas que tradicionalmente
se la presumia, Sin embargo, en nuestro caso, necesitaremos trabajar en un sistema
de referencia arbitrario, en particular en el definido por el movimiento de la malla de
elementos finitos. La formulacion que describe el movimiento en este caso se denomina
ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian).

Este tipo de formulaciones arbitrarias provienen del contexto de log métodos de
diferencias finitas [HAC74] y mds recientemente han sido incorporados al mundo del
método de los elementos finitos [HLZ81] [FKT99] [Don82| [O0G99] [GO99], principal-
mente para su aplicacién en problemas de interaccién fluido estructura.

Como ya se ha comentade en el capitulo anterior, la idea bésica de esta formulacién
ed incorporar un dominio de referencia adicional que denominaremos €2 v cuyas coor-
denadas de referencia estdn dadas por el vector £(£,,£4,&,). Este dominio de referencia
podria ser, por ejemplo, el que describe el movimiento de la malla de elementos fini-
tos. De la misma manera denominaremos £, al dominio material, cuyas coordenadas
A(A1, Az, As) son lag etiquetas de las particulas (descritas, por ejemplo, por su posi-
cién en ¢ = 0). Por ultimo tendremos el dominio espacial cormin £, de coordenadas
x(71, 72, 23). Es evidente que existen las funciones de transformacién de coordenadas
£(x, 8), %(€,8), £\, 1), A&, 1), A(x, 1) y x(A, 1),

Podemos entonces expresar la derivada material o sustancial (ﬁ) de una cantidad
X COmMa,

Dx(x,t)  [dx(x(€,t).t) dx(x,t) ax(&,t) [9€, ;
Dt “[ ot L“[ o L* ae, [T&TiJA (3-18)

La relacion (3.18) anterior se suele denominar ecuacidn fundamental ALE [WR98|,
Expresa la derivada material de una cantidad y donde la derivada temporal se ha
calculado respecto a un sistema de referencia x y las derivadas espaciales en un sistema

de referencia £. Las cantidades %\ 3 se denominan velocidades convectivas ALE. En

el caso en que el dominio de referencia 2 describa el movimiento de la malla, se cumple

que [%‘-} = v —v, donde v (u]*, o', v§") es la velocidad de deformacion de la malla.
A
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Al objeto de aplicar lo aqui expuesto # las ecuaciones del flujo fluide, consideremos
las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso incompresible, siguientes [RG98],

Dy, a_'r:;“ 3}'.‘.‘

——

Dt = bz; ' b

duy
a9z,

fi en Qx(0,¢) (3.19)

0 en £x(0,)

La forma anterior es la descripcién lagrangiana cldsica de las ecuaciones de Navier
Stokes. 5i aplicarmnos la relacién (3.18) en las anteriores (3.19), obtenemos,

du - A ar; aﬂl
p [“#L + [(t’r*{i )B—:@'Erff + B .fiL = 0 (3.20)
7]
5:1’-‘;'4 ‘ -
en £ x (0,1)

Estas ecuaciones (3.20) son directamente aplicables a nuestro problema, pues nos
permiten calcular todas las cantidades en un sistema de referencia Q¢, definido por el
movimiento de la malla, excepto para las derivadas de la velocidad que son caleuladas
en ¢l sistema de referencia original Q. Imaginemos que nuestra simulacién fuera tal que
los nodos de la malla se movieran, avanzando de acuerdo a su velocidad de deformacién,
Entonces su comportamiento seria exactamente igual que el de las particulas del fluido,
y dirfamos que nuestra simulacion del fluido es lagrangiana, En caso contrario, si
nuestra simulacion fuera tal que los nodos de la malla permanecieran quietos, el proceso
de resolucién seguiria un esquema euleriano tipico. Es evidente que el sistema (3.20),
solo plantea una generalizacion de las formulaciones lagrangianas y eulerianas cldsicas,
permitiendo la posibilidad de contemplar el problema (3.5)-(3.9) respecto de un sistema
de referencia arbitrario.

Por otra parte, podemos escribir las ecuaciones estabilizadas (3.5)-(3.8) en forma
ALE, sustituyendo la relacién (3.18) en (3.5), obteniendo la siguiente forma,

Balance de Canlidad de Movimiento

Tmg — %hﬂt”%’:h = Tl-gj - -]., 913 en £ (3.21)
=L |

Balanee de Masa

rd— %h,;,% =0 =123 en 2 (3.22)
e 5F
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donde

v i u v, or! &
= ey () G gt gy (628
v
il E
ra 7 (3.24)

3.4 El Algoritmo de Pasos Fraccionados Semi Im-
plicito

A continuacion, se presenta un algoritme de pasos fracclonades semi implicito, para la
resolucién de las ecuaciones (3.5)-(3.8) por el método de elementos finitos.

Comeo se ha mencionado ya en los capftulos anteriores, la introduccién de la res-
triccion de compresibilidad del flujo en las scuaciones de Navier Stokes tiene como
resultado efectos muy importantes. Estos efectos se derivan principalmente del hecho
de que el campo de velocidades puede tomarse como tnica incégnita del problema,
para ser posteriormente corregido con un campo de presiones derivado de él. En efec-
to, la presién en la formulacién incompresible de lag ecuaciones de Navier Stokes, no
es ya una variable termodinamica, sino que es una cantidad que establece el equilibrio
de fuerzas en cada volumen elemental. De hecho si tomamos el rotacional de (3.3),
podemos eliminar la presién de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento.
En ese caso podrfamos calcular un campo de velocidades que cumpliera la condicién
de balance de cantidad de movimiento, y posteriormente corregirlo con un campo de
presiones que nos permitiera cumplir la condicién de incompresibilidad (que se podria
calcular tomando la divergencia de (3.3)).

Por otra parte, la existencia y unicidad de la solucién® de las ecnaciones de Navier
Stokes queda demostrada’, bajo el cumplimiento de la condicién BB [Bab71] [Cod93b)
[S0t97], tal y como se presentd en el capitulo 1. Esta condicién obliga a que los espacios
de elementos finitos para la interpolacién de la velocidad y la presién sean compatibles
[Bab71].

En la prictica, y en el contexto del método de los elementos finitos, existen dos po-
sibilidades para evitar los indeseables resultados de esta inestabilidad, La solucién mds
clésica consiste en utilizar interpolaciones mixtas velocidad presién que verifiquen BEB.
Junto a ésta, existe la posibilidad de modificar la forma variacional tipica, resultante de’
la aplicacién del método de Galerkin al problema fuerte (3.1)-(3.4), de manera que la
restriccién BB desaparezca, Dentro de este segundo tipo se encuentran metodologias
que, como GLS [HF87] [HFH89| [BD88| han ganado mucha popularidad en los ltimes
afios’. Un importante grupo de soluciones dentro de esta aproximacién lo constituyen

#Tanto del problema continue como dal disereto.

1 Para moderados valores de R,..

*¥Ya se ha mencionado que la aplicacién de las téenicas CF con la ndecuada eleccidn de los pard-
metros pormite construir metodologias de este tipo.
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los denominados métodos de pasos fraccionados [Cho67| [VCZ99).

Bésicamente, han sido desarrollades dos diferentes procedimientos que se agrupan
bajo la misma denominacién de métodos de pasos fraccionados. Un primer procedi-
miento estarfa basado en la idea de separar los efectos de los términos de transporte
por conveccion de los viscosos. De esta forma seria posible separar, por ejemplo, ol
tratamiento de los términos convectivos de los efectos de la capa limite, Pero, quizd el
mas conocido de estos algoritmos, v al que, en lo siguiente, nos referiremos exclusiva-
meante bajo la denominacién de método de pasos fraccionados, se debe a A.J. Chorin
[Cho67], quien propuso fraccionar la ecuacién de balance de cantidad de movimiento,
eliminando el término del gradiente de la presién. La idea es resolver una ecuacion de
balance de cantidad de movimiento aproximada, resolver luego la ecuacién de balance
de masa y por ltimo corregir la cantidad de movimiento, Este iltimo paso puede inter-
pretarse también como una proyeceion de la solucién sobre el espacio de velocidad con
divergencia nula, por lo que el algoritmo se denomina a veces de proyeccién. El objetive
principal que se perseguia con este fraccionamiento era precisamente la estabilizacién
de la presidn. A la vez, se consiguid el beneficio adicional de poder utilizar espacios de
interpolacién iguales para velocidad y presién. Una revisién de esta metodologfa y su
extensién a diferentes tipos de problemas puede encontrarse en [VCZ99] [VCZ97].

De las diversas variantes que admite el método de pasos fraceionados estudiaremos
el denominado algoritmo semi implicito. Este algoritmo resuelve de manera explicita
los pasos correspondientes a la resolucién aproximada de la ecuacién de balance de
cantidad de movimiento y su posterior correecién, mientras que es implicito el cdleulo
del campo de presiones. De hecho, dado que las caracteristicas de esta algorftmica
son especialmente apropiadas para el problema que pretendemos resolver, esta ha sido
la elegida para la resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes en este trabajo. Las
ventajas principales, frente a otras metodologias, se pueden resumir en:

¢ La posibilidad de resolver la ecuacién de balance de cantidad de movimiento
independientemente de la restriccién de incompresibilidad, permite desarrollar
un esquermna semi implicito de manera que, en cada paso de tiempo sélo haya que
invertir una matriz de un sistema (tipo Poisson) con un grado de libertad por
nodo (la presién), ahorrando una considerable cantidad de memoria.

¢ Ll esquema semi implicito es ademss especialmente adecuado a nuestro caso, dado
que la existencia de una superficie libre hace que la presién esté preserita sohre
gran parte del dominio, permitiendo que la inversién de la matriz del sistema sea
mity rapida.

e Los dos aspectos considerados con anterioridad indican que el sistema resultante
tiene unas caracterfsticas éptimas para su inversién, siendo simétrico y muy bien
condicionado.

® Aunque, como ya se ha mencionado, de la aplicacién del método CF (ecuaciones

Ycon la adecuada eleccion de los pardmetros de estabilizacion.
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(3.5)<(3.17)) pueden derivarse esquemas de resolucién de las ecuaciones de Navier
Stokes (3.1)-(3.4), que permiten igual interpolacién de los espacios de velocidad y
presién, el uso de este algoritmo, que por si s6lo tiene este efecto, permite evitar el
cileulo de parte de los términos de las ecuaciones (3.5)-(3.17), ahorrando tiempo
de procesamiento.

Simplificando, las anteriores consideraciones se pueden resumir en una frase; el
método de pasos fraccionados semi implicito requiere comparativamente menos recir-
sos (tiempo de procesamiento y memoria) que otros algoritmos de resolucién de las
ecuaciones de Navier Stokes.

A continuacién, extenderemos la metodologfa’, presentada en [Cho67] [V(Z99],
para la resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes (3.5)-(3.17) estabilizadas con las
téenicas CF. Pero en primer lugar, para Bi.rnpllﬁc,ar la exposicién, nos detendremos a
derivar el esquema para la resolucion de las ecuaciones de Navier Stokes cldsicas (ya
presentadas en el capftulo 1), dadas por,

H; v, (’J’T: 1 ap

Eﬁ-—ﬁ- 3;;-31:11 az‘ = fi i:j':']-:zia en n (3'25)
% o_ g ij=123 e Q (3.26)

éhfj

En primer lugar consideremos la ecuacién (3.25), Esta puede discretizarse en el
tiempo, de forma explicita, como,

'U?+I—UP HBU’-‘ 131 ﬁp TR ¥
PR e e b~ =0 ii=128 @ @ (32)

Donde, evidentemente, se ha llamado At al incremento de tiempo vy los superfndices
" y " indican que el término correspondiente es evaluado en los instantes de tiempo
n y n- 1 respectivamente.

Como ya se ha mencionado, la idea bésica del método de pasos fraccionados es
dividir la ecuacién anterior como sigue,

lu; ih 'U? n:_a_l_’f_“ EH‘Q no_ o
g + pu] f:'.'z' 5z, +f'=0 47=123 en Q (3.28)
r|+l
o™ =y - _Aﬁrﬁg £,7=1,2,3 en Q (3.29)
A o%

Es decir, se elimina el término del gradiente de presién de la ecuacién de balance
de cantidad de movimiento para obtener una prediceién de la velocidad (1)), que luego
es corregida tras calcular la presion,

"en su versién semi implicita.
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Cabe senalar que la suma de las ecuaciones (3.28) y (3.29) da como resultado la
ecuacién de balance de cantidad de movimiento (3.25) original.

La ecuacién de balance de masa (3.26) nos permitird calcular el campo de presién
de manera tal, que se cumpla la condicién de divergencia nula. Si discretizamos la
ecuacion (3.26) en la siguiente forma,

a_u:'l+l

=0 =123 en Q (3.30)

y sustituimos la ecuacién (3.30) en (3.29), tenemos que,

aflpIH- 1 %

e =g (=123 e Q (3.31)

De eata manera el algoritmo se define por los siguientes pasos,

n a..'.m MY
o =+ & (-Gl gr)  ii=123 @ Q
i .
90 AtgE = S N i=1,23 en Q (3.32)
3¢ y :-ui'—-%i & i=1,2,3 en Q

Es decir, por cada paso de tiempo se resolverfan tres sistemas de ecuaciones, dos
de ellos explicitos (1° y 3°) que involucran los grados de libertad de la velocidad v; y
la velocidad fraccionaria »f, y uno implicito® (2°) que permite calcular el campo de
presiones,

Es evidente gue la solucién mediante el método de elementos finitos cldsico del
paso 17 presenta los inconvenientes ya discutidos en el capitulo 2, de inestabilidad
por conveccién. Esto hace patente que el algoritmo (3.32) requiere para su solucién
de algune de los métodos de estabilizacién de la conveceidn existentes, los cuales ya
fueron discutidos en el capitulo 2.

3.4.1 Aplicacién a las Ecuaciones de Navier Stokes Estabi-
lizadas mediante Cdlculo Finitesimal

A continuacion aplicaremos el esquema semi implicito anterior a las ecuaciones (3.5)-
(3.9), que representan la forma del problema de Navier Stokes estabilizado con la
técnica CF.

La ecuacidn (3.5) puede discretizarse en el tiempo, de forma explicita, como

8Este paso implicito se presenta como un problema tipo Poiszen.
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upt! — o N a () 311, ap" e 1 A,
At P b d; T on fimy a1

) du 9 (vu) dry;  8p
P =0 Y P ey, B, T B

=0 (3.33)

-f 4i=123 en £

Al igual que en el caso anterior, podemos dividir la ecuacién anterior como sigue,

vy —:u‘“. ('uj ‘u;) 57}: N 6?‘,'.‘,“
Poa YPTE B T 2""'*: By (3:54)
At&p“"" ;
n-H . i
= 2 ém t,J=12,8 en Q (3.35)

Es decir, se elimina el término del gradiente de presién de la ecuacion de balance
de cantidad de movimiento, pero, sin embargo, el término correspondiente se mantiene
en la estabilizacién de la ecunacién (3.34).

Cabe sefialar que, al igual que en el caso anterior, la suma de las ecuaciones (3.34)
vy (8.85) da como resultado la ecuacion estabilizada discreta de balance de cantidad de
movimiento (3.33) original.

La ecuacién de balance de masa nos permitird calcular el campo de presién de
manera tal, que se cumpla la condicién de divergencia nula. Si discretizamos la ecuacién
(3.6) en la siguiente forma,

a,v'l'l+] N a a,ui avn apnﬂ " r
[ v ax td;g&; (P + imj a ami B:r, — fi ) =0 (5'36)
i=123 en Q

y sustituimos la ecuacion (3.36) en (3.35), se tiene que,

(At " t‘ﬂi)

Hynl  Fye . a Hun S 7!
L= ( =+ T" "fi) (3.37)

= S _yn ¥
udz  Om om \P 8t TP B, T Ba

51 tomamos 14, = 04, la ecuacién (3.37) anterior se simplifica y queda como sigue,

g pn-l-.l a‘U{ i

(Bt +8d) 5 am = Par, — %45,

(3.38)

Donde se ha denominado,

mo_ 5'1}1_ a"U'( 5'r¢ “
Ty = ( Fa TP e T B —fa) (3.39)
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Conviene senalar que, la mera estabilizacién de la conveccién (ver [VCZ99] [Ofiad8b))
realizada sobre el algoritmo de pasos fraccionados estdndar (3.32), desprecia la con-
tribucién de los términos que son afectados por el factor & (84 = () en la ecuacién
(3.38). Se puede comprobar que estos términos introducen un efecto de estabilizacién
adicional que mejora la solucién numérica, esto se hace ain mds evidente cuando los
valores de At son pequefios.

La precigién de las ecuaciones presentadas depende del tamano del incremento de
tiempo que debe satisfacer en todo caso los criterios de estabilidad de la solucidn
acoplada. '

Como resumen se presentan a continuacion las tres ecuaciones (pasos) que resuelven
el problema de Navier Stokes, basado en las téenicas presentadas.

- n [ '&’mm
12 vl =] +M(Pﬂt‘m, _B_;:,_l f{ h‘mu_ﬁh) en £

2 (At+4) %gj—}; = 5 — 0, en Q (3.40)
32 oM iyl = - -5—;- en £

coni,j=1,223.

3.4.2 Discretizaciéon del Problema usando el Método de los
Elementos Finitos

En el presente apartado abordaremos la discretizacién en el espacio de las ecuaciones
del métoda de pasgos fraccionados semi implicito presentado anteriormente.

En primer lugar, obtengamos la forma débil de las ecuaciones (3.40), aplicando
el método de Galerkin, A partir de lo expuesto de manera general en el capitulo 1,
podemos definir el problema comeo:

Encontrar v € [L2 (0,7),H (Q)N] y p € [L*(0,T),H" (Q)], cumpliendo que
Ve, = Ve, Vlry -0 =veon, plr, = P, tal que,

Eeuacion de la Cantidad de Movimiento Fraccionaria

/ a0 f AL )T f a‘b* 740 - / DrdQ —  (341)

Oz
1 a(} n in
2 " a ﬂ!ﬂ bfzbirajride-I- 2/#’1 g J "‘-\:

Vi € [lf.2 (0,7, H' (Q) ]
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Eeuwacion de Condinudad

8w (AL + 87)] p+! I
fn A —an - / (Bt + 83 yrip 2 B = (3.42)

/pa“ .dﬂ /8(5 1!’ m:m f'fﬁd"ﬁbn" rmd-l-

_ f pvirdl Vi € [E2(0,7), H' ()]
r

Eeuacidon de Momento o de proyeccidn

fid-1
/ Partide = / batdQ — f AL 6 e [zﬁ 0,7, B! (m”] (3.43)
9! 0 i f2 dz;

En lo anterior se ha llamado 1, a la -ésima componente de la funcién de test
(¢=1,N)y N el nimero de dimensién del problema. Por otra parte se debe cumplir
I's UT'y # 0 para que el campo de presiones esté determinado.

Al igual que hicimos en el capftulo 1, para la discretizacion en el espacio de las
ecuaciones (3.41)-(3.43) anteriores, se ha de definir el subespacio funcional’ ¥, C

[.{r5 (0,T), H (R)N]. asociado a una particién'” de elementos finitos {ﬂ“} del deminio
espacial £1. De esta forma el problema discreto se plantea como sigue:

Encontrar v € [L’ (o ), ("] y p € (L2 (0,7), B (Q)], cumpliendo que
Vlrs = Ve, Vlry -0 = Ve m, plr, = pe, tal que,

FEeuacion de la Cantidad de Movimiento Fraccionaria

[ontigtan == [ w258 a0 [ Fhnaa- [y, fraa- @

1 8 ;hmuwh': n 7
_.5_/“ 81:, r’"tdﬂ.{' /‘lph njﬁ?dr-'_ 2_/\10’” mijnjrgidr

Vi, € [L* (0.7), H' () ]

iy, o [Li 0,7y, H( ﬂ}] de maneara que se denomina Wy == (), , Wy, Wy, )-
0Es decir cumple que Q= UGS y ©° NQ = 0 5i ¢ # o',
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Eeuacion de Continuidad

5 [‘l,b;” {f}f = 6:)] apl'l+l " " apﬂ-l-l :
4/1]'; 3&51 Oz; dﬂ—'/ Af- 1 )‘{th‘ﬂ.—S—i—d}" g (3.4;})
th. 1- / #’h ) ::ldﬂ +
(’.33:.; i

+ f By PP dD — f pwmv:n:‘dr
D r
Vi, € [L2(0,T), H' ()]

Eeuacion de Momento o de proyeceion

Yy tdQ = | v - A#w ¥, (3.46)
0 hy vi I‘!i hy Bﬂ. B

Vb, € [.r_ﬁnfr) H‘ ]

A continuacién estudiaremos ¢l sistema (5.27)-(3.46), en lo referente a las condi-
ciones de contorno del problema dadas en (3.9)-(3.14).

En primer lugar consideremos la ecuacién del momento fraccionario (5.27). En
ella los términos [y, nf{dl +4 [1. 4, hr, nirh dT pueden dividirse en la siguiente
forma,

. /M7= 1 T T
A:'wh(n}l T'-.'f dl + E fr‘ w'hhmunﬂmudr -
= / W niTigdl + / Un, (i +pnf) dl + (3.47)
PF F‘N
1 T 1 (0
3 o, IR 5 [ it

Donde se ha hecho uso de la definicién del vector de traccion, dada por,

6 = —p"ny +1iiny = rfn; (3.48)

51 ademss tenemas en cuenta las condiciones de contorno dadas en (3.9)-(3.14), se
puede escribir la relacién (3.47) anterior como,

1
= [ wunyrpaa s f U, (b + ) A2 + (3.49)
Fp

1
wh( mu'n'j rrru

84



De esta forma podemos imponer la traccién a i, en el contorne I'y y tener la
posibilidad de incorporar un contorno abierta I'p (ver [Sot97] [VCZ97]). En el contorno
['r no se impone en absoluto ninguna condicién de contorne, lo cual permite que la
solucién se independice del lugar donde se corta la malla de elementos finitos [Sot97]
(VCZ97).

Por otra parte es normal suponer que h,, = 0 en I'p, por lo que la ecuacién (5.27)
puede escribirse como sigue,

| on e = - [ w250  a0a aﬁ:
f VWA B / J—m‘j%' n (3.50)

f ’i’fu ‘dr eg / "{"h- (t::; +W?) dr
Uy

S5i nos ocupamos de la ecuacion de balance de masa (3.45), y tenemos en cuenta
que tal y como se demuestra en el apéndice K, la condicién de contorno que expresa el
balance de masa en un dominio finito, estd dada por,

t
W = v (%, 1) m—f—ﬂfn{ﬂm en I'p x (0,t)

y teniendo en cuenta, ademds, la definicién de v} dada en (3.34) y (3.35), se puede
escribir,

At §prtl n
V2 n? = vin] - Taga:‘ p—Sinlrr  en Tpx(0,1) (3.51)

Donde se ha denominado,

ol gup  ary  gprtd
P, = P Uil — I 4 e Vs
St BI} 6'1: 5:1:1

De esta manera podemos reescribir la ecuacién (3.51) como,

Pm- 1

% ni=tynirt en I'px (0,¢) (3.52)

Que es la forma correspondiente de la condicion de contorno tipo Dirichlet, que
impone la velocidad normal sobre el contorno y que es adecuada para el algoritmo
estabilizado, Hay que sefialar que la condicién de contorno (3.52) presenta una pequefia

puitind = purnl — (At + ta)
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incorreccién, dado que la velocidad normal se impone sobre el contorno I, en el
instante ¢,, (cuya normal genérica es n"). En realidad esta es la inica forma de proceder,
dado que el contorno en el instante siguiente no se conoce (en general) hasta que se ha
resuelto el paso de tiempo actual. Esta problemética estd asociada con la metodologia
semi implicita de resolucién de las ecuaciones y representa un error despreciable del
orden 0(At?), por lo que no reduce la precision del esquema.

Si, por otra parte, tenemos en cuenta la siguiente relacién,

s
/ﬂ“’ Vh 5z, i Ry (p™t i )dl =
a
- /S; 1};,,-5- (vf = o + ") dQ2 — / i n‘.‘Ri(p"‘”,r::;:)dl" = (3.53)
Bu“ P,
_/.T'L'h&.m af( _wi)dn'i'
+ [onof o e = [t R e
Donde se ha denominado,

L a Ly
Ri(p, ) = (At + 67) an‘; o

Y, si sustituimos la ecuacién (3.52) en (3.53), tenemos,

[ pngaedaa~ [ wnim, R i = [ wiignaa -

- [ S -yt [ (o5 - ynpar (3.54)

=T

- f Unnf Re(p™ ! i)l + / thy (vgt! = o) njdl
P-Tai Tar

Donde, si tomamos como condicién de contorno natural del problema!! que v 'nl =
vi'n?, su forma estabilizada, dada por (3.52), serd,

X a i1
WPl = purnl — (At +ta,) gm ~nt en T, % (0,8) (3.55)

Que sustituida en (3.54), da como resultado,

Hesta condicién de contorno permite que se impongs de manera automdtica la velocidad normal a
T del instante anterior.
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au;
f Pz PRy (5, 1D = (3.56)
f.
wh
o w" 3J-“¢ 7[ (vf = v da
Donde #;" es un campo de velocidades corregido, de manera que se cumple v2*'n} =
,”ﬂl"l.nﬂ.

S'i sustituimos la relacion (3.56) en (3.55), tenemos que,

7 r+i
nB[m(gItiJré,;)]ﬂ;ﬁ i = — fw;,%-dﬂ*l (3.57)

/ 9h (o7 — oftyd2 / 00dtn) m g
it Bmi

Con lo cual hemos podido eliminar de la ecuacién (3.57) las integrales de contorno
con el consiguiente ahorro en tiempo de pmceuamiantn y necesidad de almacenamiento
de datos.

Por otra parte, las integrales de (3.57), que involucran derivadas de §7 son calcu-
ladas, en sentido distribucional, sélo en el interior de los elementos'?, suponiendo que
6 es constante en su interior. De esta manera podemos escribir una nueva forma de
la. ecuacién (3.57), comeo,

= iy, pt g
{g; s (At+6:£) Bm_' a{ dﬂ— _/-w"a — 2 (358)

N
+ Z’p’* (f -y - 3 [ s%himag
Ja am1 Joe U Omy

Las ecuaciones (3.50) y (3.58) junto con la (3.46), definen en este caso la forma final
del algoritmo CF de pasos fraccionados semi implicite,

151 Vi es una funcién contfnua y M estd definida s6lo n nivel elemental (es deelr es constante en
los elementos y pues 4L no esta definida en los lados de los elementes, se puede demostrar que, en
un sentido d19br1buc1on£l[0ﬂaﬂab pp. 18-10],

Nat
R

Siende 7; la normal en al contorno J02.

T M+ / NiMn,d(0Q)
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Como conclusién se presentan las ecuaciones del algoritmo CF de pasos fracciona-
dos semi implicito para su resolucién por el método de los elementos finitos. Se incluyen
las condiciones de contorne aplicables en cada paso de la resolucién'®.

Ecuacidén de Cantidad de Movimiento Fraccionaria

My - [ ntida~ (@59)
E, {1

'Uf ‘UHJ
fma,, it = - f"’m dﬂ-—/r;a

1 a hm.r,‘d’h. "
_“2._/’; amj -rn'dﬂ'f'f 'nbj'”n 7' dr“‘l""/‘ ‘iﬂh‘ t:;i I—m )dr"

o = B'ui " p&?!vzm) B .‘?1;.1 9 '_
af- &IJ lﬁ 61:;
Condiciones de contorno
Contorno libre I'p
Traceidn ¢, impuesta en [y
Ecuacion de Continuidad
Nai nekl
5_'_; (At +63) W"ag df) = fﬂ!;,—dﬂ-!- (3.60)
g 1= ftf]
A Nat .
f % Gi-We- ¥ | 3‘;“’?1:,@52

Ay B 31" "
T = ( ot +Fuj:91 89:1 fi)
Condiciones de eontorno
Presién prescrita en ['p

Velocidad normal a I fijada a v, n; en I'p,
Velocidad normal a T fijada a vl'ng en I' = I'p,

Ecuacién de Momento o de proyeccion

” At apﬂ'!'l
L wm“dn:./n 1y S — f g 81.‘ (3.61)

Condiciones de contorno
Velocidad preserita a v, en I'p

1 Aunque existen diversas posibilldades de imponer algunas de estas condiciones, la manera presen-
tada e la que se considera mds apropiada, a lx vista de los resultades de diferentes pruebas,
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3.4.3 Determinaciéon de las Longitudes Caracteristicas

Hasta ahora hemos presentado la forma general de las ecuaciones de Navier Stokes para
su resolucién mediante el algoritmo CF de pasos fraccionados semi implicito, definido
por las ecuaciones (3.59)-(3.61). Ahora bien, a partir de esta forma pueden derivarse
diferentes variantes de la metodologia general segiin la eleccién de los pardmetros de
estabilizacion h,,, v 64.

En el capftulo 2 hemos discutido extensamente la eleccién de los pardmetros de es-
tabilizacién para la ecuacién de conveccién difusion v hemos dado una forma particular
para los mismos.

Si nos fijamos en la forma de la ecuacién de balance de cantidad de mevimiento
estabilizada (3.5), v la reescribimos sustituyendo el tensor 74, bor su valor, tenemos,

1, B,
T'I'II| - ih"""a_w:,ﬂ = D (3'62)
_ du  dum) 8 [y By dp
Py = 2 ot i P aﬂ.‘j #B.T-j 3::5 a:m ¥ E-;; f‘

Si comparamos la ecuacion (3.62) anterior con la ecuacién estabilizada de conveceién
difusién siguiente, cuya obtencion se llevo a cabo en el eapitulo 2,

1 Orep
* oy -—-—-} 1 = de :
oD 5 LDy 5m;,r 0 (3.63)

@mﬂ*ﬂl_i(ff ﬁ‘w)_Q

rop = —
P at dz; Oz, oz,

Donde podemos apreciar claramente el cardcter convectivo de la ecuacién de conger-
vacién de cantidad de movimiento (tomando ¢ = v;). Ademads el término viscoso tiene
forma de difusién, aunque aparecen eiertos térmirios eruzados debido al cardcter vec-
torial de la ecuacién de conservacién de cantidad de movimiento que, evidentemente,
no aparecen en la ecuacién de conveccién difusién.

De esta analogfa se puede inferir que las deducciones hechas para la determinacion
de los pardmetros de estabilizacién de la ecuacién de conveccion difusién en el cap-
tulo 2, nos servirdn para su aplicacién a la ecuacién de conservacién de cantidad de
movimiento,

Al igual que hicimos en el capftulo 2, descompongamos el vector h,,, en la siguiente
forma (ver figura 3.2),

v v
.= a'hf— o At .64
hen, = a M—Hﬁ i (3.64)

Hdespreciando ol término residual h,.
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Figura 3.2: Descomposicién vectorial del vector hy,,.

Donde v,:T-—‘F Vi y h® es una medida del tamafio del elemento'®, Si sustituimos

la descomposicién (3.64) en (3.59), obtenemos,

/ P m”‘ =~ f P, (”f as — f % r/rdQ — / thy, fRd —

1 Na v Oy 1 Na (?‘ ) a‘lh e
= % A R ey d B 6 3.65
2 =1 Jaos 3 |v | dx; Fm c:mEl ﬁ Ivnl [V‘L‘:F 853 Oz (3:65)

+ [ g+ [y, (e + pnf) ar
U'p I'n

En (3.65), las integrales correspondientes al término de estabilizacién son calcu-
ladas, en sentido distribucional, sélo en el interior de los elementos. Esto se debe a que
a las funciones de forma i, no se les exige continuidad en las derivadas primeras'®,
y por ello los términos que incluyen derivadas de segundo orden no estdn definidos en
el contorno de los elementos. Esta forma de calcular las integrales de los términos de
estabilizacién es ampliamente usada en la practica [HFH89] [Cod93a] [Sot97] [Ona96].

Por otra parte, y al objeto de controlar la cantidad de difusién afiadida en la

Y El indide * indica que ¢l valor de A se tomard constante en el interior de cada elemento. Para su
calculo pueden utilizarse, por ejemplo los recomendaciones presentadas en [Sot97], Conviene indicar
ademads que este valor puede depender del instante de tiempo.

Y Continuidad Cp,
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estabilizacién, modificaremos los términos de estabilizacién para dejar (3.65) en la
siguiente forma,

/p‘l.bh 'Ui' A0 = - /‘P#’J“ (UI'U 6 — /Whr r}udn /'f-’h‘f{ﬂdﬂ -

MNat v ﬁwh - Nai Ay ﬁﬁ"hi 4
- Egl A (ky —kz,}' P 3 maft— 3 kg.a ¢y ——td + (3.66)

e=]1

+f '!bj”ng 'T‘!_jd[‘ + ﬁ 1.}-"}“ (tg +Pn':l) Eﬂ-‘
N

Donde, los pardmetros k; y k3 toman los siguientes valores,

b =al (1) 5 v (3.67)

f h' m
=4 () 51!%";,%

Siendo {(ay, az) = maz (0,01 — ag), v = L;J:“ Y= ]ﬂlﬁi con vy = va‘
Donde, para el cdlculo de v, ¥« 8¢ ha identificado el valor de la difusidn cnn el de
la viscosidad cinemdtica del fluido v = u/p, como puede deducirse facilmente de la
comparacién entre (3.59) y (3.5).

Para mayor claridad, reproducimos aqui de nuevo, la tabla extrafda de [Cod93a)
[Sot97] que nos permite calcular los valores de los coeficientes o, ',

me=] m =
i <3 2 |.,| <3
() =1 { 1 |y>3 } { I >3 } a8
@) hlisi 2 x
B (np) maz (0,0.7 = 5-)  maz(0,0.35 — )

Donde m es el grado de los polinomios empleados en la interpolacion,
En lo referente a la determinacién del pardmetre &y correspondiente a la ecuacién
(3.60), una eleccién apropiada [OSI00] [GO99] es la mds simple,

he  pht
G TaE (mﬂ)

Que viene determinado por el andlisis de los lfmites de estabilidad del problema de
conveccion difusién [Cod93a] [OM99).
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De esta. manera la ecuacién (3.60), quedard en la forma,

8 [y (AL + )] 8p™ oo
[ A BN g — [ S (3.69)

L _/35"%) "
I [_1 B, (0] =) d02 M= T 52

3.4.4 El Fenémeno de la Turbulencia

Hasta ahora se ha presentado una metodologfa para la resolucién de las ecuaciones
de Navier Stokes incompresibles en un régimen laminar. Estas ecuaciones pueden ser
derivadas partiendo de unos principios generales y bajo unas ciertas hipdtesis (ver
apéndice J).

Por otra parte, tal y como se discutio en el capftulo 1, la existencia y unicidad
de la solucién de estas ecuaciones, sélo puede ser demostrada bajo clertas hipétesis
restrictivas, que en términos generales se reducen a que el nimero de Reynolds R, sea
moderado. Ante esta evidencia, no tenemos méds que preguntarnos queé ocurre en el caso
general. Es conocido que en algunos casos simplificados se puede demostrar que existe
solucién de la forma débil del problema si existe solucién a la forma fuerte original
[LioB4]. Pero, por otra parte, el andlisis numérico nos permite obtener soluciones a
los problemas planteades, incluso a elevados valores de R,. Entonces, jes ffsica esa
solucién?,

En la realidad, la experimentacién sugiere que esas soluciones laminares estdn ahf,
pero son més inestables cuanto mayor es el valor de K, del problema. Esta inestabilidad
de la solucién significa que, en un experimento, en funcién del valor de R, podemos
encontrar las siguientes situaciones,

¢ Una unica solucién.

¢ Sistemas estacionarios con mds de una solucién, La situacién estacionaria final
es funcién de las condiciones iniciales.

¢ Mas de una solucidn, alguna de ellas no estacionaria. La situncién estacionaria
final es funcidn de las condiciones iniciales.

= Un flujo cadtico plenamente desarrollado [Tab89] cuya solucién, en un diagrama
de fases, describe un atractor extrafio. Este tipo de Aujo se denomina turbulento.

En el sentido expresado anteriormente, podemos considerar R, como el pardmetro
de bifurcacién del problema.

Se acepta que este denominado fujo turbulento cumple con los prineipios de la
mecanica de fluides (las ecuaciones de Navier Stokes) debido a que las escalas de
longitud més pequeiias de este tipo de fendmenos son mucho mayores que las escalas
moleculares. Desafortunadamente estas escalas son todavia mucho menores que las
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que son posibles de calcular por simulacién directa, excepto en los casos mds simples,
de escasa utilidad prdctica [BB98] [DLDB98]. La razén de ello es que la turbulencia
presenta fluctuaciones mucho mds pequeiias que el tamafio de los elementos en los
que se discretiza el dominio. Los vdrtmau més pequenos sdlo podrian capturarse con
tamafios de los elementos del orden h = p4 [MP94|. El mimero de nodos de una malla
tridimensional con ese tamafio de elementos, seria del orden de ¢=%. Un valor de p =
1078, que corresponde a las aplicaciones que pretendemos resolver en nuestro Caso, nos
llevarfa a 10'* nodos. En la actualidad, los superordenadores permiten trabajar hasta
con 107 nodos [LYO98], con lo que atn tendremos que esperar para tener disponibles
ordenadores capaces de resolver este tipo de problemas mediante simulacién directa.

Por otra parte, cabe anadir que, el limite del problema de Navier Stokes para R, —
oo es el denominado problema de Euler; ya introducido en el capftulo 1. Este problema
es una simplificacién del mas general de Navier Stokes, en el que se han eliminado los
términos de viscosidad. Es evidente que, con esta simplificacién se eliminan muchos
fenémenos de interés de la simulacion numérica, que pueden dar lugar a flujos que nada
tienen que ver con los que se encuentran en el limite R, — co. Pero, sin embargo,
la experiencia demuestra que el andlisis numérico del fluido para R, — oo resulta
en soluciones muy similares a las que se producen en la realidad, en muchos casos
pricticos. En este sentido hay que afadir que los flujos tipicos en hidrodindmica
naval tienen valores caracterfsticos de K, = 10%, con lo que se hace evidente que la
consideracién de K, — 00 no e tan descabellada.

Las Ecuaciones de Reynolds

Recuperemos, para la siguiente exposicién, las ecuaciones de Navier Stokes (3.1) y (3.2),
obtenidas en el apéndice I, y en las que, para comodidad en la exposicién siguiente, se
han eliminado los términos de estabilizacién,

O  8(wy) a du; dp
- e Az, Fﬁmj (513 + o i, * o Or; f (3:70)
% _
63:,

Con las adecuadas condiciones de contorno e iniciales, que para la siguiente discusién
no son importantes.

Como se comenté anteriormente, con las capacidades de cdlculo disponibles en
la. actualidad, las ecuaciones (3.70) no pueden ser resueltas, con suficiente exactitud,
en flujos turbulentos. Sin embargo, para la mayoria de los problemas de ingenierfa,
no es necesario conocer exactamente la distribucién de velocidades y presiones en el
fluido, sino unos valores medios (tanto espaciales como temporales), Por lo tanto,
podemos adoptar un método estadistico para obtener una aproximacién de esos valores
medios. Esta metodologia fue sugerida por Osborne Reynolds [Rey83] tras una serie de
experimentos sobre el flujo a través de tubos, Una de sus mds importantes conelusiones
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fue que el comportamiento general del fluido depende de un nimero (lamado tras él
nimero de Reynolds):

K, = 228 (3.71)

T

donde d es el didmetro del tubo y v es la velocidad de entrada. Reynolds pudo

observar como para bajos R, el flujo permanece en régimen laminar (con un perfil

parabélico de velocidades sobre el tubo). Pero cuando [, superaba un valor critico (en

torno a 2000) el flujo aparecfa turbulento (el perfil parabélico desaparecfa) a una cierta

distancia de la entrada del tubo. A partir de ahi el efecto de aumentar fi,, significaba
que la regidn turbulenta se extendia mds y mds.

La complejidad del fenémeno de la turbulencia implica la necesidad de separar dos
regiones de valores de R,. Aquélla de valores alejados del valor eritico de R, (aquél en
el que se produce la transicién al régimen turbulento) y aquélla en la que se estd cercano
i la transicién. El fenémeno de la transicién al régimen turbulento debe abordarse de
forma casi independiente del problema general de la turbulencia, y no se considera de
interés su estudio en el presente trabajo.

En realidad la separacién anterior nos permite simplificar el problema. Ante proble-
mas con bajos o moderados valores de Ry, o aquellos en los que el régimen laminar sea
predominante, recurriremos a la solucién del problema de Navier Stokes presentado con
anterioridad en este capftulo. Para valores elevados de este pardmetro tendremos que
recurtir a una nueva formulacién que se basa en criterios estadisticos y que presentamos
a continuacién.

Siguiendo los mencionados criterios estadisticos, estudiaremos el problema en relacién
a la media de las variables que lo describen. Comencemos diciendo que es posible definir
tres tipos de medias; la media temporal, la media espacial y la media estadistica [Sot07].

La media temporal es apropiada para la turbulencia estacionaria, esto es, un flujo
turbulento que, de media, no varia con el tiempo. Para flujos de este tipo, la media de
una variable instantdnea y (x,1), se define como,

stk

) 1
% (x) = ﬁiw; 7 4 y(x,t)dt (3.72)

La media espacial es apropiada para la turbulencia homogénea. Esto ocurre en el

fluje turbulento que, de media, es uniforme en todas direcciones. Esta media se define
por,

% () = lim % fv ¥ (%,4) dV (3.73)

Vesta
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La media estadistica (o media de experimentos) es la mds general. Se define como la
media de N experimentos idealmente iguales. Si se denomina y,, (x, ) a la distribucién
de la variable x (x, £) en el n-ésimo experimento, podemos expresar la media estadistica
Como,

X (%,8) = lim % i ¥ (x,1) (3.74)

N-—=oo LT

Para un flujo turbulento, homogéneo y estacionario, se ha de suponer que las tres
medias anteriores coinciden. Para la siguiente discusién adoptaremos la media estaclis-
tica (3.74).

Si consideramos las variables del flujo como variables estadfsticas, estas pueden
deseribirse como la. suma de su valor medio mds una fAluctuacién aleatoria, es decir,

v = 94V (3.75)

p o= p+y
donde ¥, f son las medias'’ de las variables v, p y v/, ¢ sus fluctuaciones aleatorias.
Las relaciones (3.75) es la denominada descomposicion de Reynolds base de la siguiente

discusién. 5i sustituimos la (3.75) en las ecuaciones (3.70) v tomando la media en estas
iltimas'®| podemos escribir,

an, B(E{?Tf) = a8 [y %) u.&ﬁ = |

I (EE} B ) T am = (70)
o _
dz,

El término Q‘E"_}ﬂ puede expandirse si ge hace uso de la descomposicién (3.75),
quedando como,

o(vm) _ &(vm) | 0 (vwi) @3.77)

dz; dx; dr;

y sustituida en la ecuacién (3.76) queda como,

8y d(wm)  d(vp) 8 (o gt_:i) L

ﬁﬂt TP sz e 61'5 MBI-'} 35::_,- '_Bmd +aﬂ.'3.' = (378)
a1y
BEJ = 0

"notarernos la media de una variable con ¢l signo "-" sobre &l. Es decir la media de f, se notard f.
"5 ha de tener en cuenta que la media de las fluctuaciones es nula,
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Si comparamos la ecuacién (3.78) con (3.70) y si identificamos las medias de las
variables con las que define la ecuacién (3.70), vemos que la iinica diferencia es la

adicién del términe pgﬁf_ﬂ. Es usual escribir este término como [Sot97] [VCZ97],

ol s o :
-E‘&f’ Tij = =pUy (3.79)

Donde _1:“" @8 el denominado tensor de tensiones de Revnolds o de tengiones turbu-
lentas.

La aparicidén de este nuevo término en las ecuaciones de Reynolds, requiere que
sea modelado de alguna manera para eerrar el sistema de ecuaciones (que ahora tiene
N x N nuevas incégnitas),

La propuesta més conocida para modelar el tensor de Reynolds supone que las
tensiones turbulentas son proporcionales al gradiente de las velocidades medias,

2
3

Que es la denominada hipétesis de Boussinesq [Wil93] [Sot97), donde k es la energfa
cinética de las fluctuaciones definida como,

‘T(j} = 2}-2*1-5.’5 — HE“J (3,80)

k= 57

Si sustituimos la ecuacién (3.80) en (3.70) podemos escribir,

du 9 (vw) deyy  Op
R et (b + 1) B, o (3.81)
M _ g
B:n.,

donde se han eliminade las marcas "-" gobre los valores promediados y se ha incluido
el término k en la presién, por lo que no es necesaria su determinacion.

Modelos de Turbulencia

Sobre la base de la modelizacién anterior del tensor de Reynolds, el problema de incor-
porar los efectos de la turbulencia se reduce a encontrar la distribucién de la viscosidad
turbulenta ji, que aparece en la ecuacién (3.80). Hay que seialar que esta no es una
propiedad del fluido, sino que depende del estado local de la turbulencia. Original-
mente, el concepto de viscosidad turbulenta surgld por analopgia entre el movimiento
molecular y el movimiento turbulento [Wil93] [Sot97]. Es interesante notar el parecido
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de la definicién (3.80), con la presentada en el capftulo | para el tensor de tensiones
del fluido 7. Esta analogia lleva a considerar que los vértices turbulentos (turbulent
eddies) se comportan come partfculas de fluido, que, come las meléculas, colisionan
@ intercambian cantidad de movimiento. Dado que la viscosidad molecular es pro-
porcional a la velocidad media y al camino medio libre entre moléculas, siguiendo la
analogfa se puede postular que la viscosidad turbulenta es proporcional a una velocidad
caracteristica del movimiento fluctuante y a una escala de longitud tipica de éste, la
cual Prandtl [Pra25] bautizé como longitud de mezela. Esto puede escribirse como,

M X P tm (3'82)

Donde v, es la velocidad caracteristica del movimiento fluctuante y [, es la longitud
de mezcla.

A los argumentos anteriores, base de la modelizacién (3.82), se le puede objetar que
los vértices turbulentos no son cuerpos rigidos y por tanto no tienen porqué comportarse
como tales. Sin embargo, la experiencia demuestra que el modelo (3.82) funciona bien
en la prictica,

A continuacién, se presentardn diferentes modelos de turbulencia, los cuales se
diferencian en la manera de determinar v, y {,,. Estos serdn modelos simples de los
denominades de cero ecuaciones [Sot97). En principio los modelos mds complicados
de una y dos ecuaciones (ver [LRB*98] [Sot97] [VCZ99]) debicran ser mds exactos
que los que se presentarin aqui, que no incluyen, en su formulacién, ningin efecto de
transporte de las cantidades turbulentas'®. Sin embargo, las conclusiones de dos de
los tltimos congresos en los que se compatraron resultados de andlisis CFD en buques,
no permiten apoyar esa suposicién. Incluso, las evidencias sugieren lo contrario [LB97]
[TOK97). Esto puede ser debido a la gran dificultad de estabilizar las ecuaciones que
modelizan el transporte convectivo de las variables turbulentas [Sot97] [VCZ99)] en las
formulaciones més complejas, que puede dar lugar a resultados imprevisibles. Esta
complejidad es similar a la estudiada para la ecuacion de conveceidn difusién en el
capitulo 2, y la técnica CF' estd disponible para solventar este aspecto. Frente a la
complejidad de estos modelos, los mds simples son facilmente calibrados para tipos de
problemas especificos y permiten obtener muy buenas, y consistentes predicciones del
flujo [Wil93).

En virtud de las anteriores conclusiones y siguiendo los objetivos de este trabajo
presentados en la introduccidn se ereyé oportuno ineluir modelos turbulentos simples y
robustos que permitieran obtener resultados suficientemente cercanos a los reales con
un alte grado de fiabilidad.

Modelo de Longitud de Mezcla. El modelo de longitud de mezcla Fue el primer
modelo de turbulencia propiamente dicho [Wil93]. Fue introducido por Prandtl[Pra25]
en 1925 y se basa en la denominada hipétesis de longitud de mezcla de Prandil, Este

19Es decir, la turbulencin se disips alli donde se genera,
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postulé que la velocidad caracteristica del movimiento fluctuante v, era propercional
al gradiente de la velocidad media por la longitud de mezcla [,,,.

Um = linr/ 28585 (3.83)

La hipétesis anterior se bagé en la observacién del flujo cortante (shear flow), donde
s6lo hay una componente del gradiente de velocidad y sélo una componente del tensor
de Reynolds es importante [Sch69] [Wil03].

De la relacién (3.83), y junto con la relacién (3.82), se puede obtener,

J""T = C‘ﬂi:.l 1/ EEuEU (3LB‘1)

Donde €' es la constante de proporcionalidad de (3.82).

La longitud de mezcla [, se puede considerar constante, aunque existen férmulas
de base experimental que permiten su determinacién. Si denominames y a la distancia
a la superficie sélida, la férmula de Nikuradse [Sch69] define,

2 4
L i [0.14 ~0.018 (1-%)" ~006 (1~ ) ] (3.85)
Donde L es una distancia caracterfstica del problema que en canales abiertos suele
tomarse como la altura total del flujo.
Como ya se ha mencionado, se han desarrollado diferentes formulaciones para el
cdleulo de /. Una de las mds conocidas se debe a Baldwin y Lomax [?] (ver también
[LB97] [Sch69]). Este modelo propone caleular by, en la capa limite (L, ), como [Wil93],

— (1 — e‘i?) (3.86)

Donde y* es un valor adimensional® de la distancia a la pared y, y que se definird
posteriormente (3.94), en este mismo capitulo, con objeto del estudio de la capa lfmite.
Af es una constante que toma el valor A7 = 26.

La anterior ecuacién (3.86) puede ser corregida, para tener en cuenta los efectos de
los gradientes de presidn, en la siguiente forma,

by = Ky (1_@-*,‘5) (3.87)

p 7
AT = 26 [1+y~%—]

s
r

Wyt = B= donde v, = /7%, siendo 7, la tensidn de corte en la pared.
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Donde « debe entenderse como la direccién del flujo (y es la direccién normal a la
pared) y v, es la velocidad de friccién que se introducird posteriormente.
En cambio, fuera de la capa limite, la viscosidad turbulenta estd dada por,

pr = pCyColyy Fie (3.88)
Donde,

Ch =0.0168, C; = 1.6
Cw =0.25, Cx =03

2
FW = TN [ymnmﬁ;num ﬂwym..xjﬁﬁ]

i

1
qum = ;c" mar (ﬁm\/ 25(_‘,"5(_1.,
v

Fy = [l + 5.5 (Hﬂi)

Ymaz

Donde ynq, @2 el valor de y donde la cantidad (ﬁ,,. \/284;£;) toma su MAXIMO ¥ tas
es la maxima velocidad en la capa limite®!,

Modelo de Smagorinsky. El modelo de Smagorinsky es un caso sencillo de los
modelos tipo LES (Large Eddy Swmulation). La base de estos métodos es intentar
modelar el movimiento de las escalas mds pequefias del problema que no pueden ser
capturadas por la malla de elementos finitos, mientras que el movimiento de las escalas
mayores de la turbulencia se resuelve directamente.

Este modelo propone que la viscosidad turbulenta depende del tamaifio de la malla
de la siguiente forma [Sma63],

pr = Cph® 26, (3.89)

Donde ' es una constante que debe ser del orden de ' == 0.01, v h* el tamaiio del
elemento en cuestion.

Aunque el modelo de Smagorinsky (3.89) se basa en supuestos diferentes que el de
longitud de mezcla (3.84), los dos coinciden si se toma [,,, = h®,

! Aunque para flujo en cortante se suele tomar la diferencia entre la velocidad méxima en la capa
limite y la velocidad en el punto en el que la cantidad (ly\/264;6,;) toma su maximo,
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La Ley de Pared

Siguiendo con el modelo de longitud de mezcla, estudiaremos como se comporta el
flujo en las cercanias de un contorno sélido. La figura 3.3 muestra un tipico perfil de
velocidades para una capa limite turbulenta. La cantidad y™, como se definird después,
es una distancia adimensional a la pared, al igual que v* que representa el médulo de la
velocidad adimensional. Desde un punto de vista experimental, pueden distinguirse las
tres regiones que aparecen representadas en la figura 3.3. Estas son, una capa interna
o subcapa viscosa, una capa externa y una capa de transicidon entre ambas conocida
como capa logarftmica o en ocasiones también capa plenamente turbulenta [Wil93],
Esta capa logarftmica se define por ser la zona suficientemente cercana a la pared que
los términos inerciales de las ecuaciones de Navier Stokes pueden despreciarse y que a
la vez estd lo suficientemente alejada de ella como para que se puedan despreciar las
tensiones (moleculares) viscosas frente a las de Reynolds. Esta regién se acepta que se
encuentra en el intervalo entre y* = 30 e y* = 100 (o incluso por encima, dependiendo
del valor de R,).

Por otra parte, se supone que en la zona mds cercana a la pared (subcapa viscosa)
la velocidad varfa linealmente con y" para después tender asintéticamente hacia la
variacién en capa logarftmica. La capa exterior se extiende hasta una distancia 8, que
es la amplitud de la capa limite. El comportamiento de la velocidad en esa zona es
mucho més complicado de definir.

Estrictamente hablando la capa logaritmica no es sino una transicién entre las capas
interna y externa. Sin embargo, encontraremos, por la simplicidad de las ecuaciones
que la gobiernan que es muy (til para simplificar la simulacién de los fenémenos en la
zona cercana a las paredes.

5i consideramos una capa limite (bidimensional) con presién constante, el flujo en
situacién estacionaria estard gobernado por las siguientes ecuaciones de la capa limite
[Wil93], que pueden derivarse de la simplificacién de las ecuaciones de Reynolds,

du O du , ’
puz—+ it [“517 + T”J = 0 (3.90)
du  Ou :
atEy =

Dado que en la zona de la capa logaritmica los términos convectivos son desprecia-
bles, las ecuaciones 3.90 indican que la suma de las tensiones de Reynolds y viscosas
debe ser constante,

du du
,:4*‘-’;!7 +rit=p (B_y) , =T, (3.01)

Donde el subindice P indica ”evaluado en la pared” y por lo tanto 7, es la tensién
de corte en la pared, Normalmente se denomina velocidad de friccién al valor dado por
™
Ve = _E‘
Fo)
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Figura 3.3: Distribucién de velocidad tipica para una capa limite turbulenta,

Como se indicé anteriormente, en la capa logaritmica las tensiones de Reynoldz son
mucho mayores que las viscosas, y por lo tanto de acuerdo con el modelo de longitud
de mezcla,

g [(du f 2
¢ EE = v (392)

Si se supone que la longitud de mezcla (Wil93] estd dada por L, = Ky, podemos
integrar la ecuacién (3.92) inmediatamente, resultando,

u = E’NIM (W) +C (3.93)

Donde si introducimos las signientes cantidades adimensionales,

o= (3.94)
P
W m

y las sustituimos en (3.93), obtenemos la forma més conocida de la denominada ley
de pared.
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1
ut Ein (') +¢ (3.95)

Donde k es conocida como constante de Kdrman y ' es una constante adimensional,
sus valores, para capas limite incompresibles sin gradientes de presién significativos,
pueden tomarse como [Wil93],

k o= 041
C = 50

Evidentemente, por los supuestos que se han hecho, la ley (3.95) sélo se considera
valida* entre y* =30 e y = 0.14.

Sin embargo la ley (3.95) ha sido revisada en muchas ocasiones, con el objetivo
de extender su rango de validez, aquf consideraremos, la denominada ley de pared de
Reichardt [Wil93| [FKT99| siguiente,

+ * '
wh & 2.50n (1+ ky*) + 7.8 (1 —e™ir — %e“"-m*) (3.96)

El rango de validez de la anterior se sitiia entre y* =0 e y = 0.18 (o y* = 300).

A partir de aquf, pueden considerarse otras muchas modificaciones de la ley de
pared (ver por ejernplo [Wil93]) pero por su simplicidad y su éptimo comportamiento
para simular flujos desprendidos [Wil93] [Sot97] (los cuales violan las hipétesis de la
ley de pared) cabe destacar la siguiente ley que permite tener en cuenta los efectos de
la rugosidad,

1 y+Sn
+ o Xy
uT e m!n( 160 ) +8.4 (3.97)

Siendo,

_ [ (s0/kt)* sikf<26
Sk = { 100/k} s kE > 25

donde kj; = B8, giendo kg la altura media de la rugosidad.

Las leyes de pared dadas en (3.95), (3.96) y (3.97) pueden utilizarse para simplificar
los edleulos. Fijémonos en la figura 3.4, en ella podemos (a la izquierda) ver la disposi-
cién de los nodos de una malla de elementos finitos cerca de una pared. Supongamos

*2para valores menores de y* se puede considerar mds exacta la relacién[Sotd7] 3+ = u*. Aunque
cabe sefinlar que las dos leyes coineiden[GM98| para y* = 11.06.
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nodo D nodo B
l*’f F Coutl

nodo C nodic A
‘.r-"' —

podo B I S o

Figura 3.4: Simplificacién del problema para la condicién de contorno para la ley de
pared.

que los nodos A, B, C estdn dentro de la zona descrita por las leves de pared anteriores
(en general ¥/ < 100). Dado que conocemos la forma de la solucién en la zona mds
cercana a la pared (esta dada por (3.95), (3.96) o (3.97)), podemos eliminar la parte de
la malla més préxima al contorno (nodos A y B de la figura 3.4), sustituyende su efecto
por una condicidn especial en el siguiente nodo de la malla (nodo C de la izquierda
de la figura 3.4). esta condicién de contorno especial es la traccién dada por la ley de
pared.

Efectivamente, dado el par  , v, es posible gracias a (3.95), (3.96) y (3.97) caleular
Up, y con €l 7, = pui. Que es la componente de la traccién tangente al contorno (en la
direccion de la velocidad), que es constante en la zona mds cercana a la pared (nodos
A, B, C en nuestro caso).

Fijémonos en la parte derecha de la figura 3.4, para poder deseribir de manera breve
el algoritme para la implementacién de esta condicién de contorno.
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17 Dado y, mover la pared una distancia y segiin la normal (ver parte
derecha de la 3.4)
2% Resolver el problema de flujo imponiendo en el nodo A, vy =0
3¢ Calcular 7, a partir de |v4| dado y (3.98)
4%  Resolver el problema del flujo fluido imponiendo en el nodo A,
wn; = [], Ty Tij = TFT% - %hmu“f Trny
57 Volver a 3°

Por otra parte y dado que la distancia que abarca la zona interior y la logaritmica
de la capa limite (se puede considerar en torno a 0.18) es en general despreciable
frente al tamano de los elementos de la malla, podemos despreciar el desplazamiento
del contorno (paso 1°del algoritmo (3.98)) con lo que la condicién de traccién puede
imponerse directamente sobre el nodo de contorno de la malla.

Una revisidn sobre las bondades y limitaciones de la Ley de Pared puede encontrarse

en [BH].

3.5 Ejemplos

A continuacién se presentan algunos ejemplos numéricos, de validacién del algoritmo
presentado,

3.5.1 Ejemplo 1

El primer ejemplo es el problema del flujo confinado en una cavidad (en inglés cavity
flow). Esta es una prueba clasica para evaluar el comportamiento de un algoritmo
en la resolucién de flujos incompresibles. En este caso extenderemos el problema, que
normalmente se estudia bidimensionalmente, al espacio tridimensional.

Un esquema del problema puede verse en la figura 3.5, Un Auido viscoso estd
confinado en una cavidad en forma de cubo de lado unidad. Todos los lados del
cubo tienen prescrita la condicién de velocidad nula®, a excepcién del superior, cuya
prescripeidn es velocidad unidad, y las caras delantera y posterior, que tienen impuesta
la condicién de velocidad normal nula. Se impone la condicién de presién nula en una
linea paralela al eje de simetria del problema sobre la base del cubo (ver figura 3.5).

Inicialmente, excepto en la cara superior, la velocidad se hace nula. A partir de ese
momento inicial, la viscosidad transmite la cantidad de movimiento al interior de la
cavidad,

Para los cdleulos se utilizé una malla de 9553 tetraedros lineales con 1970 nodos,
cuyo contorno se muestra en la fgura 3.6.

En las figuras 3.8, 3.7 y 3.9, se presentan diversos resultados obtenidos para un R,
unidad. Para un valor tan bajo de R, podemos suponer que los términos convectivos

#neluyendo las aristas [aterales de ln carn superior del cubo,
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Figura 3.5: Flujo en una cavidad. Definicion del problema.

Rk i ot

.

s

Figura 3.6: Malla de contorno utilizada para el flujo en cavidad.
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Figura 3.7: Vectores de velocidad ¥y lineas de corriente del flujo en una cavidad.

de las ecuaciones de Navier Stokes son despreciables frente a los difusivos, por lo que
este tipo de Aujo es una buena prueba para comprobar la estabilidad ante la restriccidn
e incnmpr&sibilidﬂd- Los resultados comparan muy bien con los obtenidos por otros
autores, mediante otros algoritmos numéricos (ver [Cod92]). En la distribucién de la
presién se observaron (ver figura 3.10) pequenas oscilaciones en su distribucién, que
sin duda pueden atribuirse a la grosera discretizacién del problema.

3.5.2 Ejemplo 2

A continuacién se presentan diferentes resultados del andlisis de un perfil NACA 0012
a diferentes dngulos de ataque (entre 0% 15%). Para su andlisis se han resuelto las
ecuaciones de Euler (R, — oo, p = 1L.01Kg/m®y p = 0) y de Navier Stokes (R, = 105,
p= LOLKg/m* y u = 0,00001Kg/m - s) en diferentes casos. En todos los casos la
velocidad de entrada en el dominio se tomé v.. = 10m/s. En el resto de las caras
del dominio se prescribié a cero la velocidad normal a la superficie, a excepcidn de
la enra opuesta a la de entrada donde se dejo el contorno libre. Un resumen de los
resultados ebtenidos se muestra a continuacién, Estos resultados se han comparado con
los experimentales disponibles en [AD59]. Una definicién tipo del problema se muestra
en la figura 3.11. En los andlisis se utilizaron mallas entre los 356.000 v los 160.000
elementos (tetraedros lineales). Un ejemple de las mallas utilizadas puede verse en la
figura 3.12.

En la figura 3.13 se muestra la distribucién del coeficiente v? /v, sobre el perfil en
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Figura 3.8: Contornos de velocidad, sobre un corte diametral, del fujo en una cavidad
(componente horizontal a la izquierda y vertical a la derecha),
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Figura 3.9; Distribucién de velocidad (componentes Ox y Oy} sobre la linea media
horizontal del pla.lm diametral en el fujo en una cavidad.
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Figura 3.10: Distribucién de la presién la linea media horizontal del plano diametral
en el flujo en una cavidad.
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Figura 3.11: Definicién geométrica del problema del andlisis de un perfil NACA 0012,
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Figuara 3.12: Malla tipo utilizada en el andlisis del perfil NACA 0012.
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Figura 3.13: Comparacién de los valores experimentales y numéricos de la distribucién
de v? /vl en el perfil NACA 0012 con un dngulo de ataque de 0°,

un corte diametral de la malla. Estos resultados se comparan con datos experimentales,
pudiéndose apreciar la buena correspondencia entre ambos, Esta buena corresponden-
cia con los resultados experimentales, en cuanto a la distribucién del coeficiente v /v?,
se pudo apreciar en los diferentes dngulos de ataque analizados., En la fgura 3.14 se
presenta la distribucién de presién sobre el perfil en el caso del dngulo de ataque de
5% En este mismo caso se muestra la distribucion de vectores de velocidad en la figura
3.1b.

En la figura 3.16 se muestra la distribucion de velocidad (componente sepiin Oz)
en el caso de R, = 10° En los ejemplos corridos con u # 0, se impuso sobre el
contorno la traceién dada por la ley de pared logaritmica. No se usé ningtin modelo de
turbulencia, con la intencién de probar las eapacidades de esta condicién de contorno
en flujos laminares*’. Como se puede apreciar en la figura 3.17, los resultados del
coeficiente de empuje obtenidos en este caso concuerdan bastante bien con los datos
experimentales. Sin embargo, las diferencias apreciadas, que también se encontraron en
el caso de p = 0, son significativas. En los andlisis detenidos de la solucién, se observd
que la velocidad transversal al eje del perfil, tomaba valores que llegaban a valores en
torno al 5% de la velocidad de entrada. Este fendmeno se debe a imperfecciones de la
malla en la zona donde la curvatura del perfil es importante, que pueden provocar las
diferencias observadas con los datos experimentales. Sin embargo, cabe insistir en el
hecho significativo de que lag diferencias puntuales de las variables caleuladas, con los
datos experimentales, son minimas en todos los casos analizacdos (ver figura 3.13).

“En loy dngulos de ataque analizados el flnjo no tiene fendmencs importantes de desprendimiento,
por lo que ln aproximacién laminar parece légica,
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Figura 3.14: Djapribucién de presién en torno al perfil NACA 0012 (dngulo de ataque
5% R, — na),

Figura 3.15: Vectores de velocidad sobre el perfil NACA 0012 (dngulo de ataque 5°
po=0).
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Figura 3.16: D:ﬁtnbucl.ﬂn de presion en torno al perfil NACA 0012 (4ngulo de ataque

5°, R, = 10%),
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Figura 3.17: Comparacién de los resultados numéricos y exparimant&.le& de mnpwe

dindmico obtenidos en el andlisis del perfil NACA 0012 (R,, — 0o,
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Figura 3.18: Geometrfa utilizada en el andlisis del flujo ante un escalén.

Figura 3.19: Malla de contorno utilizada en el andlisis del Aujo sobre un escaldn,

3.5.3 Ejemplo 3

Por 1iltimo, presentamos el ejemplo cldsico del andlisis del flujo ante un esealén inverso
(en inglés backwards facing step). Este ejemplo ha sido analizado para R, = 7. 10
(p = 1000Kg/m? y u = 0.0071Kg/m - 5). En este caso los resultados numéricos
obtenidos pueden ser comparados con los experimentales disponibles en [KKJ&0].

La geometria del problema se ha representado esquemdticamente en la figura 3.18,
En la entrada de canal (de dimensiones 2m x 0.5m se prescribe la componente Oz de
la velocidad a 1m/s, haciendo nulas el resto de las componentes. En la superficie de
salida se dejé el flujo libre. Las superficies laterales se consideran plancs de simetria
y sobre ellas se anula la componente de la velocidad segin Oz, El resto de superficies
tienen impuesta la traccién dada por la ley de pared extendida.

La malla utilizada en los cdleulos, que se presenta en la figura 3.19, consta de 13428
nodos y 49241 tetraedros lineales.

Log resultados experimentales. muestran, que en este caso el flujo turbulento estd
plenamente desarrollado, por lo cual, este problema es un buen test para probar la
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Figura 3.20: Distribucién de la componente Ox de la velocidad en el andlisis del flujo
ante un escaldn,

validez del método presentado en este tipo de flujos. El modelo de turbulencia utilizado
en este caso es el de Smagorinsky.

A continuacion se muestran diversos resultados grificos de la solucién obtenida, En
primer lugar, en la figura 3.20 se muestran los contornos de la componente de velocidad
segun O, En esta figura puede observarse claramente la recirculacién que se produce
tras el escalon. De la misma manera, en la figura 3.21 se presenta el trazado de lineas de
corriente a valores de la coordenada y. En el detalle que se incluye en la misma figura
3.21 se aprecia claramente el vértice formado tras el escalén. Es importante notar la
importancia de los efectos fridimensionales en este caso. En las referencias [Sot97] y
[VCZ97] se hace meneion a la importancia de estos efectos, como posible causa de la
disparidad entre los resultados numéricos obtenidos y log experimentales disponibles
en [KK.J80).

Por tltimo, en la figura 3.22 se muestran diversos resultados en un corte diametral de
la malla. Un analisis de estos resultados permite estimar la longitud del vértice en torno
a 3.2m. Mientras que los resultados experimentales dan un valer en torno a 3.5+ 0.5m,
con lo cual se puede considerar que el edleulo numérico predice apreciablemente bien
la formaeién de este vortice.

3.6 Conclusiones

En este capitulo se ha aplicado el méfodo de cdleulo finitesimal para la estabilizacién
de las ecuaciones de Navier Stokes incompresibles. Adicionalmente se ha presentado el
algoritmo de pasos fraccionados semi implicito como esquema de integracion temporal
de las mismas. La aplicacidn de esta metodoelogia es original de este frabajo y se
complementa con la incorporacion de la condicién de superficie libre presentada en el
capitulo anterior. Por otra parte, se han presentado las ventajas de la metodologia
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Figura 3.21: Trazado de lineas ::i_a corriente del flujo ante un escalén. Se incluye detalle
de la recireulacion en la zona cercana al escalén.
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Figura 3.22: Detalle del resultado sobre el plano diametral del andlisis del flujo ante
un escaldn.
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desarrollada para la solucién del problema planteado.

Se han definido ademds los pardmetros de estabilizacion aplicables a las ecuaciones
de Navier Stokes, a partir de los criterios presentados en el capitulo 2,

Ademis, se han extendido los conceptos mencionados para la resolucion de las ecua-
ciones de Reynolds. Para ello se han introducido los conceptos basicos de la turbulencia
y ge han presentado diferentes modelos. Por iltimo se ha presentado la condicién de
contorno basada en denominada ley de pared, para su aplicacién en fujos con elevados
valores de /.

En los ejemplos numéricos presentados se han probado las capacidades del método
y sus propiedades de estabilizacién en diferentes problemas.
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Capitulo 4

Un Algoritmo para la Deformacién
de Mallas de Elementos Finitos

La variacion de forma de la superficie libre del problema que se nos presenta, junto
con el cambio de posicidn del bugue, requiere la modificacion de la malle del dominio
de andlisis. En el presente capitulo se presenta un algoritmo automdtico pera lo actu-
alizacidn de mallas de elementos finilos que permite una deformacién uniforme de los
elementos. El método estd basado en el algoritmo propuesto por Chiandussi, Bugeda y
Onate y presentade en [CBO99], para la deformacidn de mallas debidas ol movimien-
to de cuerpos sumergidos, Esle método ha sido extendido para permitir el movimiento
de cuerpos flotando en presencia de una superficie libre. FEl algoritmo se basa en lo
congideracion del volumen de control como wun sélido elastico lineal con diferentes ca-
racteristicas elasticas én cada elemento.Fin dltime lugar se presentan varios ejemplos
bdsicos de aplicacidn del algorilmo seralado.

4.1 Introduccién

La solucién del problema de interaccién fluideo estructura que nos ocupa requiere, para
una aproximacion suficientemente precisa, la actualizacién de la malla de andlisis, La
deformacion de la superficie libre, junto con el movimiento del buque (arfada y trimado
dindmico en el caso mds simple) provocan un cambio en la geometria del dominio de
andlisis que, en la mayoria de los algoritmos desarrollados hasta la fecha | se ha tenido
en cuenta gracias a la suposicién de que tales cambios son pequenos [Daw77| [D'E97)
[LB97| [LYOI196] [Rav96]. Esta suposicién, sin embargo, deja de ser vilida en muchos
problemas practicos, en particular cuando el mimero de Froude del problema es elevado.

Por otra parte, la actualizacién de la malla de elementos finitos ha sido un tema
tratado muy intensamente en los iiltimos afos. La gran dificultad prictica para desa-
rrollar un algoritmo automitico de regeneracion de mallas, junto con el alto coste de
cdlculo que conlleva este proceso, han incentivado el desarrollo de diferentes alterna-
tivas para llevar a cabo la deformacién de la malla, evitando grandes distorsiones de
los elementos. Algunas alternativas pueden consultarse en [HMI93] [FKT99] [Bat89]
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Figura 4.1: Deformacién del volumen de andlisis debido al movimiento de los contornes.

[WRO8|. Durante el desarrollo de este trabajo se han revisado y probado varios de estas
métodos. De todos ellos, el que mejores resultado ha presentado es el propuesto por
Chiandussi, Bugeda y Onate [CBO%99]. Este método asegura una distorsién minima de
los elementos y se basa en la solucién iterativa de un problema eldstico lineal en la ma-
lla del Auido, ez decir, se resuelve un problema estructural sobre la malla del volumen
de andlisis. Al objeto de minimizar la distorsién de la malla, se escogen las propieda-
des eldsticas de cada uno de los elementos de la malla de manera que los elementos
que sufren mayor distorsién se hacen mds rigidos. Las bases del método propuesto se
presentan a continuacidn,

4.2 Un Algoritmo para la Deformacién Uniforme
de Mallas

En el caso general del andlisis de un problema, y en particular en el caso ¢ue nos ocupa,
la modificacién de la posicién de los objetos (el buque) y los cambios que sufren los
contornos (superficie libre) pueden considerarse, al nivel del problema discreto, como
desplazamientos en los nodos de los contornos de la malla de elementos finitos (ver
figura 4.1).

Una vez que los desplazamientos de los contornos de la estructura son conocidos,
su influencia en la posicién de todos los nodos internos del modelo discreto puede
ser tenida en cuenta considerando la malla de elementos finitos como una estructura
ficticia. Resolviendo el problema de una estructura formada por un material eldstico
lineal, con los desplazamientos de las superficies méviles impuestos, es posible obtener
el desplazamiento de todos los nodos de la malla, Usando este procedimiento, los
desplazamientos de los contornos de la estructura son extrapolados al resto de la malla
en funcién de la rigidez eldstica de cada elemento. Evidentemente, en nuestro caso, los
contornos no mdviles, tienen fijado su desplazamiento a cero en este andlisis estructural
ficticio.

Desafortunadamente la solucién del problema estructural, considerando la estruc-
tura con caracteristicas de un material isotropico, lineal y homogéneo produce grandes
deformaciones en el proceso de actualizacién de la malla. Esto es debido a que los
elementos cercanos a las superficies donde se producen los cambios se deforman muche
mas que aquellos mas alejados, Esto lleva frecuentemente a mallas muy distorsionadas
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cerca de los contornes méviles y, en el limite, a mallas no conformes con elementos que
se intersectan.

Conviene hacer notar que la aproximacién de elementos finitos usada en este proce-
80, es 86lo una herramienta de interpolacién y por lo tanto, las tensiones obtenidas en
este problema pseudoestructural no son relevantes. Esto nos permite asignar diferentes
propiedades mecdnicas a cada elemento de la malla, siendo de esta manera posible,
distribuir la deformacién de una manera mds uniforme, haciendo més rigidos los ele-
mentos mis cercanos a los contornos méviles, y més blandos los mas lejanos. Esta idea
es la base de la metodologia que presentamos en este capitulo,

En el caso expuesto, las diferentes propiedades mecdnicas de los elementos de la
malla pueden ser asignadas basdndose en diferentes eriterios, geométricos o figicos, Un
criterio geométrico basico serfa, por ejemplo, variar el médulo de Young de los elementos
en funcién de la distancia minima a los contornos. A continuacién discutiremos la
bondad de diferentes criterios que pueden utilizarse para el fin propuesto.

4.3 Asignacién de las Propiedades Mecdnicas

Durante el desarrollo de este trabajo se han ensayado varias alternativas para ln asig-
nacién de las propiedades mecdnicas del algoritmo de deformacién de mallas. Entre
estas cabe destacar por sus apropiadas caracterfsticas para determinados problemas,
las siguientes:

=> Asignacion en funcién del tamarfio del elemento. Este criterio es apropiado en
el caso que la malla usada tenga el tamafio elemental asignado en funcién de
criterios de proximidad a las zonas donde se producen las mayores deformaciones.
Ademas hay que senalar que este criterio presenta la ventaja de no ser necesario
resolver dos veces el problema eldstico, dado que las rigideces son conocidas desde
el principio.

= Asignacién en funcién de la distancia a los contornos méviles. Este criterio tiene,
al ignal que el anterior, la ventaja de no necesitar resolver el problema eldstico
en dos ocasiones, sin embargo, el algoritmo de cdlculo de las distancias a los
contornos méviles puede ser complejo, sobre todo si la geometria del problema
tiene diferentes contornos o cuerpos maviles,

El resultado de estas pruebas sélo no lleva a la misma conclusién que la encontrada
en [CBO99]. Segin esta, los criterios basados en la deformacién, y en particular en la
energia de la deformacién, producen mejores resultados. Efectivamente, la distribucién
de rigideces elementales que permite este eriterio tiene una discriminacién mucho mayor
gue en otros casos, por lo que permite absorber deformaciones muy importantes de la
malla [GO99] [OGH9] [OGE].

A continuacién se presenta el criterio de seleccion de las propiedades eldsticas elegido
para el presente trabajo.
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4.4 Un Algoritmo para la Deformacién Uniforme
de Mallas

Consideremos un dominio eldstico con propiedades homopéneas de isotropla, caracte-
rizadas por un médulo de Young Ejy un coeficiente de Poisson £. Tras resolver el
problema asi planteado usando, por ejemplo, elementos lineales Cyy, podemos calcular
las tensiones principales o) en el centro de cada elemento como

oi=Ey[ei—€(g5-+ex)) con 4,7=1,2,8 (4.1)

donde &; son las deformaciones principales.

Si buscdramos que la deformacién de la malla fuese tal que obtuviéramos un campo
de deformaciones uniforme £, = €* en toda la malla, las tensiones principales estarian
dadas por

oy =Exe"[1 - 2] eon 4,j=1,2,8 (4.2)

donde E: es el médulo de Young (desconocido a priori) de cada elemento.

Como ya se ha comentado, se pueden utilizar diferentes criterios para calenlar B,
pero de todos los probados, el que se ha mostrado més efectivo es el que se deriva de
igualar las energfas de deformacién elemental en ambos analisis.

Tras evaluar las tensiones y deformaciones principales, la energia de deformacién
elemental del andlisis de un sélido eldstico lineal tridimensional, puede escribirse como,

U=a18 + oy + 038y (4.3)

De esta forma, sustituyendo la ecuacién (4.1) en (4.3) podemos escribir la energfa
de deformacién en funcién de Fy v £ como,

U = F [(Eg +£§ + Eg) — 2£ (£180 + £983 &‘351)] (44)
De la misma manera, sustituyendo la ecuacién (4.2) en (4.3), la energfa de defor-
macién eldstica puede escribirse en el segundo andlisis como,

Uy = 3Ee*" (1 - 26) (4.5)

Si obligamos a que la segunda solucién tenga la misma distribucién de la energia
de deformacién, podemos evaluar el nueve modulo de Young elemental £ come,

_ Ei[(e] + £} +£]) — 2£ (e18a + £380 + €351
3e** (1 - 2¢)

By (4.6)

120



Se hace notar que el médule de Young de cada elemento es proporcional a la de-
formacién elemental, como se persegufa, y que tanto Fy como £° son constantes para
todos los elementos de la malla.

El proceso de actualizacién de la malla seguird, por lo tanto, los siguientes pasos,

1. Se considerard la malla como un sélido eldstico homogéneo de caracteristicas
Ey y £ Se resolverd el correspondiente problema eldstico, imponiendo como
condiciones de contorno los desplazamientos de los contornos del dominio.

2. Se caleulardn las deformaciones principales v los valores del nueve méduloe de
Young elemental usando la ecuacién (4.6) para un valor dade £*,

3. Repetir la resolucién del problema eldstico lineal, con los desplazamientos pres-
critos en el contorno usando los valores elementales de E» calculados.

No se presentard aquf la formulacién empleada para resolver el problema eldstico
lineal que se plantea. Esta es ampliamente conocida y puede ser encontrada en cualquier
libro bdsico de la materia (ver, por ejemplo [Ofia05] [2T94a)),

El movimiento de los nodos del dominio, obtenidoe tras el paso 3, asegura una distor-
sién cuasi uniforme de la malla. Mas detalles del método, incluyendo otras alternativas
de cdlculo del médulo de Young E; pueden encontrarse en [CBO99).

Por iiltimo, hay que sefialar que, el valor de la deformacién uniforme (£*) impuesta
en el segundo edleulo (paso 3) es arbitrario. Evidentemente valores muy pequeiios de
este valor provocan que la matriz del sistema resultante esté muy mal condicionada.
Por otra parte valores muy grandes no son itiles pues provocan que los elementos
con grandes deformaciones obtenidas en el primer céleulo (paso 1) no se hagan la
suficientemente rfgidos, obteniendo importantes distorsiones de la malla en el proceso.
Para el presente trabajo se ha adoptado un valor de 10™* para la relacion 5, /*".

4.5 Aplicacién a Cuerpos Semisumergidos

El algoritmo mostrado para la deformacién de la malla, permite tratar el movimienta
del dominio debido & cambios en la posicién de cuerpos sumergidos o semisumergidos.
No obstante, en el 1iltimo caso sefialado, cuando el cuerpo intersecta la superficie libre,
los cambios en la geometria del dominio de andlisis son tales que no se puede determinar
facilmente el movimiento de los nodos en la linea de flotacién, por sufrir el efecto
conjunto del avance de la superficie libre y del movimiento del cuerpo (ver figura 4.2).

En estos casos el movimiento de la superficie libre debe ser tal que los puntos de
la linea de flotacién avancen tangentes al cuerpo. Esta condicién de contorno ne se
impone en las ecuaciones de la superficie libre, por lo que los resultados obtenidos
deben ser corregidos para tener en cuenta tal efecto. A este problema debe sumarse el
hecho, ya mencionado, de que el movimiento del cuerpo flotante interacciona de forma
imprevisible con el cambio en la superficie libre.
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Figura 4.2: Problema de un cuerpo semisumergido.

Una posible solucién de este problema es el remallade del dominio, aprovechando
las herramientas disponibles de manejo de entidades CAD. Sin embargo esta técnica
requiere de un control absoluto sobre la generacién de la malla, y se encuentra de lleno
con la gran dificultad que esta generacidn tiene al tratar con geometrfas complejas. Por
esta razon, al abordar este problema en el presente trabajo se eligié otra solucién. Para
la mayoria de los problemas, la utilizacién de un algoritmo que combine un esquema
de proyeccién de superficies, junto con la téenica de movimiento de malla presentada
anteriormente tiene importantes ventajas frente al remallado. Entre ellas cabe destacar
su fabilidad y rapidez. El algoritmo mencionado ha sido desarrollado especificamente
para el presente trabajo y se basa en un esquema de proyeccién de mallas superficiales
tridimensionales similar a la analogia de muelles, ya propuesta por Batina [Bat89], para
la deformacién de mallas de elementos finitos.

El algoritmo completo consta de tres pasos que se explican a continuacién y que se
esquematizan en la figura 4.3.

Paso 1: La malla superficial del cuerpo (tanto por debajo como por encima de la
flotacién) es proyectada sobre el plano Owzy (siendo la direccién Oz la vertical y segiin
la cual se va a llevar a cabo la proyeccién). Para ello se consideran las aristas de la
malla como muelles sin masa de constante eldstica proporcional a su longitud en cada
instante y se supone que la masa estd concentrada en los nodos ¥ que es igual para
cada uno de ellos. De esta manera se da mayor rigidez a las aristas de menor tamano.
Inicialmente, la curva que define la linea superior del objeto se proyecta ortogonalmente
sobre el plano Ozy. De esta manera tenemos una red de muelles en un estado de no
equilibrio. El proceso de relajacidn del sistema llevard a una red en equilibrio en el
plano Ozy. Para llegar a esta situacién se hace evolucionar el sistema sigulendo las
leyes de la dindmica, Las ecuaciones que rigen el proceso dindmico son evidentemente
muy simples y su integracién se hace explicitamente,
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Figura 4.3: Esquema del algoritmo de proyeccién de mallas superficiales.

Fuerza en el nodo ¢ (4.7)
Fi(t) = K ; bij (t) — yuy (t —dt)

Desplazamiento del nodo 1 - (4.8)

2
hit) = wlt—dde+ K% 5 1,0
m 5

Donde 1 (t) es la longitud de la arista que une a los nodos 1 v j en el instante ¢,
K es la constante de proporcionalidad entre longitud de la arista v fuerza que ejerce
el muelle, x es una constante de viscosidad del movimiento, v; (¢ — dt) es la velocidad
del nodo i en el instante ¢ — dt, my es la masa asociada al nodo i vy dl es el incremento
de tiempo para la evolucién del proceso.

Como se aprecia el proceso es simple v la utilizacién de un incremento de tiempo
variable por nodo hace que la evolucién sea muy rdpida. En resumen este primer paso
sarfa como sigue:
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I- t =t dt
[I-  bucle en nodos (i) {

1L- v (0) =0
Minily(t
V.- dt; = 'Jm{:—dr.i :
V.- d; (1) = vy (t = dt) dt, + 25, (¢)
}
VI- 8 % |[di®)=é  iral

VIL- 8 5 [d@®)|<é  fin

¥,
i

2.
i

Paso 2: Se calcula la deformacién de la linea de flotacién a partir de los valores
nodales de la velocidad obtenidos en el calculo del problema de mecdnica de fluidos.
La deformacién se lleva a cabo sobre la malla tridimensional del cuerpo de la siguiente
forma.

En un primer momento, conocido el movimiento del cuerpo flotante y el cambio
de posicién de la superficie libre, los nodos de la linea de flotacién son desplazados de
acuerdo con estos cambios', para luego ser proyectados sobre la superficie del cuerpo,
segiin las normales a los elementos. Las coordenadas locales de estos puntos son uti-
lizadas para definir el movimiento plano de los nodos. Por tltimo, se comprueba que
todos los puntos han sido correctamente proyectados?. Esta metodologia se esquema-
tiza en la figura 4.4, En ella se presenta el movimiento de los puntos j, k de la linea
de flotacién a la posicidn j/, k/.

Una vez que la linea de flotacion ha sido deformada tridimensionalmente, y se han
obtenide sus correspondientes movimientos planos, la malla del euerpo se deforma,
haciendo use del algoritmo de actualizacién descrito en el apartado anterior (ver figura
4.4, donde se indica esquemdticamente la trasformacién del punto ¢ de la malla en el
punto /).

Paso 3: Se proyecta de manera inversa la malla plana sobre el cuerpo original, Para
ello se calculan las coordenadas relativas de los nodos de la malla plana deformada
dentro de los elementos correspondientes de la malla plana original. La localizacidn del
elemento al que pertenece cada nodo se hace con un método similar al propuesto en
[Ln90|. Las coordenadas locales asf determinadas se utilizan para situar los puntos en
la malla tridimensional original. Por iltimo hay que hacer notar que los movimientos
nsf obtenidos son relativos a la posicién original de la flotacién. Por ello es necesario
sumar a éstos el movimiento de sélido rigide del cuerpo.

VEl movimiento total de los nodos eorresponderd a la suma del movimiento relative del cuerpa,
mugmcta a la flotacién en reposo, mds el deplazarmiento de la superficle libre.
Exs necesario establecer un ¢ontrol en este movimiento. Esto se puede hacer, por ejernple, evitando
gua el desplazamiento de estos puntos sea mayor que fi“ Otra posibilidad es limitar el desplazamiento
a lo mitad del punto de intergeccidn de los movimientos planos.
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Figura 4.4: Método para evaluar la deformacién de la linea de flotacién.
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Hay que hacer notar que el Paso ! anterior sdlo debe realizarse una vez en cada
problema, después, la malla plana obtenida puede utilizarse para el resto de los caleulos.

4.6 Un Algoritmo Iterativo para la Deformacion de
Mallas de Elementos Finitos

El algoritmo presentade resulta éptime para la resolucién de la mayorfa de los proble-
mas pricticos de interaccién Auido estructura, por su capacidad para permitir que la
malla absorba grandes deformaciones del contorno con una distorsién aceptable. Sin
embargo el coste que requiere para los problemas dindmicos habituales, es muy ele-
vado. Si nos referimos al almacenamiento de memoria, no sélo es necesario guardar
la matriz del sistema estructural que se resuelve, sino que es necesario mantener en
memoria toda la informacién de la malla original, que no es necesaria para el resto de
los cdlculos del problema. Por otra parte, v en lo que a tiempo de procesamiento se
refiere, es necesario resolver dos sistemas lineales por cada movimiento de la malla, y
ademds, estos sistemas han de ser ensamblados cada vez, lo cual supone, por si sélo un
gran esfuerzo de cdleulo.

Por ello, vy en virtud de las especificaciones definidas para este proyecto, se hace
necesario, aun a riesgo de perder calidad en la deformacién de la malla, modificar el
algoritmo con el fin de reducir a un nivel aceptable la necesidad de recursos del proceso,

Con este objetivo se han probado diferentes variaciones del algoritmo original pre-
sentado, todas ellas basadas en dos premisas; guardar informacion sdlo de la matriz
deformada actual y huir del doble ensamblado y resolucién por cada paso de tiempo.

De las diversas pruebas realizadas se incluye a continuacién una descripcién del
algoritmo que presenté mejores resultados en cuanto a las calidades de las mallas
obtenidas. El algoritmo se basa en calcular las rigideces de los elementos de la malla
en funcién de los incrementos de deformacidn y teniendo en cuenta el valor de la rigidez
en el instante anterior.

Como ya se ha comentado, esta metodologfa es sélo una variacién del algoritmo
basico, presentado anteriormente, y que podemos resumir come sigue,

" 1.Ensamblar problema eldstico con E, y £.
2.Resolver sistema.

(e) E‘ll(cf+ig+!§) —2?{E16i+ﬁil3+ﬂ'3¢;ﬂ
3acﬂlcu].&r Ej - 31*1:(1-'5&] ' (4'9)
4.Ensamblar problema eldstico con con E‘.E') y £
5.Resolver sistema.

| 6.Mover nodos.

ALGBAS =

Por otra parte, consideraremos los sigulentes algoritmes alternativos a (4.9),
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L.Ensamblar problema elastico con con B v &,
ALGANT = | 2 Resolver sistema. (4.10)
3. Actualizar malla.

[ 1.Ensamblar problema eldstico con E; y £.
2.Resolver sistema,

2
il goted Pl ()
ALGING = | 3-Calaular £y = Gy ["Pl‘ T, | =G Bag (4.11)
5.Ensamblar problema eldstico con con E.f,"} y£.
fi. Resolver sistema.

| 7.Actualizar malla. j

En el anterior algoritmo (4.11), ¢ es una constante que mide la relacién de rigideces
médxima y minima de los elementos (valores en torno a 1000 son suficientes en la
mayoria de los casos pricticos) Eé:f , s el valor de E.ff) en la iteracion anterior, y € es
un coeficiente tal que 0 < €y < 1. Por otra parte, se ha denominado Fio | Fid: a los

valores minimo y maximo de F®), definido por,
(o) _ [(AE? + ﬂng + ﬂﬁg] — 2€ (AE]AEQ + Agsdeg + &Eg&f.‘))]
(1-2¢)
Donde Ae son las deformaciones incrementales, calculadas a partir de los desplaza-
mientos de los nodos de la malla en la ltima iteracion.

De esta manera, podemos escribir el esquema completo del algoritmo iterativo para
la. deformacién de mallas come,

F (4.12)

. n=10

I [ Solucién Fluido

. n=n+1

IV. Sin=1 ALGBAS(Mallay) (4.13)

V. Sin#l Sin/N es entero ALGINC(Malla,)
Sin/N no es entero ALGANT(Malla,,)
VI, Volver a Il

En el algoritmo anterior ALG(Malla,) significa que el algoritmo correspondiente se
aplica sobre la malla del paso de tiempo i-ésimo. Como puede apreciarse, el algoritmo
(4.13) actualiza las rigideces de la malla cada N pasos de tiempo, al ser n el contador
principal del bucle de edleulo (1 =1,).

El algoritmo (4.13) ha sido el usado para la resolucién de los ejemplo que se pre-
sentan en el siguiente apartado.

Por otra parte, si el problema que se pretende resolver tiende a un estacionario, ¥
el tinico objetivo del andlisis se centra en este estado, puede no ser necesario actualizar
la malla cada paso de tiempo.

127



Figura 4.5: Definicion CAD del problema de una esfera mévil sumergida enfrentada a
una corriente unforme.

4.7 Ejemplos

4.7.1 Ejemplo 1

La figura 4.5 muestra la geometria (definicion CAD del problema) de un canal y la
posicion de una esfera de 2m de didmetro con un peso de 1000 N y una inercia de
rotacion de 1000 Kgm®. La esfera estd sometida a la accién de una corriente uniforme
de direccidn Or. El problema ha sido analizade para un valor del nimero de Reynolds
R, = 200 y un nimero de Froude F, = 0.71 correspondientes a una velocidad de
entrada del fluido de 1 m/s y a una densidad del fuido de 1000 Kg/m*.

Se permite a la esfera el movimiento vertical y la rotacién segiin el eje Oy debidos a
la accion del Auido. El movimiento vertical de la esfera estd constrenido por la presencia
de un muelle que la une al fondo. Este muelle tiene de constante eldstica 2500 N /m.
Se impone a la esfera una velocidad vertical y hacia arriba inicial de 1m/s. Para la
resolucidn se ha usado una malla de 19870 tetraedros lineales con 4973 nodos,

En la figura 4.6 se muestra la posicién de la esfera y un corte diametral de la malla
en diferentes instantes de tiempo.

En la figura 4.7 se muestran los contornos de velocidad del fluide proyectados sobre
dos planos diametrales perpendiculares en diferentes instantes de tiempo.

Por ddltimo la figura 4.8 muestra la deformada de la superficie libre en dos instantes
de tiempo, mientras que en la figura 4.9 se presenta un grifico de la evolucién del
desplazamiento vertical de la esfera en funcién del tiempo.
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Figura 4.6: Posicién de la esfera y la malla en diferentes instantes de tiempo (de
izquierda a derecha y de arriba a abajo ¢ =047, £ = 094, t = 1.83 { = 3.16).

4.7.2 Ejemplo 2

El segundo ejemplo muestra la cafda de una esfera en una probeta llena de liquido,
La esfera parte del reposo y el problema acaba cuando aquella aleanza =u velocidad
de cafda estacionaria, La relacion de didmetros de la esfera v de la probeta es 1:4. El
nuimero de Reynolds para la velocidad estacionaria es B, = 100, La malla utilizads en
el edlculo tiene 85765 elementos (tetraedros lineales) con 13946 nodos. La definicién
CAD del problema y un detalle de la malla de célculo se muestran en la figura 4.10,

En la figura 4.11 pueden verse los contornos de deformacion de la malla durante la
caida (estos se han proyectado sobre el tubo al que se ha practicado un corte oblicuo),
mientras que en la figura 4.12 se presentan los contornes de velocidad en diferentes
instantes de tiempo. La figura 4.13 muestra la evolucién de la velocidad de caida con
el tiempo y se compara con la velocidad denominada de Stokes, calculada igualando la
curva experimental de resistencia al avance de la esfera (como funeién de la velocidad)
con el peso de la misma, Es claro que este valor debe ser ligeramente mayor que el real,
como asi ocurre, pues en &l se desprecian los efectos de la interaccion con la pared, y a
esta razén pueden deberse las pequefias diferencias encontradas.

4.7.3 Ejemplo 3

El 1iltimo ejemplo que se presenta corresponde a un cilindro vertical sometide a una
corriente uniforme de velocidad 1 m/s (ver figura 4.14). El mimero de Froude del
problema es F, = 1.0, mientras que el nimero de Reynolds es R, = 200. El didmetro
del cilindro es 2m. No se considera ninguin movimiento del cilindro, La malla utilizada
en este ejemplo tiene 35567 tetraedros con 4670 nodos.

1249



Figura 4.7: Evolucién del mddulo de la velocidad con el movimiento de la esfera en
diferentes instantes de tiempo (de izquierda a derecha y de arriba a abajo ¢ = .47,
t=.02,¢t=110,1t= 182 t=167,¢{=20Lt=243, ¢t = 4.83, t = 6.16, t = B.18,
1= 12,35, ¢ = 15,65).
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Figura 4.8; Deformacién de la superficie libre amplificada 10 veces en los instantes de
tiempo ¢ = 0.47s v £; = 3.16s.

Figura 4.9: Evolucién del movimiento de la esfera con el tiempo.
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Figura 4.1(: Definicién CAD del problema de una esfera que cae libremente en un
eilindro vertical lleno de Ifquido.

En la figura 4.15 se puede ver la solucidn de contornos de velocidad en el instante { =
10.5s, donde se puede apreciar el efecto del desprendimiento de los vértices. Por olra
parte, en la figura 4.16 se pueden ver los contornos del madulo del vector deformacién
de la malla., En ella se puede apreciar como la diferencia de altura en la superficie libre
entre la zona de impacto con el cilindro y la estela que produce, es superior al didmetro
del ¢ilindro.

4.8 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado un procedimiento para la actualizacion automética de
mallas de elementos finitos durante la resolucion del prablema acoplado. Este método
permite deformar las mallas, permitiendo seguir los cambios en el contorne o los debidos
al movimiento de los objetos en estudio. La restriccién que se impone a la deformacién
de la malla es que la distorsién producida sea uniforme. De asta forma es posible que la
malla admita grandes deformaciones conservando buenas propledades para el andlisis,

Sin embargo, el método bdsico es costoso, en lo que se refiere a necesidad de alma-
cenamiento de memoria vy tiempo de procesamiento, por lo que se ha modificado de
manera que se adecia a los procesos dindmicos que pretqndamus resolver.

Los ejemplos que se han presentado muestran las posibilidades del procedimiento
presentado, aplicado a problemas de mecdnica de fluidos con contornos méviles y de
interaccion fluido estructura.
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Figura 4.11: Evolucién de la caida de la esfera en la probleta. Se muestran los contornos
del médulo de la deformacién de la malla.
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Figura 4.12: Contornos del médulo de la velocidad en diferentes instantes de la caida
de la esfera.
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Figura 413 Evolucién de la velocidad de caida de la esfera comparada con la velocidad
experimental (1.95 m/s).
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Figura 4.14: Definicion CAD utilizada para el problema de un cilindro vertical en-
frentado a una corriente uniforme.
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Figura 4.15: Contornos del médulo de la velocidad sobre la superficie libre del problema
del cilindro vertieal para ¢ = 10.5s,
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Figura 4.16: Contornos del médulo de la deformacién de la malla sobre el contorno, en
el problema del cilindro vertical, para ¢ = 10.5s.
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Capitulo 5

Un Método para Anilisis
Hidrodindmico de Buques

A lo largo de los anteriores capttulos hemos revisado diferentes aspectos de los proble-
mas de resolucion del andlisis hidrodindmica de bugues basado en (éenicas CFD. Agqui
haremos una rewsion de estos aspectos, al presentar el algoritmo desarrollado para
resolver el problema. Estos aspectos incluyen una deseripeion detallada del algoritme
de resolucion del problema de mectnica de fluidos y sus posibles variantes, una pre-
sentacidn del método de solucidn de la ecuacion de superficie libre, una deseripeidn del
método de movimiento de malla y une discusicn del algoritmo general. Por iltimo se
presentardn diversos resultados de aplicaciones praeticas del método. Estos resultados
s¢ discutirdn, comparindose con datos experimentales disponibles.

5.1 Introduccién

Hasta aqui hemos estudiado con detenimiento diferentes aspectos de los problemas de
resolucion del andlisis hidrodindmico de buques basade en técnicas CFD. Entre los
mencionados aspectos, pueden enumerarse los siguientes:

L. Resolucion de las ecuaciones de Navier Stokes en flujo laminar y turbulento me-
diante el algoritmo CF de pasos fraccionados (capitulo 3).

2. Regolucién de la ecuacién de superficie libre no lineal completa, gracias a la
metodologia CF (capftulo 2).

3. Modificaciones de las anleriores ecuaciones para su resolucion, teniendo en cuenta
el movimiento de la malla de elementos finitos, de acuerdo con la metodologia
ALE (capftulo 2 y 3),

4. Metodologia para la deformacién cuasi uniforme de mallas de elementos finitos
(capftulo 4).
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Figura 5.1: Definicién del problema de andlisis de Hujo fluido alrededor de un buque.

En el presente capitulo se pretende llevar a cabo una revision de estos aspectos,
al presentar el algoritmo completo que ha sido desarrollado para resolver ¢l problema
planteado. De esta manera, se discutirdn diversos problemas especificos, asi como
algunos detalles mas directamente relacionados con la programacién del algoritmo.

5.2 Un Método Estabilizado para Analisis Hidrodi-
ndamico de Buques

Consideremos el problema del movimiento de un fluide’ alrededor de un buque, definido
en la figura 5.1. En ella se representa un dominio fluido Q limitado por los siguientes
contornos:

I', Superlicie libre

I'y  Contorno de entrada del Auido

I’y Contorno del buque (superficie mojada) (5.1)
I's Contorno de salida del Auido

I'c Resto de contornos del dominio {2

La definicién del problema anterior requiere ademads los siguientes datos:

s Velocidad de avance del buque. Dado que, por simplicidad en el planteamiento
del problema, se definird un sistema de referencia que avanza con una velocidad
uniforme igual a la del buqgue, esta serd la que se debe imponer como condicidn
de entrada del fluido.

s Aceleracién de la gravedad. Esta, se puede modificar a conveniencia para con-
trolar el valor de F,.

1 Definido por su densidad py viscosidad j, ¢ue se consideran eonstantes.
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s Caracteristicas de] fluido, definido por v p.

* Inercia al movimiento del buque, desplazamiento y centro de gravedad si se pre-
tende simular el movimiento de este.

Junto a los anteriores, es necesario indicar que tipo de condiciones se imponen sobre
los contornos definidos en (5.1). Evidentemente, dependiendo del tipo de andlisis que
se pretenda llevar a cabo, las condiciones de contorno aplicables sebre los anteriormente
mencionados variardn. A confinuacién se presentan las diferentes alternativas que se
pueden presentar,

ll-"1'; o= ﬁn(xi t)

Te v=u,(%1)

Ca v =v,(x ) (5.2)
s p=0

Fe wvng=u,(x,tny V p=0

Iy p=pyxt)

FE Yy = UE.(}K. f)

s v, =0 (5.3)
Iy nyri =nyrl

Fe wni=uv(x. iy Vv p=0

Ly p=pmbet)
Fg y= Yy (x:- t)

Up nyrigsi = 7y(x,t) (5.4)
s mnyri; = nyr

Pe vni=vg(xt); V p=0

La opeidn (5.2) es adecuada para un anélisis con 4 = 0 (ecuaciones de Euler).
Mientras que la (5.3) es la correspondiente a un andlisis tipico con velocidad nula en
la pared del buque. Es evidente que esta simulacién sélo sers \itil, en general, para
bajos H,, dado que requiere una malla suficientemente fina como para poder capturar
las variaciones de una capa limite. Para superar la anterior limitacién, se presenta
la alternativa (5.4), que sustituye la condicién de velocidad nula sobre la pared por la
imposicion de la traccién 7, paralela al contorno dada por la ley de pared. La forma del
campo de presiones p,(x, t), correspondiente a la condicién de superficie libre dindmica,
que se debe imponer sobre la superficie libre se discutird posteriormente.

Hay que anadir que la condicién sobre el contorne de salida I's debe ser la condi-
cion de flujo libre, pero una simplificacion 1itil en muches casos es hacer nula la presién
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Figura 5.2; Esquema general del algoritmo de resolucién del problema.

dindmica®. Esta condicién es habitual en contornos en loz que el fujo no estd pertur-
bado, por lo que puede imponerse de la misma forma sobre I'c. En este tiltimo caso es
de especial interés considerar la que podriamos denominar condicidn de fondo infinito
{LYOQB]. Esta consiste en imponer la presion dindmica a cero sobre el fondo no pertur-
bada?, lo que representa una forma aproximada de simular un dominio infinitamente
profunde.

Tomando como entrada los datos generales mencionados v definidas las condiciones
de contorno en alguna de las formas (5.2), (5.3) o (5.4), el problema queda definido y
puede resolverse segiin el algoritmo definido en la figura 5.2.

Como puede apreciarse, el esquema general del algoritmo consta de cinco fases,
correspondientes a otros tantos sistemas de ecuaciones, que deben resolverse para cada
paso de tiempo. Estos pueden definirse como':

1. Resolucién de la Ecuacidon de Cantidad de Movimiento Fraccionaria si-

‘Esta condicién simplificada sélo es aplicable =i se impone algin tipo de amortiguamiento sobre
el eampo de olas, de manera que ne se perturbe este contorne, Como o discutird mis tarde, este
amortiguamiento se aplica en este trabajo para evitar diversos problemas de reflexién de ondas contra
los contornos.

“Lo que obliga » que el contorno correspondiente esté lo suficientemente lejanc del bugue.

1La notacién em pleada a continuacién corresponde a la presentada en los capftulos anteriores.
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guiente, que permite calcular el campo de velocidades aproximadas v7,
f Py i dSd = f b vy dS2 — At / P, a—-—‘*—(;f a0 -
! i

~ At f P iy — A / oy, S =

{?IJ lj
Nai "
ot 5[ (= ko) Sy e - (55
o1 e [v|” D
5 O Mo gy 4

-&t E:i e khaﬂb Bq:f

g

+AL [ iy, nyriydl + At wm (to + p-n.}‘) dl’

Bv, + (‘Uj‘lii) 37“;.1

T =P TP by +B:t_f

Los coeficientes k; v ks s¢ calculan a partir de las siguientes relaciones,

h v| h®
k1==ﬂf('?)§lv’|> T= | Jy

h |rm| vl

by = B(0) 3oy M= 2w

donde, para tetraedros lineales, se puede tomar,

alz) |z =3 1
a(z) |z <3 g (5.6)
A (z) maz (0,0.7 = 1)

Condiciones de contorno aplicables
Contorno libre I'p
Traceién (7, impuesta en I'y
2. Resolucién de la Ecuacién de Contimiidad siguiente, que permite caleular el
campo de presiones p**!

Nl
] .
3 W(At-inﬁ“)a f"’""a; 0+ (5.7)
9 ! (v —of) d2 = J:j E"%T”"dﬂ
a g & Jo tOm ™
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o &Ut &Ut % "
Fory = (p"BT +M§EJ' az, - fi

Condiciones de contorno aplicables

Presién prescrita en I'p

Velocidad normal a T fijada a vony en I'p,
Velocidad normal a I' fijada a v'n; en ' — I'p,

3. Resolucién de la Ecuacién de Momento o de proyeccidn siguiente, de donde
se obtiene el campo de velocidades v+

n4<1
/ Py v = / Py, v dS) ﬁw. Qfﬁdﬂ (5.8)
JS11 0 Ji p BI,

Condiciones de contorno aplicables
Velocidad prescrita a v, en I'p

4. Célculo de la nueva distribucién de Ia elevacién de la Superficie Libre pra,
aplicando la condicién cinemdtica de superficie libre siguiente,

[ ewrtaa =2 [ pgtan- 1 [ oun-2an+
f1 S {1 i

20t 2t oy O
+5 | pwwder - 22 L on (17 — 0 ol
fa Ja
LT :
=+ :_E 3 fﬂ |v‘= vy afﬂj wl! (5 9)

Nai AL fa fa Etph Ui A mh a'f}
— P Tf‘<k1 _kg >E:;W(’Uj —‘Uj )‘é;‘;dﬂ_

No 9AL on O
- — [ W' i 5=1,2
Z 3 ’ 5::, A J i '

o=] 114

Los coeficientes k{* y kI* se obtienen a partir de las signientes relaciones,

K = 325|~v|

(v — ") g —w

(f ~up”) g%
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Condicienes de contorno aplicables
Elevacién n preserita a7y, en Ty

* A partir de la distribucién de la altura de la superficie libre 7 (x, ¢ + At), se
puede calcular el campo de presiones p, (x, t+ At) correspondiente a la condicion
dindrmica de superficie libre, en la siguiente forma,

Py(%,t + At) = gnyy (x,¢+ At) (5.10)

e Donde 74, (x;t 4+ At) es la diferencia entre la elevacién de la superficie libre
calculada 7 (x, ¢ + At) y la elevacién de la malla correspondiente. La ecuacién
(6-10) tiene dos limites de especial interés. Si la posicién de los nodos de la malla
correspondiente siguen el movimiento de la superficie libre, la ecuacién (5.10) se
transforma en la simple imposicién de que la presién es nula sobre la superficie
libre p,(x, ¢ 4 At) = 0. 5i por otra parte, la malla sobre la superficie libre no se
actualiza, la condicién anterior se transforma en p,(x, t 4 At) = gn (x,t + At).

5. Actualizacién de la Malla de elementos finitos, teniendo en cuenta la defor-
macién del contorno definida por el movimiento de la superficie libre ¥ la nueva
posicion del buque. De este proceso se obtiene la nueva posicion de todos los
nodos de la malla x"*!. Para ello es necesario, en primer lugar, estimar la nueva
posicién del buque. Esto se lleva a cabo por integracion directa de las fuerzas
que el fluido ejerce sobre la carena. Estas fuerzas son integradas explicitamente
en el tiempo para obtener los desplazamientos y giros instantdneos, de acuerdo
con la dindmica del sélido rigido clasica.

Podemos escribir el esquema completo del algoritme iterativo para la deformacién
de mallas comao,

. n=0

IL [..] Solucidn Fluide

L. n=n-+1

IV. Sin=1 ALGBAS(Malla,) (5.11)

V. Sin#l Si n/N es entero ALGINC(Malla,)
Si n/N no es entero ALGANT(Malla,)
VL. Volver a Il

¢ Donde n es el indicador del paso de tiempo (1 = £,) ¥ N es un control interno
del algoritmo, que indica cada cuantos pasos de tiempo se actualizard la malla.
Los métodos ALGBAS(Mallay), ALGINC(Malla,) y ALGANT(Malla,) se

aplican sobre la malla en el paso de tiempo ¢, y se pueden describir como sigue,
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[ 1.Ensamblar problema eldstico con ) v £.
2.Resolver sistema,

ala Ei|(ed4ed-ed)—2uie ex-teaenteact)
L e 1 I
4.Ensamblar problema eldstico con con Eé” v E.
5.Resolver sistema.
| 6. Mover nodos,

ALGBAS =

[ 1.Ensamblar problema eldstico con con B y £, |
ALGANT = | 2 Resolver sistema. (5.13)
| 3.Actualizar malla.

" 1.Ensamblar problema eldstico con E; y £.
2 Resolver sistema.

. 1 ptey_pte) 1% .
Aioaletlas 2= 040 [HT] +(1-C) Bl (5.14)
5.Ensamblar problema eldstico con con E%“) y &
6.Resolver sistema.
| T.Actualizar malla.

ALGINC =

e En el anterior algoritmo (5.14), # es una constante que mide la relacién de rigide-
ces mAxima y minima de los elementos (valores en torno a 1000 son suficientes en

la mayoria de los casos pricticos) E&:}_ es el valor de Eé’) en la iteracién anterior,

y €y es un coeficiente tal que 0 < €y < 1. Por otra parte, se ha denominado
FE | F$, a los valores minimo y méximo de F(®), definido por,

Ae? - Aed + Acld) = 2£ (AgyAgy + AcgAey + AegAsy )]

(e) - [(
» (-2

(5.15)

Donde Ag son las deformaciones incrementales, calculadas a partir de los de-
splazamientos de los nodoes de la malla en la dltima iteracion.

El algoritmo de solucién del problema, presentado en los anteriores puntos 1-5,
puede ser utilizado para la resolucién de problemas en los que sdlo interese la
solucién estacionaria. Sin embargo, si el objetivo del estudio es el andlisis del
proceso transitorio, ¢l algoritmo presentade debe ser corregido, de manera que
se tenga en cuenta el movimiento de la malla en la resolucién del problema de
Navier Stokes. Esta correccién se hace mediante la metodologia ALE, presentada
en los capitulos anteriores, Teniendo en cuenta esta metodologia, los cinco puntos
anteriores quedan comao sigue,
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1. Resolucion de la Ecuacién ALE de Balance de Cantidad de Movimiento
Fraccionaria siguiente, que permite ealeular el campo de velocidades aproxima-
das v*,

JLonsiaar= [ pinraa-ac [ g, (3 - up7) 2Lan -
i

ﬂrcj
# A}t 3w n . gn
_At fn P A /n FaTida - ¢ fﬂ Uy S~
N"' L'} a‘dﬁh
o = k re —t T n =r, J
At ,:..S-; /‘( 1= kg,) _'afhrl Be; o d (5.16)

Nt Ay Oy,
—At kg w———Ld}
E e L 55!!_-; a’b’j +

1AL f YpngrIdD + At / n, (5 + pnl) dI
Lr ' n

B'W i m" BU‘ av.‘?‘ _ % @ :
rm = Pyt (=Y )E'E*""”‘amj b7, oz, Ut

e En la anterior ecuacién (5.16) v"" representa el campo de la velocidad de log
nodos de la malla en el proceso de actualizacién de esta. Conviene senalar que,
en el presente caso, la ecuacién (5.5) contimia siendo vilida, sin embargo, tal
y como se presenté en capftulos anteriores, la formulacién ALE permite que
los términog gean evaluados en el sistema de coordenadas correspondiente a la
deformacién de la malla.

En la ecuacion (5.16) los coeficientes ki, ks, se calculan igual que en el caso anterior.

2. Resolucién de la Ecuacién de Continuidad siguiente,que permite calcular el
campo de presiones p"t!,

Nt B, B o |
afa l—n—‘-dﬂ . fratiy ¥ u b
3 [ (aee o gl fn Dged® 4 (5.17)

Bv,bh i . . NE-E n% A
+‘[_: 3:1:; (vai % )dn E—I g 61.! Az, 7m1dn

em]

B'Uf Wi a’vi BT‘ i
pid S [ ke T o) W i, - N
e (P 5 e =) g Oz, f‘)
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Condiciones de contorno aplicables

Presién prescrita en ['p

Velocidad normal a I fijada a v, nq en I'p,
Velocidad normal a T fijada a vl'n;en I' = I'p,

3. Resolucién de la Ecuacién de Momento o de proyeccién (5.8), de donde se
obtiene el campo de velocidades v**+!.

4. Resolucién de la Ecuacién cinemitica ALE de Superficie Libre "+, apli-
cando la condicién cinemdtica de superficie libre siguiente,

4 =
[] o' FAtdR = 2 / @in'dS) - = /N pn A
+g-;"-t./‘ h fﬂ EA {Ph('u’-vj )aﬂdﬂ‘l'
1

Bﬂlj
Na AL <3 "“{ . %01
) — 5.1
% :é;; 3 ./s;* |v| T gy ol
N,.
i / <k" B(‘ﬂh I:‘] (v —a]") g;? d§2 -
A 1

N,
- }:{ 24t J'a 377 5‘Pndﬂ

aml 3 {1 EI| a 1’3 - 112

Los coeficientes k/* y kJ* se obtienen a partir de las siguientes relaciones,

k‘""=£|v|
("J"”’“)f""
(o - ") 3

Condiciones de contorno aplicables
Elevacién 7 prescrita a 7y, en I'y

& w|
kf* = 0.35h ij=1,2

s El campo de presiones p,(x,t -+ At) correspondiente a la condicién dindmica de
superficie libre se calcula mediante la ecuacién (5.10) anterior.

5. Actualizacion de la Malla de elementos finitos, mediante el algoritmo (5.11).
De este proceso se obtiene la nueva posicién de todos los nodes de la malla x"*!
y a partir de ellos es inmediato calcular la velocidad de movimiento de los nodos
de la malla. En la forma més simple, esto se puede hacer mediante la siguiente
relacién,
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Por otra parte las condiciones de contorno presentadas en (5.2)-(5.4) son impuestas
en los algoritmos anteriores como sigue,

e Condicién de contorno de presién impuesta sobre [y, p = p,(x,4). Se impone
directamente sobre los sistemas (5.7) o (65.17). Lo mismo se hace sobre I'c, p = 0
en €] easo de elegir esa opcion.

B C}Dndicidn de contorno de velocidad prescrita sobre g, v = v, (x,t) y sobre ',
v; = 0 en el caso de la alternativa (5.3). Se prescribe la velocidad corrigiendo el
campo de velocidades obtenido en (5.8).

e Condicion de contorno de velocidad normal preserita sobre I'e, vyry; = v, (%, £)ny.
Al igual que en el caso anterior, se preseribe esta componente de la velocidad cor-
rigiendo el campo de velocidades obtenido en (5.8). De esta manera la condicién
natural de las ecuaciones (5.7) o (5.17) es precisamente vn; = v, (x,1)n;.

e Condicion de contorno de tension tangencial impuesta sobre I'g, nyrl 8, = 7,(x, t),
Se impone ensamblando el término de la integral de contorno [i. ¥, (¢5 + pn}!) dI' =
fei i, Topardl de la ecuacién (5.5) o (5.16).

s Condicion de contorno de flujo libre en I's, ny7; = 7. Seimpone ensamblando
el término de la integral de contorno f,.s PYuniTiidl de la ecuacién (5.5) o (5.16).

A continuacion se presentan diferentes aspectos generales de la solucién del proble-
ma que completan el desarrollo del algoritmo presentado.

5.2.1 Calculo del Incremento de Tiempo

El algoritmo de resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes (5.5)-(5.8), tiene, evi-
dentemente limitaciones en su estabilidad en el avance temporal. Dada su naturaleza
semi-implicita®, estas limitaciones se hacen muy evidentes y obligan a la eleccién de un
incremento de tiempo Al de manera que el esquema sea estable. Por ello presentare-
mos aqui unas recomendaciones para la eleccién del incremento de tiempo. Estas estdn
basadas en el estudio de ciertos casos particulares de la ecuacién de conveccién difusién
estabilizada y se pueden consultar en [Cod93a| [OM99]. Segiin estos andlisis, la ecua-
cidn transitoria de conveccidn difusidn integrada en el tiempo con un esquema explicito
es incondicionalmente estable, si se cumple que [Cod93a],

*La ecuacién de balance de cantidad de movimiento es integrads mediante un esquema de Euler
hacla delante (forward Euler).
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AteAt
gt :
At S i (5.19)

Donde Atg es el incremento de tiempo para el cual se consigue la estabilidad in-
condicional en el problema unidimensional de conveccién pura®, mientras que At es el
limite para la ecuacién unidimensional de difusién pura. Estos limites para la ecuacion
unidimensional estabilizada en el espacio con el método SUPG, pueden obtenerse sen-
cillamente en el caso de una malla uniforme formada por elementos lineales de tamaio
h*, para el problema con velocidad uniforme v, a partir de la relacién,

. v 1
< =
¢ < min (1 iz + C-lr) (5.20)

Donde ¢ es el denominado nimero de Courant que se define por,

B vt
g= e

(5.21)

Por otra parte, si suponemos que o estd dado por la definicién (5.6), la condicién
(5.20) anterior se puede escribir como,

5
¢5 1+m£n(-}j)')'

De donde pueden obtenerse los siguientes limites,

h#
min (%, 1) ki

he’
Atcﬂnz—k— uw—0

Aty < >> (5.22)

Y sustituyendo (5.22) en (5.19) se tiene la expresién,

At < : (5.23)

= min( 1)
& 'I' fl%

Hay que hacer notar que una opcién alternativa [VCZ97], mds restrictiva que (5.23),
es considerar que el lfmite del incremento temporal para el caso de u >> es At[:" <

Difusién nula, o bien v — oo,
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ool o} ffi‘r, que se puede obtener de aplicar de nuevo (5.23) en (5.19). Dado
que esta forma es mds restrictiva, serd la que adoptaremos. Si ademds incluimos un
factor de seguridad 'S, para la determinacién del incremento de tiempo que asegura
la estabilidad temporal del esquema, la restriccién (5.19), queda como,

At < - (5.24)
minlfad | 4
o h#

Ahora, consideremos la identificacién de términos entre la ecuacidn de conveceidn
difusion y las ecuaciones de Navier Stokes, con el objeto de hacer aplicable la relacidn
(5.24) a nuestro caso”. En este caso, (5.24) puede escribirse, para su uso en la resolucién
de las ecuaciones de Navier Stokes, como,

F
At < 2 (5.25)
min(<,1)|v| + i
he ph‘

De esta manera, se tomard como valor del incremento temporal para la resolucién
de las ecuaciones (5.5)-(5.9) el dado por,

: FS
At = mim mingf.:lﬂw‘ldl_ 4 (5.26)

h F}n

Es decir el minimo de todos los incrementos temporales caleulados para cada uno
de los elementos de la malla®.

5.2.2 Solucién con Incremento de Tiempo Local

Evidentemente, la eleccién del incremento de tiempo mediante la expresién (5.26) limita
las posibilidades del algoritmo presentado, en el sentido que, en general para problemas
pricticos el incremento de tiempo serd proporcional al minimo tamaiio de los elementos
de la malla. Esto implica que a medida que refinemos la malla, el tiempo de cdleulo
necesario para resolver el problema, no sélo aumentars por la necesidad obvia de re-
solver un problema mayor, sino que también el incremento temporal disminuirs por lo
gue necesitaremos resolver mds veces el sistema de ecuaciones,

Sin embargo, hemos visto que la restriccidn (5.25) es sélo local, por lo que podemos
plantearnos tomar diferentes incrementos de tiempo para eada elemento de la malla. De
esta manera, no resolveremos ningiin problema fisico, pero esta eleccion nos permitird

"Esta identificacién ya ha sida considerada en el ¢apftulo 3,
YEl fndice © indica que ol valor correspondiente es olemental.
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llegar a la selucién final estacionaria de muchos problemas practicos con un tiempo de
caleulo significativamente menor, Ademads, en problemas generales, donde no exista
una situacién final estacionaria, o bien interese estudiar la evolucién de los fendmenos,
este algoritmo con incrementos de tiempo locales, puede utilizarse en las primeras
iteraciones, con el fin de acelerar el proceso de llegada a la situacién de interés.

En general, para muchos de los estudios de interés en hidrodindmica naval, este
esquema con incrementos de tiempo locales es interesante. En las diferentes pruebas
que ge han realizado, se ha comprobado que la aceleracién de la convergencia a una
situacién estacionatia es éptima y que las ganancias de tiempo pueden situarse entre
las 10 y 30 veces,

Sin embargo, hay que hacer mencién de gue la inclusién de un paso de tiempo local
en las ecuaciones (5.5)-(5.9) nos obligaria a su integracién, complicando las expresiones
dadas [VCZ97]. Efectivamente, el pardmetro At ya no es constante, por lo que la
derivacién de la forma (5.5) no es posible. Si tenemos lo anterior en cuenta, y retomando
la forma general de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento, dada en el
capftulo 3, siguiente,

[ oingthdn = / pwh‘m“’” a- [ %’i’;‘ d2 -

- [V tran- f ndo+ [agein s 2
0

~+-§ -/l: ('l lh;;w-n.;‘rm.dl"

Vemos que el problema se reduce a integrar el primer miembro de (5.27). Pero si
consideramos que At ¢s constante por elementos, podemos volver a recuperar la forma
(5.5) (o bien la (5.16)).

Aplicando los mismos eriterios anteriores, puede concluirse que las ecuaciones (5.7)
y (5.17) eontimian siendo vilida en este caso.

Como comentario final, se desea anadir que, la formulacién del algoritmo con paso
de tiempo local, estabilizado mediante la técnica Characteristic Galerkin, requiere la
inclusién de diferentes términos adicionales [VCZ97, pag. 79] a la forma de Galerkin de
1a ecuacién de balance de cantidad de movimiento. En el caso del método de Céleulo
Finitesimal, estos términos podrfan justificarse si se tomara h"mu = ay;Al, Durante el
desarrollo del presente trabajo, se ha probado la inclusién de estos términos en la forma
(5.27). La experiencia no ha mostrado que la influencia de esta adicidn sea positiva,
hallando gue incluso, en algunos casos, su efecto puede ser negative para la estabilidad
del esquema (5.5)-(5.9).
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5.2.3 [La Condicién de Superficie Libre sobre Referencias no
Planas

En el capitulo 2, se justificé la forma de la ecuacion (5.9). Sin embargo, su desarrollo
estd basado en la suposicién de que 7 (z, v, 1) es la funcién que define la elevacién de un
punto de coordenadas z,y de la superficie libre en un instante dado. De esta manera,
se puede definir la funcién implicita de la superficie libre / (z,y,2,1t), como,

F(I.H,E, t,) = - 7?(-7‘11.9'"{') =0 (528)

La forma de la ecuacién (5.28) hace evidente que 7 (z,4,¢) debe referirse a una
superficie plana y en concreto a la definida por z = 0. De esta manera, si nuestro
dominio original 2, estuviera limitado por un contorno no plano o bien no paralelo a
# = 0, la ecuacién (5.9) dejarfa de ser vilida, por ello es necesario carregirla ligeramente
para fener en cuenta esta situacién, que se produce, por ejemplo, si actualizamos el
contorno para seguir el movimiento de la propia superficie libre. Si denominamos
entonces 7¢ (z,y,¢) a la elevacion de la superficie libre, en el instante ¢, respecto a un
contorno genérico I'y te= z = ¥* (2,1, 1), se tiene que 7t (2,3, ¢) = 7t (z, v, t)+x" (z,y,1),
y sustituyendo en la ecuacién (5.9), podemos escribir que,

[ et =2 [ patan -} [ e+
f a 0

2At 24t . S
+—3—-./!;tphwdﬂ 5 ./nwh (v V) (s +x") d2 +

Ny aAL (.ﬁ.‘{' = k{")

+ 5 55 =7 (v Ve, ) wdf) (5.20)
N 2At 2\ e A
B L) () o -
N 2At g =5y R
_ETL'&.{ (V(ﬂ,+x}-V¢ph)dﬂ

Donde, para la obtencién de (5.29) se han eliminado los términos de la estabilizacién
temporal correspondientes a v'.

5.2.4 Condicién Absorbente para la Superficie Libre

Al objeto de prevenir la reflexién de las olas generadas en la superficie libre, en los con-
tornos del dominio es necesario disponer algin tipo de contornoe absorbente, a imagen
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de las playas que se disponen en los canales de ensayos. Aunque diversos autores han de-
sarrollado métodos muy elaborados para permitir eliminar estos indeseables efectos de
los contornos (ver por ¢jemplo [D'ES7]) atn no se ha desarrollado ninguna metodologfa
utilizable en problemas no lineales o transitorios. En el presente trabajo se ha emplea-
do un sistema mucho mds simple para evitar las reflexiones en los contornos. Este
sistema congiste en imponer un amortiguamiento [LYO98] [HMJ93] [CA99] al campo
de elevaciones de la superficie libre en aquellas zonas en las que existe riesgo de que
las reflexiones afecten a la solucidn, Este amortiguamiento consiste en la adicién de un
término proporcional a la elevacién de la superficie libre en la ecuacién (5.29). De esta
manera podemos escribir esta ecuacién como,

4
[ ewirsian =3 /ﬂ ek~ 3 [ pi-an+
24t | 2At T
+ 3 /!;t,a,.,wdﬂ S ./‘;tph (v V) (fq_+x)d.ﬂ+

m onp [ (M- ké"}

vV d) — 5.30
* a}:i 3 Jas l‘ﬂi (v V%)w (530
Nﬂl 2&! !‘ !I’ = ‘T'@W-f = 1 t
= E-Z; "'_3 n_<k) _kz >V‘Ph' (T&F‘)‘V(ﬂ-“’ﬂ‘.’) d$2 =
24t Io (7 [t Y
- L 7 LM (Vi) V)0 -

2A1
=g j;} Ay (7t + x*) d2

Donde A(x) es una funcién de amortiguamiento dada por,

_ ) siz€ly -f;tn(.:‘) l—lm.inL‘:‘ﬂ
Ax) : {sia:e!l"d [D . ] } (5.31)

Donde T'; es el contorno sobre el que se impone en amortiguamiento, que e una
franja en torno al limite de la superficie libre, de anchura variable (dada por Ly, L,
L, Ly), tal y como se indica en la figura 5.3.

En la definicién (5.31) mmJ”—;}*l representa el valor minima de las distancias del
punto x a uno de los laterales donde se impone el amortiguamiento dividido entre la
anchura de la banda correspondiente (ver figura 5.3), mientras que £* es un pardmetro
relativo® a la amplitud de las olas, que mide la intensidad del amortiguamiento.

754 consideramos la solucidn particular a la sigulente ecuacién diferencial unidimensional,



Figura 5.3: Disposicién esquemdtica de las zonas donde se impone el amortiguamiento
en la superficie libre.

En todo caso, cabe afiadir que aiin solucionado el problema de la inestabilidad de
la ecuacion discreta de transporte convective ain queda por salvar la limitacién que
supone la imposicién de condiciones en las paredes del dominio de anglisis. En efecto,
la resolucién de las ecuaciones de dindmica de fluidos por el métoda de los elementos
finitos, lleva consigo la necesidad de imponer condiciones en log contornos, que pertir-
ban de algtin modo la solucién. De hecho estas condiciones de contorno sélo reflejan la
necesidad fisica de disponer de limites en el problema. El efecto de estos contornos en
nuestro caso, seria similar al de las paredes de un canal de experiencias, provocando
rebotes indeseables. Estos reflejos sobre log contornos, producen perturbaciones que,
si la inestabilidad de la ecuacion de superficie libre esta corregida, tienden a quedar
localizados en el contorno pero, en caso contrario, se propagan aguas arriba. En efec-
to, en este caso, el operador discreto es ciego para estas olas propagadas corriente
arriba, y en el contrario evita su propagacién. Se han propuesto diferentes maneras

Sk 8
Br = TA2m0

dada por,

d= A gin (ke + wt) e

i 5 es tal que tiene un valor diferente de 0, 86lo sobre un intervalo de longitud £, ¢l factor de
amortiguarniento miximo serd e=it por lo que el miximo valor posible en esa zona serd A e~ g
queremos que A ¢=*C < ¢, entonees se debe cumplir que s > ~k/n (¢*), siendo ¢* = £.

Este criterio se aplica en el presente problema pard la amortiguacisn de la solucién de li ceuacion
cinemitica de superficie libre



de evitar este fenémeno, desde la amortiguacion directa de las olas para evitar el re-
bote [Daw77][HMJ93] hasta métodos més sofisticados que eliminan la posibilidad de
que se transmitan olas aguas arriba [D'ES7] [SD198|, pero una solucion efectiva a este
problema estd atn por descubrir.

5.2.5 La Problemitica de las Popas de Espejo

Al contrario de lo que ocurre con la mayoria de los cédigos numeéricos existentes, el
algoritmo (5.5)-(5.9) presentado es de aplicacién absolutamente general a cualquier
geometrin naval. Sin embargo hay un aspecto que por su especial peculiaridad conviene
discutir aquf. Este se refiere a las dificultades que se presentan en la simulacién de los
fendmenos que se desarrollan en presencia de una popa con espejo. Efectivamente,
en la fipura 5.4 se pueden observar los tres tipos de flujos que se pueden encontrar
en presencia de una popa de espejo. La aparicién de uno u otro dependerd de la
configuracién del bugue en cada momento.

El flujo que se ha denominado de popa tradicional en la figura 5.4, es similar al
que se produce en popas de crucero y no presenta dificultades especiales, debido a que
el espejo queda sobre la linea de flotacion inicial y no afecta en forma alguna. Sin
embargo, las popas habituales en la mayoria de los buques modernos presentan los
dos tipos de flujos adicionales que se presentan en la figura 54. El flujo con aguas
muertas aparece para velocidades bajas, desarrollindose una zona de flujo turbulento
localizado a popa del buque. Sin embargo, a medida que se aumenta la velocidad, la
popa de espejo comienza a secarse hasta llegarse a una situacién como la indicada bajo
el nombre de popa de espejo en la figura 5.4, siendo en esta configuracién en la que suele
gituarse la condicién de digefio. Al contrario que lo que ocurre en los cédigos de uso en
hidrodindmica naval, existentes en la actualidad [Rav6], todas las situaciones referidas
pueden ser perfectamente simuladas gracias al algoritmo (5.5)-(5.9). Sin embargo,
existe una problemadtica asociada a la resolucién de la situacién tipica de la popa de
espejo. En este easo la superficie libre que se observa experimentalmente, presenta
dos zonas claramente diferenciadas'’. Una que se extiende desde la popa de espejo
hacia aguas abajo y otra estd formada por el resto de la superficie libre, tal y como se
representa esquemiticamente en la figura 5.5,

En esta situacién, el problema que se presenta en la resolucion del problema de
superficie libre, por su cardcter de ecuacién de conveccidn pura, es la necesidad de
imponer una condicién de contorno para que la solucién esté definida, En este caso es
pues necesario prescribir la elevacién de la superficie libre de manera que coincida con
la salida del flujo fluide, tal y como se indica en la figura 5.6.

Tal prescripeion es suficiente para poder simular los fenémenos en este tipo de fu-
jos, sin necesidad de anadir ningin artificio especial, como es comin en otros cédigos
[Rav96), Sin embargo, la necesidad de prescribir el valor de la elevacién de la superficie
libre, complica la simulacién del proceso de transicién de flujo con aguas muertas a

1"Hecho en al que se basan la mayoria de los codigos comenciales para incluir correcciones eapecificas
para esta sitnacion.
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Figura 5.4: Esquemas de los posibles regfmenes de flujo que pueden aparecer en una
popa de espejo.



Figura 5.5: Diferentes zonas que se presentan en la superficie libre con popas de espejo.

Figura 5.6: Situacion de la zona donde es necesario prescribir 77 en los flujos con popa
de espejo, '
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Figura 5.7: Efecto de una perturbacién fija sobre la superficie libre.

flujo en popa de espejo. La manera de proceder en estos casos es partir de veloci-
dades elevadas, donde es seguro que no aparezca el flujo con aguas muertas, para ir
descendiendo la velocidad gradualmente. De esta manera se llegard a un punto donde
el algoritmo no converja, que corresponders a la situacion en que el espejo comience
a mojarse, por lo que la imposicién hecha sobre la superficie libre no es va fisica. A
partir de este punto el problema se resuelve de la manera habitual, sin ningin tipo de
impogiciones excepcionales.

5.3 Un Generador de Olas Numeérico

Otro aspecto que se ha considerado durante el presente trabajo es el desarrollo de un
generador de olas numérico. Este generador podria ser incluide en las simulaciones para
tener en cuenta el efecto del oleaje en el comportamiento de la carena, A continuacisn
se describe el método disefiado para conseguir esta generacion.

Consideremes ¢l efecto que sobre la superficie libre, tiene una perturbacién fija,
como la represeniada en la figura 5.7, En efecto, si consideramos, un dominio 2, con
una superficie libre I';, en el que entre un fluido con una velocidad V que choea con un
obstdculo, se produce una ola estacionaria en la superficie libre, que en el caso de que
la profundidad del dominio sea muy grande, se cumple, aproximadamente, la siguiente
relacién [Llo89],

y= Myt (5.32)

g
Donde A es la longitud de la ola que aparece v ¢ es la aceleracién de la gravedad.
Consideremos ahora la situacion presentada en la figura 5.8. En este caso la pertur-
bacién se mueve a una velocidad V'’ respecto al fondo, provocando que la ola que
produce, estacionaria respecto a ella, se desplace respecto al fondo a la misma veloci-



Figura 5.8 Efecto de una perturbacién mévil sobre la superficie libre.

dad. En este caso, dado que la velocidad con la que se mueve el fluido respecto a la
perturbacion es (V — V'), se cumple la siguiente relacion,

A= Eg- (V = v)? (5.33)

Con esta sencilla base teérica, podemos imaginar el siguiente generador de olas,
Dada la velocidad de encuentro de las olas con el barco V, = (V = V'), podemos
calcular la longitud de onda correspondiente a partir de (5.33). Entonces, podemos
perturbar el Auido imponiendo un campo de presiones sobre la superficie libre, tal y
como se representa en la figura 5.9, dado por la siguiente expresion,

i
pla,t) = Ag sin (%Tm - VTr) (5.34)

Donde A es un pardmetro que permite controlar la amplitud de las olas generadas'!
y que depende de manera compleja de eada problema particular, por lo que requiere
ser calibrado en cada caso. El resultado que produce la aplicacion de (5.34) es idéntico
al representado en la figura 5.8,

Es posible modificar la forma del generador dade en (5.34) para permitir incluir
el efecto de una eomposicién de ondas. En este caso podemos imponer un campa de
presiones dado por [GASS],

plz,t) = ? Ay sin (%’Tm‘ — %r) (5.35)

U Egte pardmetro es del orden de la altura de olas generada, pero su relacién con cllas depende de la
energfa transmitida al fluido por el generador, que es significativamente dependiente de la geometria
del dominio, por lo que la relacién entre imbas varfa en cada caso particular.
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Figura 5.9: Esquema de un generador de olas numérico, consistente en la imposicion
de una presion oscilatoria sobre la superficie libre.

Por otra parte, es evidente que el generador (5.35) puede complicarse, déndole mas
flexibilidad, si permitimos que la perturbacién sea variable segun el otro ¢je horizontal
Oy. De esta manera, podemos afiadir un desfase en (5.35), en la forma,

2 v
plz,yt) = 'z; Aig sin (T\"F”“ - '}Tt + w(y)) (5.36)

La forma (5.36) permite obtener espectros de olas reales, mediante técnicas similares
a las utilizadas en los canales de experiencias (ver [GA8S]),

2.4 Ejemplos

A continuacién se presentan diversos ejemplos practicos de aplicacién de la metodo-
logla presentada. Entre ellos se pueden encontrar diversos problemas reales, de apli-
cacidn directa en la industria naval. En los andlisis escogidos para esta exposicién se
tuvo en consideracién especial uno de los aspectos que se considera esencial de este
trabajo. Este se refiere al salto cualitativo que supone el no tener que restringirse a
la teoria de los buques lentos. Efectivamente los andlisis CFD tradicionales en hidro-
dindmica naval, se restringfan a un valor de F, relativamente bajo, con el problema
anadido de que en la solucién para F, muy pequefios estd polucionada por los errores
numéricos (una buena aproximacién a la solucién, en estos casos, es la del doble mode-
lo sumergido) y es en general poco fable (en codigos no lineales provoca importantes
inestabilidades en muchos casos). El método presentado en este trabajo rompe esta
barrera y puede ser aplicado o problemas con F, elevados.

Todas los andlisis aqui realizados se han llevade a cabo con mallas de tetraedros
lineales, por la flexibilidad de estas mallas para adaptarse a geometrias complejas v el
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Figura 5.10: Geometria utilizada en el andlisis del modelo de la serie 60 con Cy = 0.6.

bajo coste de edleulo de este elemento. Otros tipos de elementos se consideraron en
fazes iniciales del trabajo pero su uso se limité a problemas académicos.

5.4.1 Ejemplo 1

El primer ejemplo que se analiza ¢s una prueba clisica en el andlisis CFD de buques;
el modelo de la serie 60 con coeficiente de bloque Cp = 0.6. Este modelo ha sido
analizado por diferentes autores (ver por ejemplo [Ravi6]) dado que fue elegido para
tal objeto dentro del Programa de Cooperacidn Experimental del Comité de Flujo y
Resistencia de la ITTC (International Towing Tank Conference), existiendo por lo
tanto diversos resultados experimentales publicados, correspondientes al remolque del
buque trincado. Para la siguiente discusién se han tomado los resultados publicados
en [TSLO3b] y [TSL93a). Este ejemplo ha sido analizado numéricamente en diferentes
aspectos, presentdndose a conti-nuacién un resumen de los resultados encontrados.

En la figura 5.10 puede verse la definicion geométrica del modelo que ha sido usada
en el analisis, para el cual se han utilizado diferentes mallas volumétricas de tetraedros
lineales, variando entre 35. 000 v 700.000 elementos.

En primer lugar se presentan los resultados del analisis del modelo estindar con
una eslora en flotacidn de Ly = 3.1m, B = 0.406m, D = 0.2ddm y T = 0.163m.

En la fipura 5.11 se presenta el mapa de olas (arriba) y el campo de velocidades
sobre la superficie libre para el andlisis no viscoso correspondiente a F, = 0.316. Para
este mismo caso se presentan diferentes perfiles de olas. En ellos se comparan los
resultados numéricos con los experimentales publicados en [TSL93b).

En la figura 5.12 se presentan los resultados del perfil de olas sobre el casco.
Los resultados numéricos que se incluyen corresponden al andlisis no viscoso (p =
000K g/m?, u = 0) y viscoso (p = 1000Kg/m*, u = 10-3Kg/ms y condicién de
contorno sobre el bugue de traccidn impuesta, dada por la ley de pared logaritmica)
para F, = 0.316 (el modelo se sitia con su perpendicular de proa en el origen de co-
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Figura 5.11: Mapa de olas (arriba) y ﬁe,m'llbcids.daa (abajo) sobre la superficie libre,
resultado del andlisis del buque de la serie 60 (F), = 0.316)

ordenadas). En el andlisis viscoso se utilizé un modelo de turbulencia de Smagorisky.
Como puede apreciarse, los resultados numéricos concuerdan muy bien con los expe-
rimentales. Pudiendo observarse una sensible mejora en los mismos, en el caso del
andlisis viscoso, |

En la figura 5.13 se presentan los resultados del perfil de olas en un corte practicado
& una distancia y/Ly, = 0.0755 del plano de crujfa. Los resultados numéricos que
se incluyen corresponden, al igual que en el caso anterior, al andlisis VIGCOS0 ¥ 1o
viscoso para F,, = 0.316 (el modelo se sitia con su perpendicular de proa en el origen
de coordenadas). Como puede apreciarse, los resultados numéricos concuerdan muy
bien con los experimentales en ambos casos. Pudiendo observarse, no obstante, una
importante mejora en los mismos, en el caso viscoso, '

El tercer perfil de olas, que se presenta en la figura 5.14 corresponde a los resultados
en un corte practicado a una distancia y/L,, = 0.2067 del plano de ernjfa. Los resulta-
dos numéricos se obtuvieron para F), = 0.316 (el modelo se sitia con su perpendicular
de proa en el arigen de coordenadas). Como puede apreciarse, los resultados numéricos
concuerdan muy bien con log experimentales en ambos casos. En este caso, la mejora

161




il —_—

oy 2 it bt Umhini
= M APRCOELAPE

i Firep © MMERCH RAVER RIGHES) =y
j :_ DA
‘& Bill L (S
i il
i
A
i
s
U] i ['H (1] bd [} (23 a1 ol (L] (1]

RYTACION (whopgl

Figura 5.12: Comparacién de los resultados del perfil de olas sobre el casco del bugue
de la serie 60 (F,, = 0.316)
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Figura 5.13: Comparacion de los resultados del perfil de olas en un corte a una distancia
4/ Ly = 0,0755 del plano de crujia, en el andlisis del buque de la serie 60 (F, = 0.3186).
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Figura 5.14: Comparacién de los resultados del perfil de olas en un corte a una distancia
U/ Ly = 0.2067 del plano de crujia, en el andlisis del buque de la serie 60 (F, = 0.316).

apreciada en el caso del andlisis viscoso es, en este corte, mucho mas significativa.

Por otra parte, en la figura 5.15 se muestran diferentes instantdneas del proceso de
convergencia de la solucién para F, = 0.316.

A continuacion, en las figuras 5.16 y 5.17 se muestran la evolucién del coeficiente
de resistencia por formacién de olas, obtenido numéricamente del andlisis no viscoso,
con el valor de F;,. Este valor se compara con los obtenidos, segin las recomendaciones
de la ITT'C, de los datos experimentales. Como puede observarse, en la figura 5.16, co-
rrespondiente al andlisis con una malla grosera, la solucién obtenida para F), pequenos
se separa mucho de la esperable. Esto se debe a que la malla utilizada ne permite cap-
turar las pequenas perturbaciones que ocurren en la superficie libre, resultande en una
solucién inestable. Es evidente que, una solucién méds aproximada en este caso corres-
ponderfa al andlisis del doble modelo sumergido, En la gréfica 5.17, correspondiente al
andlisis con una malla mds fina, puede verse como la solucién para F,, pequefios vuelve
a acercarse al valor esperado. Sin embargo, los problemas de inestabilidad persisten,
én este caso, para valores inferiores de F,,

A continuacién se presentan los resultados del andlisis del buque a escala real (con-
siderando que el modelo estudiado con anterioridad estd a una escala A = 40) de la
serie 60, propuesto en [TSL91]. Este buque tiene una eslora entre perpendiculares
Lpp = 121.9m, una manga B = 16.2m y un calado 7 = 6.5m. El andlisis ha sido
hecho con las constantes fisicas caracteristicas del medio siguientes p = 1000K g/m?,
p = 1073 Kg/ms. Se impuso sobre el bugue la condicién de contorno de traceién pres-
crita, dada por la ley de pared logaritmica extendida. El andlisis se llevé a cabo con
un modelo de turbulencia de Smagorisky. Se analizaron tres casos, corregpondientes a
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Figura 5.15: Instantineas del proceso de convergencia de la solucion de las olas creadas
por el modele de la serie 60 (F,, = 0.316).

Serde 60 Mullu 27000 Nodos,
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Figura 5.16: Grifica del coeficiente de resistencia por formacién de olas del modelo
de la serie 60. Los resultados numéricos, obtenidos con una malla de 27000 nodos, se
comparan con los extraidos de los experimentos segin las recomendaciones de la ITT'C.
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Figura 5.17; Grafica del coeficiente de resistencia por formacién de olas del modelo
de la serie 60. Los resultados numéricos, obtenides con una malla de 95000 nodos, se
comparan con los extraidos de log experimentos segiin las recomendaciones de la I'TTC

I = 0,316, F, = 0238y F,, = 0.160. A continuacién se presentan diferentes resultados
grificos de los andlisis efectuados.

En la figura 5,18 se muestra el mapa de olas para el caso de F,, = 0.316. Este
mapa es muy similar al obtenido en el andlisis del modelo a escala )\ = 40, auncque
se apreciaron diferencias significativas en la zona cercana a la popa, probablemente
debidas a fendmenos relacionados ¢on la turbulencia. En las figuras 5.19 y 5.20 se
muestran diversas lineas de corriente en las cercanfas de la popa del buque, pudiende
apreciarse su gran curvatura, indicativa de que el flujo estd separado en esa zona.
Ademds, se han dibujado sabre el casco los contornos de la componente Oz de la
velocidad, pudiendo apreciarse |la zona donde el flujo comienza a separarse, indicado,
de manera aproximada por el cambio de signo de esta componente (en azul),

Por otra parte, en la figura 5.21 se muestran las mismas lineas de corriente en las
cercanfas de la proa del buque. Se puede apreciar la importante perturbacion que, el
bugue, produce en el flujo, indicada por la curvatura de estas lineas.

En la figura 5.22 se muestran los contornos componente Oz de la velocidad sobre
la superficie libre, mientras que en la figura 5.23 se muestran los mismes contornos en
laz cereantas del buque.

A continuacién se muestran diversos resultados del andlisis del buque para R, = 10"
y £, = 0.238, En la figura 5.24 se muestra el mapa de olas caleulado. La malla se
ha deformado con un factor de amplifieacién de 5. Por su parte, en la figura 5.25
se muestra el trazado de varias lineas de corriente en las cercanias de [a popa del
buque. Sobre el casco se han dibujade los contornos del madulo de la velocidad. Estos
mismos contornos, pueden verse sobre la superficie libre, en la figura 5.26. Por \iltimo
se prosenta, en la figura 5.27, la distribucién de presién en las cercanfas del casco. Las
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Figura 5.18: Mapa de olas del bugue de Lpp = 122m de la Serie 60. Anilisis para
R, =13:10"y F, = 0.316.

Figura 5.19: Lineas de corriente en torno a la popa del buque de Lpp = 122m de la
Serie 60. Anslisis para R, = 1.3-10% y F, = 0.316,

Figura 5.20; Perspectiva de las lineas de corriente en torno a la popa del buque de
Lpp = 122m de la Serie 60. Andlisis para R, = 1.3.10° y F, = 0.316.
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Figura 5.21: Lineas de corriente en torno al buque de Lpp = 122m de la Serie 60.
Anilisis para R, = 1.3-10° y F, = 0.316.

Figura 5.22: Contornos del mddulo de la velocidad sobre la superficie libre del buque
de Lpp = 122m de la Serie 60. Andlisis para R, = 1.3-10" y F, = 0.316.
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Figura 5.23: Contornos de la componente segin Oz de la velocidad del buque de
Lpp = 122m de la Serie 60. Andlisis para R, = 1.3- 10° v F, = 0.316.

superficies se han hecho transparentes, permitiendo que se vean las lineas de corriente
frazadas.

Por tltimo en la figura 5.28 se presentan los contornos de la componente segin O
de la velocidad en torno al buque para R, = 6.5-10* y F,, = (.16, mientras que en la
figura 5.20 se presentan los contornos de la presién en el mismo caso. En esta misma
figura se han trazado diferentes lineas de corriente sobre el casco.

Como conclusién del andlisis del modelo de la serie 60, debe senialarse la impor-
fancia significativa, que los fenémenos relacionados con la viscosidad, parecen tener
en la solucién. Esta influencia es mds destacable en las zonas cercanas a la popa del
buque. La variacién de las condiciones de contorno sobre el bugue pueden mejorar los
resultados en el caso con viscosidad nula, pero este efecto depende del caso concreto.
Por otra parte, la convergencia del problema se complica a medida que se disminuye!?
el valor de F,,. Esto se debe a que la perturbacion de la superficie libre es despreciable,
y no puede capturarse sino con una malla lo suficientemente fina. El resultado, en este
cas0, es la aparicién de oscilaciones numéricas que desaparecen utilizando mallas mas
finas. Es evidente, quo este proceso de refinamiento tiene un limite, llegado al cual
hay que suponer que la mejor aproximacién posible al problema es considerar que la
superficie libre permanece imperturbada.

Por otra parte, es importante senalar, que la solucién con viscosidad es mucho
miis estable gue la obtenida para p = 0. Los ensayos llevados a cabo para R, elevados

1?Este prablema es mucho més significatico en los andlisis con viscasidnd nula,
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Figura 5.24; Mapa de olas del bugue de Lpp = 122m de la Serie 60. Andlisis para
R, =10y F, = 0.238.

k.,

Figura 5.25: Lineas de corriente en torno al buque de Lpp = 122m de la Seric 60.
Andlisis para B, = 10° y F,, = 0.238. '
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Figura 5.26: Contornos del médulo de la velocidad en torno al buque de Lpp = 122m
de la Serie 60. Andlisis para R, = 10" v £, = 0.238,

Figura 5.27: Contornos de presién en torno al buque de Lpp = 122m de la Serie 60,
Analisis para R, = 10° y F, = 0.238. La superficie libre transparente permite ver las
lines de corriente trazadas en torno al bugue.
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Figura 5.28: Contornos de la componente segiin Oz de la velocidad en torno al bugque
de Lpp = 122m de la Serie 60. Analisis para R, = 6.5- 10° y F, = 0.16.
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Figura 5,29: Contornos de presion en torno al buque de Lpp = 122m de la Serie 60, Se
han trazado diferentes lineas de corriente sobre el casco. Andlisis para R, = 6.5 - 10%
y Fo = 0.16,
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confirman este aspecto, habiéndose podido correr casos para valores de F, relativamente
bajos, con mallas moedesias en torno a 100.000 elementos tetraédricos.

Ademds los ensayos realizados con valores de R, = 10 ofrecen valores de la ré-
sistencia total muy cercanos a los que pueden obtenerse, a partir de los ensayos en
canal (ver [TSLO1]), siguiendo las recomendaciones de la ITTC. A continuacién se pre-
senta una tabla que recoge los valores de resistencia al avance obtenidos en los ensayos,
comparandolos con los extrapolados a partir de los datos experimentales. Los primeros
se han separado en dos componentes, la primera correspondiente a la integracién de los
esfuerzos sobre el casco, y 1a segunda por integracién de la presién. Todos los valores
de resistencia estan dados en Newtons y la velocidad en m/s.

V  Experimental Numérico(p) Numérico(r) Numérico(p 4 7)

5.33 72.000 5.500 75.200 80.700
8.23 155.000 30.400 167600 198.000
10.93 300.000 83.200 243600 326.800

Como puede apreciarse, las diferencias maximas son del orden del 15%. Estas
diferenciag, pueden no ser tan significativas, habida cuenta de la incertidumbre que
existe tanto en el método de extrapolacién, como en el proceso de integracion numérica
sobre el casco.

54.2 Ejemplo 2

A continuacion se presentan los resultados del anilisis de la fragata denominada HS-
DF04 perteneciente a la E.N, Bazdn de C.N.M. Esta geometria ha side ensayada en el
Basin d'Essais des Carénes de Paris [dd(C98], En los andlisis numéricos que se presen-
tan, se ha analizado el modelo a escala con el objeto de validar los resultados con los
obtenidos experimentalmente.

En la figura 5.30 puede verse la compleja definicién geométrica del maodelo que ha
sido usada en el andlisis, para el cual se han utilizado diferentes mallas volumétricas de
tetraedros lineales, variando entre 35.000 y 150.000 elementos. Como puede apreciarse,
el modelo posee un significativo bulbo en proa. cuyo objeto es alojar el equipo de sonar,
una quilla y termina con una popa de espejo. La simulacién se llevé a cabo fijando en
la zona central del espejo la elevacién de la superficie libre, siguiendo la metodologia
explicada en este mismo ecapftulo. |

En la figura 5.31 y 5.32 se presentan los resultados del perfil de olas sobre el casco.
Los resultados numéricos que se incluyen corresponden al andlisis no viscoso (p =
1000K g/m®, = 0) del modelo, a escala 1:22 (las caracteristicas principales del modelo
son Lpp = 5.5m, B = 0.7my T = 0.2m), para un valor de F,, = 0.45. El modelo se sitia
con su perpendicular de proa en el origen de coordenadas. Como puede apreciarse, los
resultados numéricos concuerdan apreciablemente bien con log experimentales, aunque
las oscilaciones de mayor frecuencia no se han recogido, probablemente por su origen
en fenémenos no reproducidos numéricamente como olas rompientes y por log errores
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Figura 5.30: Geometria utilizada en el andlisis de la carena HSDF0O4.

introducidos por lo grosero de la malla empleada. La diferencia entre los perfiles, que
se aprecia en la parte derecha de las graficas se debe al efecto del amortiguamiento
numérico afadido en esta zona. a la solucién numérica, para impedir la reflexion en el
contorno.

El mapa de olas correspondiente al mismeo caso se presenta en la figuras 5.33 y 5.34.

Por otra parte, en la figura 5.35 se presenta la curva de resistencia por formacién
de olas obtenida en los andlisis, y se compara con las curvas correspondientes a las
recomendaciones de la [TTC de 1978 v 1957. Como puede apreciarse, el resultado
obtenido, debe considerarse éptimo, al encontrarse entre ambas, y con diferencias rel-
ativas menores del 7%. No fue posible obtener resultados numéricos estables, con las
condiciones de contorno mencionadas con anterioridad, para F,, menores de 0.39. Esto
concuerda con las observaciones experimentales, que detectaron que la popa empezaba
a estar mojada para valores inferiores de F,. Por lo tanto, la metodologia de andlisis
de buques con popa de espejo parece ser adecuada para detectar la zona de trdnsito al
flujo con aguas muertas. A partir de ese punto, seria necesario eliminar la preseripcion
de la altura de la superficie libre en la popa de espejo, pues ya no es fisica.

Por ltimo, se¢ presentan diferentes resultados grificos del andlisis viscoso (p =
000K g/m?, u = 1073K g/ms) del modelo, a escala, para un valor de F,, = 0.45. Este
andlisis se llevd a cabo con la imposicién de la traccidn sobre el casco, dada por la
ley de pared logaritmica extendida. Ademds se utilizé un modelo de turbulencia de
Smagorinsky. '

En la figura 5.36 se presentan los contornos de velocidad sobre el casco del modelo.
Se puede observar claramente la importante estela que crea el bulbo de proa. En
la figura 5.37 se han trazado diferentes lineas de corriente, que permiten observar la
influencia del modelo en el flujo. Por otra parte, esta misma influencia, en lo referente
al bulbo, puede verse en la figura 5.38.

Por otra parte, los perfiles de olas obtenidos en este caso, no se diferencian signi-
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Figura 5.31: Comparacién de los resultacdos del perfil de olas en un corte a una distancia
U/ Lypp = 0.505 del plano de crujfa, en el andlisis de la carena HSDF04 (F, = 0.45).

HEDFO4 PERFIL DE OLAS (COMPARACION)
CORTE LONGITUDINAL y/Lpp =0.60

015

01
o 005
Ny AY A
o ! e s

e —-Btp-.-rlmntn!" !

014 - e uneneo L.
ik

05 o0 08 1 15 2 25 3 A% 4

Figura 5.32: Comparacién de los resultados del perfil de olas en un corte a una distancia
Y/ Ly = 0.60 del plano de crujfa, en el andlisis de la carena HSDF04 (F, = 0.45).
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Figura 5.33: Mapa de olas resultado del anlisis de la carena HSDFO4 (£, = 0.45)

?P‘B“f“uﬁ&‘ Isocontornos de altura de olas, resultado del andlisis de la carena HSDFO4
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Figura 5.35: Curva de resistencia por formacién de olas de la fragata. Se indica en
rayado la zona donde experimentalmente ge observo que el espejo comenzaba a estar
mojado.

fieativamente de los presentados en 5.31 y 5.32 para el andlisis no viscoso.

5.4.3 Ejemplo 3

El signiente ejemplo que se presenta corresponde al andlisis de un submarino. La
geometria pertenece a la E.N. Bazin de C.N.M. y por razones de confidencialidad y
seguridad, sélo se presentan aqui ciertos resultados cualitativos. El objetivo del andlisis
es determinar la firma radar (perturbacion del submarine en la superficie libre) y firma
de presién (perturbacion de la distribucién de presién que produce a diferentes alturas)
con ¢l objeto de permitir mejorar su diseno, de manera que se dificulte su deteccidn, y
en el sentido opuesto, poder encontrar medios mas eficaces para la deteccidn de estos
artefactos navales. En la figura 5.39 se muestra la definicién geométrica superficial
del submarino, de eslora total Loy = 67m, junto con la malla utilizada en el andlisis.
Las mallas volumétricas completas, utilizadas en el andlisis tenfan mds de 1.000.000 de
elementos tetraédricos lineales y por encima de 175.000 nodos.

En la figura 5.40 se muestran varios resultados graficos del andlisis de la firma de
presién del submarine. Para ello se han practicado diversos cortes (el submarino, en
situacién de ataque, se encuentra entre los dos superiores) sobre los que se han dibujado
las lineas isobaras en diferentes instantes de tiempo.

Por otra parte, en la figura 5.41 se presentan diferentes imdgenes del andlisis de la
firma radar del submarino, En este caso el interés se centra en caleular la deformacion
de la superficie libre, que éste produce cuando se encuentra en situacién de ataque. En
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Figura 5.36: Contornos de velocidad sobre la carena HSDF04 para F), = 0.45.

Figura 5.37: Trazado de lineas de corriente en torno al casco de la fragata (F, = 0.4).
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Figura 5.3%: Trazado de lineas de corriente en torno al bulbo de la fragata (F, = 0.4).
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Figura 5.39: Deficidn geométrica (CAD) de un submarino y malla de superficie uti-
lizada en el andlisis.
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Figura 5.40: Andligis de la firma de presidn del submarino. Lineas isobaras en diferentes
instantes de tiempo.

las diferentes instantdneas de la figura 5.41 se muestra la deformacién producida en el
mar y la distribucién de presiones sobre el casco del submarine.

54.4 Ejemplo 4

A continuacion se analiza otra carena cldsica, como test de validacion de codigos nu-
méricos en hidrodindmica naval: el modelo Wigley. En este caso, las formas de esta
carena estdn dadas analiticamente por la siguiente ecuacidn,

Y= -'243(1 - ) (1 - (-E)ﬂ)

donde =, y y = son las coordenadas de los puntos que definen la superficie del modelo
y B, d son las constantes que definen la manga y calado de la carena, que en nuestro
caso toman los valores B = 0.6m, d = 0.375m (lo que corresponde a una eslora del
modelo de Ly = 6m). En la figura 5.42 puede verse la definicion geométrica de este
modelo.

El andlisis que se ha llevado a cabo en este caso consistié en un primer estudio del
comportamiento del modelo en un rango de F,, utilizande una malla fija de 125.000
tetraedros lineales. Los resultados de estos ensayos, llevados a cabo con viscosidad nula,
ge presentan en las figuras 5483, 5.44 y 5.45, donde se incluyen mapas de velocidad v
contornos de altura de ola para valores de F,,, 0.266, 0.316 v 0.452.

A continuacién, se tratardn de reproducir los andlisis experimentales publicados en
[NJ83], correspondientes a un modelo con una eslora de 6m. Para el andlisis numérico
se tomaron los siguientes valores p = 1000Kg/m?*, u = 107*Kg/ms y F, = 0.316 (que
corresponde a una velocidad de 2.424m/s), El edleulo se ha llevade a cabo imponiendo
la traccidn en el casco, dada por la ley de pared extendida y utilizando un modelo de
turbulencia de Smagorinsky. Los resultados experimentales, para este caso, ofrecen un
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Figura 5.41: Diferentes imdgenes del analisis de la firma radar de un submarino en

situacién de ataque.
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Figura 5.42: Definicién geométrica del modelo Wigley.
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Figura 5.43: Mapa de olas (arriba) y de velocidades (abajo) sobre la superficie libre,
resultado del andlisis del modelo Wigley (F,, = 0.266).
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Figura 5.44: Mapa de olas (arriba) y de velocidades (abajo) sobre la superficie libre,
resultado del anglisis del modelo Wig!e.y (F’,, = (.316).
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Figura 5.45: Mapa de olas (arriba) y de velocidades (abajo) sobre la superficie libre,
resnltado del anélisis del modelo Wigley (F,, = 0.452).
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valor del coeficiente de resistencia total, para el modelo trincado, de Cp = 5.2 103 ¥
de Cp = 4.9 107 para el modelo libre (en cuya situacién de equilibrio, los valores de
trimado y hundimiento son —0,15% y 0.04, respectivamente),

Para permitir validar la capacidad del método presentado, se llevaron a cabo tres
ensayos, n el primero de ellos se corrié con una malla fija v el modelo en la situacién
estdtica, correspondiente a su posicion de trincado. El valor del coeficiente de resisten-
cia obtenido en este caso fue de O = 4.9-10°%. Lo cual representa un error de apenas el
6% respecto al valor experimental. Las figuras 5.46 y 5.47 muestran diversos resultados
de este andlisis.

En la segunda prueba se permitié la deformacién de la malla, pero solo debida
a la variacién de la superficie libre. Este andlisis debiera reproducir exactamente el
experimental con el modelo trincado. El coeficiente de resistencia obtenido en este
caso fue de Oy = 5.3 107%, lo que representa un error de menos del 2% respeeto al
valor experimental, Los resultados graficos, en este caso, apenas se diferencian de los
obtenidos en el tercer ensayo, que se presenta a continuacion.

En el dltimo ensayo se permitié el movimiento del modelo, Este debiera reproducir
exactamente el experimental con el modelo libre, si bien, la posicidn vertical del centro
de gravedad del modelo numérico (que se tomé a la altura de la fotacién en reposo),
puede diferir de la utilizada en el remolque, pues este dato es desconocidae. El coeficiente
de resistencia obtenido en este caso fue de Cp = 5.1 - 1077, lo que representa un error
del orden del 4% respecto al obtenido en el ensayo de remolque. El bugue quedé en una
gituacion estable con un trimado de —0.1% v un hundimiento de 0,035, Las diferencias
encontracas en este caso con los datos experimentales, pueden deberse al aspecto ya
mencionado, de la diferente posicién del centro de gravedad del modelo en cada caso.
En la figura 5.51 se muestra la superficie libre en las cercanfas del casco, resultado del
andlisis de este caso, Por otra parte, en la figura 5.49 se muestra la superficie mojada
final. A continuacién, en las figuras 5.50 vy 5.51, ge muestran los contornos del médulo
de la velocidad sobre la superficie libre y el mapa de olas obtenido. Por dltimo se
incluyen, en las figuras 5.52 y 5.583, las distribuciones del médulo de la velocidad y de
la, presién sobre el modelo. En estas figuras se ha incluido el trazado de unas lineas de
corriente que permiten ver como el modelo perturba el flujo uniforme. En este sentido,
hay que hacer mencién a las diferencias encontradas en la zona cercana a la popa del
modelo, entre este andlisis v el no viscoso, que se presentd anteriormente.

Por ultimo, se presenta una grafica comparativa de los perfilea de ola sobre ¢l casco,
obtenides con el modelo libre, y sin mover la malla y los obtenidos experimentalmente.
Puede apreciarse que las diferencias son mimimas en los dos casos analizados numeérica-
mente, y a su vez con los datos experimentales. Es significativo sefialar, que la mayor
diferencia entre los dos resultados numéricos, se da en la zona cercana a la popa, donde
en el caso de no mover la malla, se produce una importante variacién en la pendiente
del perfil, que se separa apreciablemente del obtenido experimentalmente.
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Figura 5.46: Mapa de olag ;'asultaidn del andlisis del modelo Wigley '(;rim':a.d'n).

v,

Figura 5.47: Contornos del médulo de velocidad sobre la obra viva y la superficie libre
del modelo Wigley (trincado). ' ' '
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Figura 5.48: Deformacién de la malla del modelo Wigley (libre) en las cercanfas del
CASCO.

Figura 5.49: Malla de la superficie mojada resultante del andlisis del mocdelo Wigley
(libre). | | ' |
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Figura 5.50: Contornos del médulo de velocidad sobre la superficie libre del modelo
Wigley (libre).

Figura 5.51: Mapa de olas resultado del andlisis del modelo Wigley (libre). La altura
se ha amplificado por un factor de 4.

188



Figura 5.52: Contornes del médulo de velocidad sobre la obra viva y la superficie
libre del modelo Wigley (libre). También puede verse el trazado de algunas lineas de
corriente.
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Figura 5.53: Contornos de_preaié'n resultado del andlisis del modelo Wigley (libre). En

la imagen, la superficie libre se transparenta, dejando a la vista la obra viva y algunas
lineas de corriente trazadas.
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Figura 5.54: Comparacién de los perfiles de ola obtenidos en el andlisis numérico (con
modelo trincado y libre) con los experimentales disponibles.
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Figura 5.55: Definicién geométrica del modelo Snowdrift.

54.5 Ejemplo 5

A continuacién se presentan unos resultados grdficos de una prueba preliminar del fun-
clonamiento del generador de olas numérico introducido en este capitulo, La geometria
que se utilizé corresponde al modelo Snowdrift, a escala real (Lwr = 167m). que se
presenta en la figura 5.55. La ola generada es regular, de una longitud de 80m, mientras
que el valor de #, para el buque es de 0.32, En los contornos de la superficie libre se
dispuso un drea de absorcién de anchura una longitud de onda. En el movimiento del
buque se consideré que su desplazamiento era despreciable, teniendo g6lo en cuenta su
velocidad. Para la definicién dindmica de su evolucién se utilizaron los radios de giro
tradicionales en problemas de comportamiento en la mar [L1089)].

En las figuras 5.56 y 5.57 se muestran diversas imégenes de la evolucién del andlisis
viscoso (p = 1000Kg/m?, u = 102K g/ms) utilizando un modelo de turbulencia de
Smagorinsky.

2.4.6 Ejemplo 6

El siguiente ejemplo corresponde al andlisis del comportamiente de una pala de timén
de un velero de competicién. Esta geometria pertenece a la empresa Nautatec S.1.,
presentdndose aqui sélo parte de los analisis llevados a cabo y reservando las con-
clusiones por razones de confidencialidad. En los diferentes analisis llevados & cabo,
considerando varias combinaciones de escora y deriva y diversas velocidades de avance,
se utilizaron mallas entre 180.000 y 400.000 tetraedros lineales, En todos los andlisis se
impuso sobre el timén una condicién de traceién dada por la ley de pared logarftmica,
a la vez que se inclufa un modelo de turbulencia de Smagorinsky. En la figura 5.58
se puede ver la definicion CAD de uno de los andlisis levados a cabo, mostrando en
la figura 5.59 la malla superficial correspondiente, En ella, se ha practicado un corte
oblicuo con el objeto de poder ver el interior de la malla,
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Figura 5.56: Imdgenes de la evolucion de la ola regular generada (a).

Figura 5.57: Imdgenes de la evolucion de la ola regular generada (b).
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Figura 5.59: Malla utilizada en el andlisis de un timdn.
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Figura 5.60: Contornos de velocidad (componente horizontal) sobre el timén, en las
caras de presién (izquierda) y de succién (derecha),

A continuacién se muestran diversos resultados del andlisis. En la figura 5,60 se
muestran los contornos de velocidad (componente horizontal) sobre el timén, en las
caras de presién (izquierda) vy de succién (derecha). Por otra parte en la figura 5.61
pueden verse los contornos de presién sobre la pala del timén, correspondientes a la cara
de presién (izquierda) y de succién (derecha). Por tltimo, en la figura 5.62 se presentan
los contornos de velocidad (componente vertical). En esta figura se ha practicado un
corte oblicuo, sobre el que se proyecta la misma componente.

5.4.7 Ejemplo 7

A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacién poco cldsico en el disenio naval,
pera no por ello de poco interés. Se trata del andlisis del comportamiento aerodindmico
del sistema formado por un conjunto vélico de génova y mayor correspondiente a un
velero de competicién. La definicion geométrica (CAD) del prablema se presenta en la
Agura 5.63. La geometria pertenece a la empresa Toni Tid Velas y las conclusiones del
anilisis no son presentadas aquf por razones de confidencialidad.

Las condiciones de contorno que se han aplicado al problema han sido de velocidad
normal nula en todos los contornos del dominio, excepto en la superficie de entrada
(prescripeion de velocidad fija a ve, = 15Kn) y en la salida que se dejé libre. El
problema se analizé con las caracterfsticas fisicas del aire (R, = 5 - 10*), utilizando el
modelo de turbulencia de Smagorinsky. Sobre las velas se impuso la traccién dada por
la ley de pared logarftmica extendida. La malla utilizada en el andlisis puede verse
en la figura 5.64. Esta malla consta de 188007 elementos tetraédricos lineales y 35324
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Figura 5.61; Contornos de presién sobre la pala de un timdn, correspondientes a la
cara de presion (izquierda) y de succién (derecha).
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Figura 5.62: Contornos de velocidad (componente vertical) sobre la pala de un timén.
Adicionamente se presentan los mismos contornos sobre un plano de corte oblicuo.
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Figura 5.63: Definicidn geométrica del problema de andlisis fluidodinamico del sistema
compuesto por unas velas EENOVA ¥ MAYOL.

nodos.

En la figura 5.65 puede verse la distribucion de la presién sobre las velas en la
situacion cuasi estacionaria encontrada. En esta figura puede observarse claramente el
efecto de acoplamiento de las dos velas.

En la figura 5.66 se presenta un trazado de lineas de corriente en este mismo pro-
blema, permitiendo observar la perturbacion en el flujo que producen. Por idltimo, en
la fipura 5.67 se presenia una vista frontal de las velas, sobre la que se ha dibujado la
distribucién de velocidad (componente segtin Oz).
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Figura 5.65: Distribucién de presion sobre las velas, Vista lateral,
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Figura 5.66: Trazado de lineas de corriente en el andlisis de las velas génova y mayor.
Vista lateral, " |

thﬁuﬂi.ﬁﬁT Distribucién de la velocidad (componente segiin Ox) sobre las velas. Vista
ontal,

198




Capitulo 6

Conclusiones

En la introduccién de este trabajo se planteaba como meta general el desarrollo de un
sistema. para aynda al disefio hidrodindmico de buques. Se pretendia poner a disposi-
cién del arquitecto naval un sistema. que permitiese mejorar los procedimientos actuales
de diseno hidrodindmico de barcos, configurando una suerte de canal de experiencias
virtual, al alcance de su mano, en la mesa de disefio. A continuacién, se diseute en qué
medida se ha cumplido este ambicioso chjetivo,

A lo largo del presente trabajo se ha presentado una metodologfa basada en el
método de los elementos finitos para el andlisis de problemas de flujo incompresible
en fluidodindmica naval. Esta metodologfa, se basa en la obtencién de unas nuevas
acuaciones diferenciales, basadas en criterios discretos, alternativas a las tradicionales
ecuaciones de Navier Stokes. El procedimiento de obtencién de estas ecuaciones diferen-
ciales se ha denominado Cdleulo Finitesimal. Las propiedades de las nuevas ecuaciones,
permiten resolver el problema mediante el método de los elementos finitos, obteniendo
soluciones estables.

Adicionalmente, se extendieron los procedimientos desarrollados para el andlisia de
problemas en los que el fenémeno de la turbulencia es importante. De esta manera,
se aplicaron los criterios mencionados con anterioridad para derivar las ecuaciones
estabilizadas de Reynolds. Junto a ellas se presentaron diferentes modelos basicos de
turbulencia, dejando la aplicacién de métodos mas complejos para una futura labor de
investigacidn,

Sin embargo, el punto mas novedoso del presente trabajo es la aplicacién del método
de andlisis de flujo incompresible mencionado a problemas navales. Fsto requiere de la
inclusién de una condicién de superficie libre, cuya complejidad ha quedado patente en
estas pdginas. Esta complejidad ha dejado, necesariamente, problemas abiertos, como
el desarrollo de una condicién de contorno libre para el problema con superficie libre.
Aunque se han investigado diferentes alternativas como el uso de elementos infinitos
[Bet92], el desarrollo de condiciones absorbentes discretas [D'E97), o la propia condicién
de contorno libre para el problema de Navier-Stokes, presentada en el capitulo 3 del
presente trabajo, no ha sido posible el desarrollo de una metodologia general adecuada,
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El método de resolucién del problema de mecdnica de fluidos, con una condicién de
contorno de superficie libre, mediante las técnicas del Cédlculo Finitesimal, es novedoso
en el mundo de la hidrodindmica naval . Esta nueva condicién de superficie libre,
aporta nuevas posibilidades a los métodos de andlisis CFD de buques. Entre ellas
cabe destacar su validez a altos mimeros de Froude, frente a los métodos tradicionales,
basados en la teorfa de buques lentos.

Por 1ltimo, se ha presentado un procedimiento que permite la adaptacién de la
malla de elementos discretos, base para la resolucién del problema, a la variacién de
forma del dominio de andlisis, debida a la nueve posicién de la superficie libre, o de
los cuerpos analizados en cada problema particular. Este método, basado en técnicas
presentadas en [CBO99], ha sido modificada, para hacerla adecuada a los problemas
aqui planteados, Esta metodologfa, unida a una descripeion arbitraria (ALE) de las
ecuaciones, permite resolver el problema de interaccién fluido estructura que se plantea.

El desarrollo del procedimiento de resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes,
junte a la posibilidad de adaptacién iterativa de la malla de elementos finitos, se pre-
senta como una alternativa interesante para ser aplicada en diferentes dreas de la in-
genierfa,

El sistema resultante de la integracién de la metodologia de cdlculo descrita con
el médulo de pre y postproceso GiD) [RRE98], se ha probado adecuado para la ayuda
al disefio hidrodindmico éptimo de diferentes artefactos navales, presentdndose en este
trabajo diferentes aplicaciones practicas. Pero, adicionalmente, es posible su uso para
el andlisis de una gran variedad de problemas dentro y fuera del &mbito naval, como
ha quedade patente en varios ejemplos aquf incluidos. Entre ellas, cabe destacar el
complejo problema de interaccién fluido estructura que el andlisis de velas conlleva,
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Apéndice A

Los Métodos de Elementos de
Contorno

Se presentarin a continuacion los pilares tedricos que sustentan log denominados mé-
todos de elementos de contorno o de singularidades. Este tipo de cédigos son, hoy
en dfa, practicamente los inicos utilizados en el disefio asistido por técnicas CFD en
ingenierfa naval.

En primer lugar veremos sucintamente cémo funeciona una herramienta de este tipo.
En la figura A.1 se muestra un esquema bdsico de funcionamiento,

El mencionado esquema se refiere a un algoritmo genérico de solucidn de las ecua-
ciones de flujo potencial con un contorno de superficie libre. Este problema es en
general no lineal, por la imposicion de la condicién de contorno de la superficie libre,
por lo que deberd resolverse iterativamente hasta la convergencia.

La base de todo el algoritmo es el planteamiento discreto del problema, pero este
punto se tratard con mds detalle en el siguiente apartado. En primer lugar planteare-
mos las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fuido, supuesto estacionario,
incompresible e irrotacional. Si se define un sistema de coordenadas cartesiano, con
su origen en la proa del buque, sobre la superficie libre no perturbada, yendo el eje
Oz aguas arriba (paralelo a v,,, velocidad no perturbada), y el eje Oz vertical y hacia
arriba, con las condiciones se puede definir una funcién potencial de velocidades ¢ de
la forma:

v(x) = —-V¢ (A1)

Este potencial debe satisfacer la ecuacién de continuidad de masa (ver capitulo 1)
y por lo tanto:

Vv=0= V=0 (A.2)

En general, los métodos de singularidades describen el potencial de velocidad como
suma de un potencial en el infinito mds una perturbacion.
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Figura A.1: Esquema general de funcionamiento de un cédigo de elementos de contorne
con superficie libre,
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= D + b, (A.3)

evidentemnente se puede escribir gue:

Do = —T * Voo (A.4)

El término de perturbacién tiene forma de expansion de singularidades (fuentes de
potencial). Estas singularidades se distribuyen de manera conveniente sobre el dominio,
como se verd en la resolucién por el método de Hess y Smith.

Sobre esta forma del potencial se imponen las condiciones de contorne en velocidad.
Estas condiciones se resumen en obligar a que las superficies discretas del easco y la mar
sean superficies de corriente o lo que es lo misme, impenetrables (velocidad normal a la
superficie nula), Estas condiciones desde el punto de vista numérico obligan a caleular
la derivada normal a las superficies y ge pueden escribir como:

Siendo n el vector normal a la superficie en cuestién. Esta condicién se impone en
puntos concretos de las superficies. Es decir, el problema discreto considera el buque
definido por una serie de puntos en los que se imponen las condiciones de contorno.

La ecuacion (A.5) es funcién de las intensidades de las singularidades distribuidas
en el dominio, lo ¢ual plantea un sistema de ecuaciones lineales, cuyas incégnitas son lag
intensidades de las fuentes (por necesidades obvias de resolubilidad iguales en nimero
a. Ins condiciones de contorno).

Como primer paso para la resolucién de problema, se parte de una superficie libre
plana (ver figura A.1) y se resuelve el problema, permitiendo asf calcular las lieas
de corriente sobre esta primera aproximacién de la superficie libre. Estas lineas de
corrienfe son necesarias en general para la adicién sobre las condiciones de contorno de
la. superficie libre de una difusién que permita la eliminacién de las ondas propagadas
aguas arriba por el fluido (fenémeno no fisico que aparece en el proceso de discretiza-
cién).

Adicionalmente en la figura (A.1) ge incluye la posibilidad de actualizar de nuevo
las discretizaciones de los contornos méviles del problema (superficie del mar y casco)
permitiendo una aproximacién més real del problema.

A.0.8 El Método de Hess vy Smith

Como ya se ha comentado, la base de todo el algoritmo es el planteamiento discreto
del problema. Aunque existen diferentes alternativas para esta discretizacion (ver por
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Figura A.2: Sistema de ejes locales en cada cuadrildtero,

ejemplo [LM] [GSP98]) en este apartado nos centraremos en el sin duda mds conocido
de ellos: el método de Hess y Smith [HS64b] [HS64a).

Consideremos la carena del buque definida por una serie de escamas planas (cuadrils-
teros en este caso) con una distribucién homogénea de fuentes de potencial, de in-
tensidad unidad. Estas fuentes generan una velocidad (u',2',w') en un punto ge-
nérico del espacio (z,, z) dada por:

u (#,y,2) = gi f/ z—~& dftfn
vl (z,y,2) = g‘:: /f (v ~n)dg - dn W)dﬂ'f dn (A6)

w (z,y,2) = ‘;f // z- dg d.,?

Las anteriores expresiones estdn dadas tomando un sistema de ejes locales (€, 7)
en el cuadrilitero. El origen de este sistema de coordenadas locales es el punto nulo
de la fuente. El ejo Oz es el que define la normal pasando por ese origen, con el
sentido positivo hacia fuera del cuerpo. Los ejes Oz e Oy se sitian sobre el plano del
cuadrildtero, ortogonales entre sf, y se colocan de tal modo que el eje Ox estd en la
direccién del vector que une los vértices 1 y 3, y el eje y se coloca perpendicularmente

a éste (ver figura A.2). Se ha llamado r [(z, ¥, 2) , (§,7,0)] = \/(ﬂ-‘ &+ (y—n)+2
y S a la superficie de la carena.

Las integrales tienen expresiones analiticas que aparecen descritas de modo deta-
llado en las referencias [HS64b] [HS64a], pero avin asi. su cdleulo es complejo. De todes
modos, las expresiones completas de la velocidad resultado de resolver estas integrales
s6lo se usan cuando el punto donde calculamos la velocidad estd cerca del panel, da-
do que su complejidad motiva un coste en tiempo de procesamiente muy alto. La
magnitud que define la cercania o no es una de las dimensiones del panel. Se elige
como dimensién caracterfstica del panel su diagonal mayor (D). Se utilizan tres ex-
presiones diferentes para el calculo de la velocidad: la exacta (A.6), una simplificacién
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sustituyendo la densidad uniforme por un cuadripole, y una simplificacién atin mayor
sustituyendo la densidad uniforme por una sola fuente. El criterio para elegir una u
otra expresion es el siguiente:

r<245:-D formulaciones exactas
245-D <r <40-D expansidn por un cuadripolo
r>4.0-D expansion con un sélo polo

Si imponemos la condicién (A.5) en m puntos concretos del casco, y en particular
sobre los m puntos nilos de los cuadriliteros (es decir, consideramos al buque definido
por una serie de puntos en los que se imponen las condiciones de contorno), la ecuacién
(A.5) plantea un sistema lineal dado por las m ecuaciones siguientes, cuyas m incépnitas
son las densidades de las distribuciones en los cuadrildteros.

A L ; .
[%]E=O=b Vo + };w(mj,y_,-,zj) n=0 1<j5<m (A.7)

donde (zy,yy, z;)son los m puntos nulos de las m escamas planas definidas, v; las
velocidades inducidas por estas escamas (definidas a partir de la ecuacién (A6)) y n
la. normal a la escama en su punto nulo.

Dado que la formulacién de las v;, de esta manera definidas es lineal en las incégni-
tas, s; (intensidades de fuente en los paneles), estas ecuaciones representan un sistema
lineal de m ecuaciones con m incégnitas. Eate sistema se puede escribir a partir de
(A.6) y (A.7) como:

m ul {Tr y! z) i
Vet 3. 8¢ v(z,9,2) m=0 1€j<m (A.8)
$ w! (z,; 2)
Una vez resuelto este las velocidades en cualquier punte pueden ser calculadas de
la. misma manera que las inducidas en los paneles (A.6).

A.0.9 La Condicién de Superficie Libre

Aunque en el capitulo 2 se ha hecho una extensa discusién de los métodos disponibles
para imponer la condicién de superficie, con el objeto de completar este apéndice, se
incluyen agui unas lineas bésicas sobre este aspecto.

La condicién cinemética de superficie libre en funcién del potencial de velocidades,
puede escribirse como [PM77|:

08 9,
‘ﬁ’:a; + ép"a_'ﬂ; . Y 0 (A‘Q)
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Es posible derivar una condicién de superficie libre dindmica a partir de la con-
tinuidad de las tensiones sobre la interfaz. Pero, en el flujo potencial, esta condicién
degenera a la simple imposicién de que la presién debe ser la atmosférica en la su-
perficie, y sin pérdida de generalidad esta presién puede ser tomada como nula. Si
despreciamos la tensién superficial y aplicamos la ecuacién de Bernouilli, podemos
escribir,

9B+ 5 (44 B ~vE) =0 (A.10)

Donde g es la aceleracién de la gravedad.

A las anteriores, en el caso del flujo potencial, hay que afiadir la llamada condicién
de radiacién, que elimina la simetrfa del problema, imponiendo la evidencia fisica de
que las olas generadas por el buque no se trasmiten aguas arriba. Esta condicién puede
expresarse matemdticamente como [D'E97],

lim V¢=vg, (A.11)

=00

Esta condicién es forzada numéricamente en la mayoria de los cédigos, existiendo
muchas variantes para ello.

Como puede apreciarse, las condiciones de superficie libre son no lineales y deben
imponerse sobre una superficie inicialmente desconocida. Esto se ha llevado a cabo
tradicionalmente usando esquemas basados en la suposicién de que la perturbacion
producida en la superficie libre es pequefia. A partir de esta suposicién es sencillo
linealizar las ecuaciones anteriores o desarrollar esquemas iterativos de resolucién, tal
y como se ha expuesto en el capftulo 2 de este trabajo. Se puede encontrar amplia
informacién sobre este particular en [LRB*98| [Rav96] [Rav92] [Daw?77).
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Apéndice B

El Método de Galerkin Aplicado a
la Ecuacién de Conveccién Difusion

A continuacién, trataremos de resolver la siguiente ecuacién unidimensional, utilizando
el método de los elementos finitos mediante la formulacion cldsica de Galerkin,

dg  hd?
73%'5"&% =0 en O<z<l (B.1)

2 (0) = @ e) =4y

La forma débil de la ecuacién (B.1) puede obtenerse multiplicando por una funcién
de test 1 (z) (con ¥(0) = ({) = 0) e integrando,
aF‘

/ 71.!: “"dx - (B.2)

Integrando por partes el segundo término de (B.2), se obtiene la forma débil eldsica
de la ecuacién (B.1),

L dp hdi) dp
/D' W+ f S s =0 (B.3)
Considerando funciones de forma ¢, (z) lineales y aproximando la funcidn (z), en

2
la forma cldsica ¢(z) = @(z) = iE; hyp(a), podemos construir de manera sencilla las

matrices elementales. Llamando K;; = f{: wi%dx + fu %ﬂh—idm, se tiene que, para
el elemento I de nodos 1, 5
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Ky=-1+4
Km:% '% 2 -1 1 l 1 =1 =8
Kn==3=-1 72| -1 1|72][=11 o,
Kp=3+3

Ensamblando las matrices elementales el sistema queda de la forma siguiente,

Aovakd | oesld

E: =2

i 0 0 0
.0 1 0 00 @iy
i 0 =10 1 0 0 @, +
210 0 =10 1 0 Giit
0 0 0 -1 0 .. Piya
00 0 0 .o |1
0 0o 0 o01[.. 1]
IO =1 0 0 0 91
+_1_ 0 =12 =10 0 7 —0
3lo 0 -12 =10 o
00 0 =12 .|| s
00 0 0 | &

Como puede apreciarse, las ecuacién centrales quedan como sigue:

Pi-1
[¥[-1 0 1]+[=-1 2 -I]J[cp, ]=0
Fit1

De donde, operando,

(1 _‘"}‘)‘Pi+1 — 2p; + (1 +"}')SP\{-1 =0 con 1=1N=1 (3,4)

Como puede comprobarse, el mismo resultado habriamos obtenido si en vez del
método de los elementos finitos hubiéramos usado diferencias finitas con un esquema

centrado, donde,

dp Pit1 = Pi-i
z), = "3 e
d*p m Pir1 — 200+ Py
dz? |, h?
Sustituyendo lo anterior (B.5) en (B.1) se tiene,
Pipr = Picy WP — 20+ iy
LT 2 e =4 B
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Que, como querfamos demostrar, coincide con (B.4).

Esta ccuacion puede resolverse como sigue. Su ecuacién caracterfstica es (1—v)A* —
2 \+(149) = 0cuyasrafces son, A= 1y A = %-’1-51} (para v # 1), por lo que la solucién
penérica de (B.4) puede escribirse como,

. 1+
= O+ Oy \‘E'I—_-:;'j] (B.?)
Los valores de las constantes ' y Cy, deben determinarse a partir de las condiciones
de contorne, pero por la forma de la solucién (B.7) ya puede advertirse que habrd
oscilaciones debidas al cambie de signo del segundo término para valores de || = 1.
Si imponemos como condiciones de contorno ¢ (0) = 0, ¢ (l) = 1 la forma de la
solucidn serd,

Qﬂl]‘

“"=W[1‘[(1—w)

Sefialar que para v = 1, la ecuacién (1 = 9)A* = 2\ + (1 + 4) = 0 queda como
~2A+ 2 = 0 cuya rafz es A = 1, con lo que la solucién es ahora,

(B.8)

wi =G

que, evidentemente, no es compatible con las condiciones de contorno ¢ (0) = 0,

e(l)=1.

En las grificas a) y d) de la figura B.1 se ha representado la solucion de (B.B)
en funcién del pardametro . En ella se puede apreciar claramente la aparicion de
oscilaciones en la solucién para valores de |y| > 1. (ver gréficas b), ¢) y d) de la figura
B.1). |

Dado que, en este caso, existe solucién analftica de la ecuacién (B.1), dada por,

1 =t
2) =gy = (g — @l - B.9
plx) 0 = (g ) (1___331"{3') (B.9)
podemos comparar las soluciones analftica y numeérica (con el método cldsico de

Galerkin) para o (0) =0, ¢ (1) = 1.
A continuacién se presentan curvas del error de la solucién numérica,

| = o p (147

Bz, v) = (1'¢3"'£)_1—[£—”_*}§]N [l_[(l—"r]]] (B.10)
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Figura B.1: Solucién de la ecuacién unidimensional de conveccién difusién mediante
el método de Galerkin. En las graficas a) v d) se ha representado (7, en funcién del
parfimetro 7. En las grdficas b) y ¢) se presentan las zonas estables e inestables,
respectivamente, de la solucién.
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Figura B.2: Error cometido en la solucién de la ecuacién unidimensional de conveccién
difusién mediante el métoda de Galerkin.

para unos valores de los parametros geométricos de [ = 10y h = 1 (N = 0, 10).
En ellas se puede apreciar como crecen las oscilaciones asociadas a la inestabilidad de
las soluciones numéricas de la ecuacién de convecein- difusién, al aumentar el valor de

[7]. El error de la solucién numérica, dado por (B.10) se ha mpresent;ado en la ﬁgura,
B.2.
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Apéndice C

Ecuacion de Conveccion Difusion
que Resuelve el Método de Galerkin

Como se ha visto en el apéndice B, la formulacién clasica de Galerkin (y como puede
comprobarse fdicilmente, otros métodos cldsicos de resolucién de ecuaciones diferen-
ciales, como por ejemplo el método de las diferencias finitas centradas) aplicada a la
ecuacion de conveccidén difusién siguiente,

dp hde
T3 "3 dad 0 en O<z<| (C.1)

da como resultado la siguiente ecuacién en diferencias (ver apéndice B),

(1= 7eleur) = 2p(z) + (v + D(ey) =0 eon i=1N-1 (C.2)

Cuando el intervalo [0, [] es dividido en N elementos iguales, siendo ) = 24 < 7y <
Tg < ... < xy = [ donde, evidentemente, z,,4y = = h (m=0,N = 1).

Si desarrollamos en serie de Taylor la funcién incdgnita ¢(z) en torno al punto ;,
tendremos,

(2t —2)"
7!

(C.3)

o@)= T M)

Donde ™ (z) = %-&)  Si ademds, el radio de convergencia de la serie es mayor
que /i, podemos escribir,
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Th

& K
wlaen) = 3 %ﬁ’}(wa);ﬂ' (C4)

]

n

w(m{-]) _ é C‘_l)h‘PM(m‘J%

Sustituyendo los desarrollos (C.4) en (C.2) se tiene,

o 1} a) hn o0 e hr
& GO @)+ X @)+ (C.5)

fil) n mi=sl)
oo h2n o0 hﬁn-—l
L T Zn=1) =

Dado que la ecuacién original (C.1), cumple,

do  2yd 4 o
p _ 2ydp H_W_[_T} d*p (C.6)

dz? " hdr " dz" " [h| da?

Sustituiremos la anterior relacién en (C.5) con el fin de calcular el error cometido
en el cumplimiento de (C.i), Fisto resulta en,

223



de(Ii) o 27 =2 hin o 2y 2n=3 fpin—1
dz? [Ez [?] [QN)I_TE [F] (2n —1)! i

W dhpz) _ de(ed _

N A
LR R I O ) i
{E] cia:ﬂi "};; e R v (©.7)

h dp(zy) _, di(a)

T g =0
* () ) 29"
[2'}'] g Z (on)] 2 ey

A dPp( a:i)_ hdw{ﬂ‘)

Si consideramos los siguientes desarrollos en serie de Taylor,

i o0 mﬁ'ﬂ-—l
ginh(z) = :L;:‘ Gn=1)1 (C.8)
£ 1_- .
cosh(z) = H.E::ﬂ G (C.9)
la relacién (E.8), puede escribirse como,
2
[ ;ﬂ A EF( [cosh(27) — =y sinh(2y) = 1] +
h.* d*o(xi) dig(z:)
o * 2 dzt VA dz 0 - (C.10)
wlz) |h  h TR N[ i P
P 5 T i [cosh(2y) = sinh(2y) = 1]| === =0
Es decir la discretizacién (C.2) resuelve de forma exacta' la ecuacion,
do(z) h d"@(l‘l} _
1= 0= K= =0 (C.11)
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Figura C.1: Grifica de la variacién de la funcién K con +,

Con K = —g};; [cosh(2) =« sinh(2y) — 1], cuya variacién puede apreciarse en la
figura (C.1),

Como puede apreciarse, para valores de v = 1.3657 el valor obtenido de K es mayor
que 1, con lo que, en esa situacién la ecuacién que s¢ estd resolviendo tiene una difusion
total negativa,

Estas consideraciones ayudan a entender el cardcter inestable de la solucién me-
diante el método de Galerkin de la ecuacién de conveccién difusién.

'Exacta en los nodos x; de In particidn,
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Apéndice D

Estudio de la Ecuacién
Unidimensional Modificada de
Conveccion Difusion

En este caso repetiremos la demostracién hecha en el apéndice D, pero en este caso apli-
cacla a la resolucién de la ecuacién unidimensional modificada de conveccién difusién

siguiente,

dip d*p :
75__(14. )d:x:? =0 en OD<z<| (D.1)
@(0) = o, w(l) =4

La forma débil de la ecuacién (D.1) puede obtenerse multiplicando por una funcién
de test ¥(z) (con ¥(0) = 1(l) = 0) e integrando,

d “h d?
/ T edz f 2 (14 o) YT 5da =0 (D.2)

Integrando por partes el segundo términe de (D.2), se obtiene la forma débil clésica
de la ecuacién (D.1),

{
f "%+ / L ‘;""fs“’d (D.3)

Considerando funciones de forma 1),(:) lineales y aproximando la funcién ¢(x), en
2

la forma clasica (xz) = @(z) = 3 (x;), podemos construir de manera sencilla las
i=

matrices elementales. Llamando
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R L h di, d
Ky = [ '}’wiﬁdﬂ -i-f "'?,‘[1 + ay) wi—w'j-d.t
Jo 0

Edm

se tiene que, para el elemento I de nodes i, j

Ky = "%'l" é(l-l-‘ﬂt’Y)
K13=%—%(1+ﬂ“’?)
K-m = -‘-% am 1(1 +ﬂ‘"‘}')
Ky =} 'l"éfl-l-ﬂ’ﬂ

N ERE NS

Ensamblando las matrices elementales el sistema queda de la forma siguiente,

0 0 0 0
.0 1 0 0 0 Pia
7|10 =10 1 00 I
210 0 =10 1 0 Cern
0 0 0 =1 0 Popn
000 0 0 . . Il
[l am w 0 0 0 o0
e o8 -1 0 0 0 2y
1 0 =12 =10 0 ;
t3+en) g o 12 -1 o gm =9
00 0 -12 .. Piss
(00 0 0 |

Como puede apreciarse, las ecuacién centrales quedan como sigue:

[P[=1 0 1]+ +ay)[ -1 2 -1]][&"}:0
Piv1

De dende, operando,

(1 +y(a = 1))e(zi) = 2(1 + avy)e(a) + (1+9(1 + a))p(zi-1) =0 (D.4)
con t=1,N=1

Como puede comprobarse, el mismo resultado habriamos obtenido si en vez del
método de los elementos finitos hubiéramos usado diferencias finitas con un esquema
centrado, donde,
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2], ~ e ©5)
i

dx 2h
d*p n P =200
da? || h?
Sustituyendo lo anterior (ID.5) en (ID.1) se tiene,
Pig1 = Pi = ﬁ LB — Q‘Pf + @iy
T 2{fl - ) 2 =0 (D.6)

Que, como queriamos demostrar, coincide con (D.4).

Esta ecuacién puede resolverse como sigue. Su ecuacién caracteristica es (14v(a —
1)A* = 2(1 + a)A + (1 +9(1 + @) = 0 cuyas rajces son, A =1y A = {wﬁﬁ (para
14 ay — v # 0), por lo que la solucién genérica de (D.4) puede escribirse como,

1+ F
o G 4B [JM]

l4ay=2y (1)

Comparando con la solucién obtenida en el apéndice B para la ecuacién convee-
cion difusién tipica, en este caso tanto el numerador como el denominador del segundo
término de (D.7) se hayan corregidos por un valor ay. Esto nos permite, por ejem-
plo, imponer como condicién para la determinacién de o, que el cociente del segundo
término de (D.7) no cambie de signo (sg(1 + ary+v) = s9(1 +ay—7)). De esta forma,

Denominader Numerador Condicion
+ a>1-1 arz-1-1 = a>1-1
- acl-;’ u-a:-—l—,y = a-f.—l—;}

Pues los valores criticos (valores méximo y minimo del intervalo para el que aparecen
oscilaciones) son & = 1 — # L= =] — $ Una grifica comparativa de las curvas
a=]- # ya=-—1- :1; se presenta en la figura D.4. Cabe sefialar que estos valores
han sido obtenidos imponiendo sélo la condicién de que el segundo término de (D.7)
no cambie de signo, ninguna. otra condicién ha sido impuesta sobre la solucién, por lo
que gu forma no tiene, en principio, que parecerse a la solucidén analftica de la ecuacidn
de conveccion difusion original dada por (ver apéndice B):

e
o) = o - (20— el) (ﬁ_—ﬁ,) (D.8)

5i imponemos como condiciones de contorno ¢ (0) = 0, ¢ (l) = 1 la forma de la
solucidn sers,
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- 1--¢=:a§{'*i
w@)—(l_ew) (D.9)

Del mismo modo los valores de las constantes C} y Cy en (D.7), deben determinarse
a partir de lag condiciones de contorno. Si imponemos como condiciones de contorno,
al igual que en el caso anterior, ¢ (0) = 0, ¢ (1) = 1, la forma de la solucién sers,

1

11— [M] ‘] (D.10)

i N
1 — [t
I'H#'r-*'r]

En los grificos a) y b) de la figura D.1 se ha representado la solucién de la funcién
(D.10) para a = 1.01 — 2 (se hace notar que la solucién (D.7)-(1D.10) es singular para
el valor erftico o, = 1 — #) Como puede apreciarse en la figura D.1, la solucién para
7 < 0 no se parece nada a la esperable. Se han incluido también (gréficos ¢) y d)
de la figura D.1) representaciones del error cometido en la aproximacién utilizando la
solucién analftica de la ecuacién original (D.9). Este error estd dado por,

1 — ek 1 1+aw+1T
E(zi,7) = = Y PR D.11

En los graficos a) y b) de la figura D.2 se ha representado la solucién de la funcién
(D.10) para a = —1.01 — }} (se hace notar que la solucién (D.7)-(D.8) esta indefinida
en o = 0 para el valor critico a, = ~1 — :Lr)_ Como puede apreciarse, en este caso a la
inversa del anterior) la solucién para 7y > 0 no se parece nada a la esperable. Se han
incluido también (grdficos ¢) y d) de la figura D.1) representaciones del error cometido
en la aproximacidn utilizando la solucién analitica de la ecuacién original (D.9).

Por tltimo se incluyen en la figura D.3 grificos de la solucién de la funcién (D.10)
para el valor éptimo « = eolgh(y) — ﬁ, obtenideo en el apéndice E. En estas graficas se
puede comprobar que, como era esperable, la solucidén numérica es nodalmente exacta
(en las evaluaciones numéricas el error msximo que se aprecié era del orden de 107'%).
Por otra parte, en la figura D.4 se han representado las curvas de los valores criticos y
Gptimo de .
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Figura D.1: Solucién de la ecuacién de convecmn difusién modnﬂca,dn, con o = 1.01 =
*.(grdficos a) y b)). En los grificos c) y d) se representa el error cometido en la
a.pmxima.cmn utilizando la solucién analftica de la ecuacién original.
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Figura D.2: Solucién de la ecuacién de conveccién difusién modificada con o = —1.01—
!;' (grificos a) y b)). En los graficos ¢) v d) se representa el error cometido en la
aproximacion utilizando la solucién analftica de la ecuacién original.

Figura D.3: Solucién de la ecuacién de conveccién difusién modificada con o =
cotgh(~y) — %
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Figura D.4: Comparacién de las curvas de o eriticos y éptimo.
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Apéndice E

Ecuacién de Conveccién Difusion
Modificada Optima

El objetivo del presente apéndice es caleular el valor de o éptimo para obtener un error
de truncamiento nulo en la ecuacién de conveccién difusién modificada signiente:

do i, o @
L z(l-l-aﬁr)dfx-,_;—ﬂ en O<z<l (E.1)

La solucién por el método de Galerlin, de la ecuacién (E.1) anterior, da como
resultado la signiente ecuacién en diferencias (ver apéndice D),

(14 (e = 1) Je(zi41) — 201+ ay)e(zg) + (1+5(1 + a))p(zig) =0 (E.2)
con i=1 N =1

Cuando el intervalo [0, I] es dividido en N elementos iguales, siendo 0 = 2, < z; <
23 < ... < zy = | donde, evidentemente, Znyy — Zm =h (m=0,N—1).

Para poder seguir en paralelo el desarrollo hecho en el apéndice C, vamos a escribir
el esquemna (E.2) en la siguiente forma,

(1 = Yelzu) = 20(@) + (1 +71)e(zi-1) +
oy [plzia) = 2i(;) + @(z—)) =0 con i=1,N-1 (E.3)

Si desarrollamos en serie de Taylor la funcién incégnita (o(z) en torno al punto =,
tendremos,

(2= )"
7!

Z) = S ) 2
w(z) Eﬂ () (E.4)
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Donde ™ (z) = i*ﬁ,,-}%“'il Si ademds, el radio de convergencia de la serie es mayor

que i, podemos escribir,

o) = % ) (£5)

rusil)

(=1 (o)

ie

wlEiay) =

Sustituyendo los desarrollos (E.4) y (E.5) en (E.3) se tiene,

Jan=1

2 ‘Pzn}( = E Wz"-“ i)( 1)! +

n=1 ( :” fi=c]

o 1) h'zﬂ
oy 3 9 (Ei)'(m = ()

n=]

E ‘Paﬂ)( )(2 )! -7 'E W‘anh”( ‘) (Eﬁ}

k. h“d“ () dip ()
2n) PTG

n=]

Dado que @(x) se pretende cumpla la ecuacién original de conveccién difusion 2% —
%‘%ﬁ = 0 (ver apéndice B), puede obtenerse, de manera sencilla, la relacidn,

d*p  2ydp  d'p 2y "2 gy
dzt . hodr = dan dan h dr? (B.7)

Que sustituida en (E.6), resulta,
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A= =g

h? dp(ay) dip(z;)
U ™ S

2 n
[,h'_] dip(z) [(1+m] 5 L._ E M (1 r-cw)] (E.8)

& dp(ay) = [2y]™? a¥ o (2] pin-d
et [( TR & ["h-"] @A [T] (zn.-i)'] i

=0

27y dx? n=0 a1 (20— 1)1

h? d”w(mi) dip(a:)
2 de? b i =

Considerando los siguientes desarrollos en serie de Taylor,

1 2n—1

sinh{z) = E_:l (2:;—_1” (E.9)
] in

coshlz) = 5 = (E.10)

la relacién (E.8), puede escribirse como,

2
[ 2_};: ] diyp mu) [(1+ &) [cosh(2y) = 1] = sinh(2y)] +
W dhp(ay)  dplai) _
9 dpl h dx

dp(@) [h  h : d el
V2R [5*@[(1”7) eosh(27) ~ 1] - sinh(n)]| 252 ~ o

o=

(E.11)

Es decir la discretizacién (E.2) resuelve de forma exacta (nodalmente exacta) la
ecuacion,

dg(zi) h dplai) _
T dx 2{1 —K) dx?

con K = —355 [(1 + ary) cosh(2y) = v sinh(2y) = (1 + ay)]. Por lo tanto el error
de truncamiento del métado es:

(E.12)

Er=— [(1 +ay) [eosh(2y) — 1] = sinh(27)]
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Figura E.1: Grafica de o = coth(y) = 4.

Como hemos mencionado, la condicidn para la determinacién del pardmetro a, es
que ¢l error de truncamiento sea nﬂm’ esto es, que la solucién sea nodalmente exacta
para la ecua.cifm original *y%ﬁ - % 7 = 0. Por lo tanto queremos que se cumpla la
giguiente relacién,

(1 + ay) [cosh(2y) = 1] = sinh(2y) = a = coth(y) — $

Esta curva (a = coth(y) — 1) se ha representado en la figura E.1,
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Apéndice F

La Condicién de Superficie Libre de
Dawson

Dawson [Daw77] presenté en 1977 el, probablemente, mds conocido de los algoritmos
numeéricos basado en el método de elementos de contorno para resolver el problema
de Hujo potencial con superficie libre. Su propuesta de resolucién del problema de
flujo tridimensional de superficie libre se basaba en el acoplamiento de un algoritmo
de resolucién para el problema del modelo doble sumergido basade en el algoritmo de
Hess y Smith [HS64b] [HS64a] [GSP98] con un método de resolucién del problema con
superficie libre basado en la denominada teorfa de los buques lentos.

Esta teorfa estd basada en la suposicién de que el flujo con superficie libre sélo
supone una pequena variacion del flujo sin ella (el conocido tradicionalmente como
flujo de modelo doble sumergido). Esta suposicién se cumple para pequeiios mimeros
de Froude, y esta es la razén por la que esta forma de abordar el problema es conocida
como teoria de los buques lentos. En este sentido, el potencial de velocidades y por
lo tanto el campo de velocidad (v = (u,v,w)) se descompone en dos partes aditivas.
La componente debida al doble modelo sumergido y la componente de perturbacién
debida a las olas generadas,

v(z,yz) =v"(z,y,2)+ vV (z,¥,2) (F.1)

Donde v* es la velocidad correspondiente al doble modelo sumergido v v/ es la
velocidad de perturbacidn, por lo cual pademos escribir que |v*| << |v'|. 5i aplicamos
la descomposicién de la velocidad hecha en la teorfa de los buques lentos (F.1) a la
ecuacion de Bernouilli, tenemos,

== 0= ()| 2= |C-2=2 (v 4V F.2
"y [ P2 ) g P2 ( ) )

Donde ' es una constante, p, es la presion sobre la superficie libre, p es la densidad
del fluido y 7 la elevacién de la superficie libre. Si se considera que p, = 0, podemos
escribir que,

237



71 [c -3 (v vf)?] (F.3)

51, en (F.3), despreciamos las componentes de la velocidad segun Oz, tenemos que,

1 a
= - [C’ - % - % (0 + 0™+ + 0 + 20" 4 21.:"11')] (F4)

Si ademads eliminamos los términos cuadréticos de la velocidad de perturbacién, nos
resulta finalmente,

1
= é [G‘ = (u"“ o u*? o 2 4 Qtr“v’)] (F.5)

Con el objeto de simplificar la exposicidn, en lo que sigue se notard v* = (u*,v*) y
v' = (', '), dado que se considera despreciable la componente vertical de la velocidad.
De esta manera la ecuacion (F.5), se puede escribir como,

- i .I_~ 2 .
; [C’—z(v +av v)] (F.6)
La ecuacién de superficie libre, en el caso estacionario, y suponiendo que se cumple,
aproximadamente sobre z = 1, puede escribirse como,
w=(v-V)np en z=1n,, (F.7)
Donde, en (F.7) y en lo que sigue debe entenderse que v = (1,v) y ¥V = (£, ﬁ;)
Sustituyendo (F.3) en (F.7), tenemos que,
2gw+ (v +v')- V] (v* +v) =0 (F.8)

Si en lo anterior sustituimos la ecuacién (F.6), pero sélo en el término multiplicado
por v*, resulta,

2w + (v V) (v 420" V) (V) (v 4 V) = (F.9)
En el tercer término, se desprecia el sumando v/, para dar,
) ov¥’ ov*
2 + = V = 2 X ‘r i =
gu + (v ) (v 2w V) fu Eraal 5 0 (F.10)
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Operando los dos ultimos términos, la ecuacién (F.10) puede eseribirse como,
2w + (V¥ - W) (vF 4 2v% V) 42Ut T 20 W =0 (F.11)

Por otra parte, si suponemos que la velocidad, y sus componentes aditivas, derivan
de funciones potencial, es decir,

G . _8b . _0¢
2 ﬁzz By’w 0z
)0 0o .
uw = 6$1 By w az (1‘;12)

NV SR

o'’ Tay" T B

ge cumplirdn las siguientes relaciones,

du B¢  dv a9 a9 ¥

- S e == mme = ==

By~ Buby Oa' Oy " Dudy " On' By ~ Bady Oz 9
Que aplicadas sobre (F.11), permiten escribir que,

x-
g+ (V4 V) (T v V) 4 v T o) = (F.14)
av' av'
- Py T Bop¥ 27
uv o + Uy By
Lo anterior se puede poner en forma mds eompacta como,
% 1 # = i = 3
gw + (v -V)(—-B-v" +vE V)4 (v -V (V) - (F.15)

—v* (v V) =0

Simplificando en la ecuacién anterior, se tiene que,
guw+v* . (v V) v v (v )V 4 (F.16)

+2v' (v V) vE =0

Teniendo en cuenta que v/ = v — v*, podermos escribir que,

quiHv* (VO V) v v (VO V) (V= vE) =

(F.17)
=2(v¥=v) (v V)"
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y operando,
guw v . (v"‘ . V) Vo 2v (V“ . V) v¥ o= 2v¥. (v“ - V) v (F.18)

Si denominamos | = ﬁ:ﬁ—l (vector unitario en la direceién de la veloeidad de doble
modelo sumergido), el operador (v« V) puede escribirse como |v¥| 3&,. Asf podemos
reescribir la ecuacién (F.18) como,

e (1) o (1) (v1%5) o

Finalmente, la ecuacién (F.19) puede escribirse de forma aproximada como,

8 (. .3 dv™
qu + A (V“ |V|) =2v"- ('VH| H;_l) eN % =Ty (F.20)

que ¢s la forma final propuesta en [Daw77].

Como puede apreciarse la forma de la (F.20) tiene grandes ventajas para su imple-
mentacién, las cuales gon, en gran medida, causa de su éxito. La posibilidad de edleulo
de las derivadas segiin lineas de corriente, de la solucidn de doble modelo sumergido
(cuya direccién estd dada por | = ]'.“E":T); facilita su determinacién utilizando el méto-
do de diferencias finitas. De esta manera, el algoritmo de solucién se plantea de la
sipuiente formas:

1. Resolver el problema de doble modelo sumergido, obteniendo asf el campo de
velocidades v* = (u*,v*,w*).

2. A partir de la solucién anterior se pueden evaluar las derivadas respecto de la
direccidn dada por 1 = W Asf se puede resolver de nuevo el problema, pero
imponiendo en este caso la condicién (F.20), obteniendo asi la solucién v =
(1, v, w).

Para facilitar la implementacién del algoritmo, en el método original los paneles
de la superficie libre se disponfan en firas aproximadamente alineadas con el flujo
del modelo doble sumergido. De esta manera las derivadas que aparecen podfan ser
caleuladas directamente usando diferencias finitas sobre los puntos de colocacién de
sucesivos paneles de la misma fira.

Pero, probablemente, el aspecto que ha hecho mids famoso al método de Dawson
fue la forma de estabilizacién de la ecuacién de conveccion.

Es conocido desde hace tiempo que el cdlculo de las derivadas primeras descentradas
y corriente arriba (upwind) introduce en las ecuaciones una difusién numérica que puede
corregir las inestabilidades asociadas a la ecuacién de conveccion difusidn. El problema
de esta metodologfa es que la adicidn de difusién no puede ser controlada facilmente,
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Figura F.1: Esquema de evaluacién de la férmula de upunnd de Dawson con cuatro
puntos,

por lo que la solucién suele depender significativamente de pardmetros como el tamano
de la malla,

Sin embargo, Dawson propone evaluar la derivada primera de una funcién (%{)
mediante una férmula de deduccién casi médgica y de resultados sorprendentes. Cabe
senalar, que en el artfculo original, esta férmula no tiene ninguna justificacién tedrica
y la recomendacién de Dawson proviene de una seleccién usando la técnica de prueba
V €rror.

La propuesta consiste en usar un operador de cuatro puntos de upwind (ver figura
F.1), el cual debe eliminar los errores de segundo y cuarto orden, pero no del tercero.
De esta manera, la funcién f(z) debe cumplir las siguientes relaciones,

=k = g g ad ey
fei=h) = fm=fi-hg+ 5o + g

df dif okt gif

f(wj = 2"’) - fj—ﬂ = fj = 2’1'&—1 ¢ 2}1:? + ?W (FB])
o=, = df WP  2Th'dif
[lz;=8h) = fs=fy=Shop+ S gm t g
de las anteriores relaciones puede obtenerse,
daf 10f; =15 fie1 + 6fia = fi-s
(dl)ﬂmunm = Gh (F-gz)
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Que es la mencionada férmula de cuatro puntos, cuya evaluacién, estabiliza de ma-
nera notable la ecuacién (F.20). La evaluacién del término v [v|), de la ecuacién

(F.20), mediante esta férmula, permite obtener resultados muy aceptables, no afadi-
endo difusion en exceso de manera significativa. Sin embargo un estudio profundo del
operador (F.22) muestra que su rango de funcionamiento éptimo est4 limitade a un
rango de F,, y que su efectividad se ve afectada de manera importante por el tamaiio
de la malla (ver [Let93]).

En la referencia [I0S99] se analiza en profundidad la férmula (F.22), y se presenta
una forma alternativa de escribirla, basada en esquemas centrados. Por otra parte en la
referencias [Ravi6] [Let93] se discuten varias alternativas a la formulacién de Dawson,
para la resolucidn de la ecuacién de superficie libre,
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Apéndice G

La Ecuacion de Balance de Masa
Estabilizada

El objetivo del presente apéndice es presentar una forma estabilizada alternativa para la
ecuacién de balance de masa. Esta forma ha demostrado tener muy buenas propiedades
y es especialmente indicada para problemas en los que el incremento de tiempo critico
es (nfimo, ya que corrige este valor.

Lias ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y balance de masa (ecuaciones
de Navier-Stokes) ya fueron presentadas' en el capftulo 3 del presente trabajo y se
reproducen & continnacion,

Balance de Cantidad de Movimiento

1 armi I ] ¥
T — Eh-mu?a? =0 4,j=1,23 en 0 (G.1)
Balance de Masa
e Gra
T4 2hd-"r5‘a:_, =0 =128 en 0 (G.2)

donde
Bﬁ ¥ B(U}U‘) - BTU % ‘QE

o= Pyt e " B ae (G.3)
o w (G-4)

6:1:;

Al objeto de simplificar la exposicién, escribamos la ecuacién de balance de masa,
multiplicada por la densidad p, en la forma siguiente,

Ly su derivacién se incluye en el apéndice 1.
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Pd — Ehdj grd = 0 j = 1,2,3 en \Q (GE)

v
Td = pné;f

Para obtener una forma alternativa, til por sus propiedades especiales para los
propésitos del presente trabajo, de la ecuacién (G.5) expresaremos las componentes
del vector de longitudes caracteristicas de la ecuacién de balance de masa como,

kg} = -—-BEJJUJ; (G-ﬁ)

donde £y se denomina "tiempo intrinseco”. De esta forma la ecuacién (G.2) queda
como sigue,

r,;+t¢jvj-§g =0 =123 en (G.7)

Por otra parte, derivando la ecuacién (G.1), y despreciando los términos de mayor
orden de derivacién, se tiene que,

67'1'!11 o a a‘ui B m Bv‘
“5-';31_ - '_P"é:ﬂ:: (?ﬂ") = F"SE’ (mamj + vja:l':j u (G.S)
a 81" B ﬂﬂ a‘f‘ o
k") (. i
o, dz (B:z:,) dx; (6‘1;{) Ba:, =0 14,35=1,2,3

De donde podemos escribir que,

2 () m o (o 22) - (22)

i (‘”‘amj) P 5 (‘”’am, i\ ot ) * (G.9)
9 (0ry\ B (Op\  Of . .

+3:n¢(3m;;) ay (63:;)_‘_6:5; fof m 128

Teniendo en cuenta que se cumple la relacion,

a (o & e v
Pl ot o (TR oy A -
uiaﬂfi (Bffj) O (U'Eh:,) (65,) hi=123 (G.10)

Combinado (G.9) y (G.10), y despreciando los términos de orden superior, se puede
escribir que,
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54 il (B e () < L
v‘ﬁm._wiami a.‘.l'-; = pﬁm. u’&ﬂ.‘?j @Ij E‘ﬂ_ + (Ghll}

+£(‘9_Tu) 0 (a”)+§ﬁ ij =123

oz \ 9z, ) Bz, \Bz;) ~ O
Sustituyendo la relacién (G.11) anterior en la ecuacién (G.7), se tiene,
& [ iy Qui  dry  Op

rd-td‘-a-f?c —

Pjﬁ-!“mijara—amj Bz, fe]nﬂ 1,7=1,2,3 en 0 (G.12)

QQue escrito en una forma mds compacta, queda como,

g
Td—tdla;F"‘L:D 1=1,2,3 en Q (G.13)
i
ou v _ By, BB _ . (G.14)

Tm' = p‘ﬁ + pu"ﬂ_:r_f = B:cj BIi

Ya se ha comentado, en diversos momentos, a lo largo del presente trabajo que, las
ecuaciones anteriores son el punto de partida para la obtencidén de diversos métodos
numéricos estabilizados para la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fuido incompresible. La derivacién de las ecuaciones estabilizadas ha sido hecha a
nivel elemental, por lo que el proceso de discretizacion puede ser llevado a eabo con
cualquiera de los métodos disponibles. En nuestro caso, las ecuaciones presentadas,
serdn resueltas utilizando el método de los elementos finites. El procedimiento elegido
para ello es conocido como algoritmo de pasos fraccionados, aunque puede compro-
barse que diversos métodos de elementos finitos estabilizados estdndar, que permiten
interpolaciones de igual orden para velocidad y presién pueden derivarse a partir de la
forma modificada de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y de masa
presentadas anteriormente.
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Apéndice H

Condicién de Contorno Estabilizada
para la Ecuacién de Conveccion

Difusién

En este apéndice determinaremos una forma estabilizada de las condiciones de contorno
tipo Neumann para el problema de conveccién difusién.

Estudiaremos en primer lugar el balance de flujos en un dominio triangular DEF
como el representado en la figura H.1.

Este balance se puede expresar de la siguiente forma, teniendo en cuenta que DE =
2hy y FD = 2hy,

anl = 2hy [ge + (W)l + 2ha [gy + (082)] 5 + 2hohy@ (H.1)

Donde gy es el flujo normal prescrito, a través del contorno de longitud [ (o I'y)y
¢ es el valor de la fuente distribuida, que se supone constante en el dominio DEF.
Por otra parte pueden derivarse las siguientes expansiones en serie de Taylor,

[z + (up)] (& = hayy) =

= a0 (59) ~ haps g (W] 4O (H2)
lay + (ve2)] (2, = hy) =

a0+ (00)) 010 = - Lo + o]+ 0

Sustituyendo (H.2) en (H.1), y teniendo en cuenta que la normal al contorno n =
(ﬂmny) = (E'})"&| 9.?:.) se tiene fque,

(92 + (up)lg

lay + (v)l

an = g g o+ ()] 4+ ny gy + (V)] 4 — (H.3)

-2 [ ok ol 3l + (0] - @
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Figura H.1: Balance de flujos en un dominio triangular DEF.

donde, reordenando los términos, y teniendo en cuenta que dhghy, = [(hyn.+ han,),
se puede eseribir que,

iy i (Vi) =g = % (hyns + hany) [‘f’ a4+ (ve)] 4 — Q] =) (H.4)

donde G4 = (¢zy qy); i = (ng, 1), V (3\5— 3&) y ¥ = (u,v).

Sustituyendo la ley de Fourier [HU96), § = —K - Vi, donde K es el tensor de
difusién, en la anterior ecuacién (H.4), obtenemos la forma final de la ecuacién de
balance en el contorno, como,

fie (7) — K Vo =gy = 5 (R) r =0 (H.5)
donde se ha tomado h = (A, h,) v,
r=9-(0) - v (K- V9) -Q (FLE)

Si consideramos constante el valor de v en el dominio DEF, la ecuacién (H.5), se
puede escribir como,
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b (v) = K Vg — g — 5 () r =0 (H.7)

r= (9 %) -V (B ¥9)-Q

Una forma alternativa. de la ecuacién (H.6) se puede conseguir si se tiene en cuenta
que' A, = hﬁﬁ, hy = h]-g-l, entonces se puede escribir,

& (Ftp)—ﬁ‘ﬁ-‘a’cp—c}ﬂ—%?-ﬁrro (H.8)
r=(9%)p- v (K ¥p)-Q

Se hace evidente que la extensién de las formas estabilizadas de las ecuaciones de
balance en el contorno (H.5)-(H.8) a problemas tridimensionales es inmediata, se puede
comprobar de manera sencilla que en este caso las ecuaciones quedan como sigue,

h
n (vig) =K - Vi = gy = E'I";_Iv nr =10 (H.9)

r=(V V)= V- (K- Vi) - Q

donde se ha llamado b = (ke by, ba)y 0= (g, 1y, 10), = ey 0y, ¢2), V = (gz £, g)
yv=(uuvuw).

Por otra parte si en el contorno se impone sélo el flujo difusivo gy, la ecuacién
(H.9) anterior se simplifica, quedando en la forma,

h
-nK V- gy, — o 0 (H.10)

Namando h = |h|.
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Apéndice 1

Balance Estabilizado de Cantidad
de Movimiento en el Contorno

En este apéndice determinaremos una forma estabilizada de las condiciones de contorne
tipo Neumann para la ecuacién de balance de cantidad de movimiento del problema
de Navier-Stokes en un dominio finito 2, definido por las siguientes ecuaciones diferen-
ciales,

Balance de Cantidad de Movimiento

O, L, 0u_ Oy 0p

B pﬂjamj Bz, Bz, = =0 §7=1,23 en (L1)

Balance de Masa

—g—;j:o J=123 en Q (1.2)
Donde, en las ecuaciones (1.1) y (L.2) anteriores, se ha denominade p = p(x,1)
al campo de presiones del fluido, 77 a la parte desviadora (excluyendo el término
isotrépico de presién) del tensor de tensiones del fluido y f = f (x,£) al campo de
fuerzas volumétricas.
Como se expone en el apéndice J del presente trabajo, las ecuaciones estabilizadas
correspondientes a las (I.1) y (L.2) anteriores son,

Balanece de Caontidad de Movimiento

1 O,

2}““15 =0 4,j=123 en { {1-3)

'rmq -

Balance de Masa
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Figura I.1: Balance de flujos en un dominio triangular DEF, contiguo a un contorno
tipo Neumann,

1, o
r“_'ﬁhd"f'z;::c‘ =123 en 0 (L4)
donde
Oy B(uywm) Ory . Op 5
Tmi = Byt A = B B o
- oy
Td 8:1‘35

Para simplificar la exposicién, analizaremos el caso bidimensional. Para ello estu-
diaremos en primer lugar el balance de flujos en un dominio triangular DEF, contiguo
a un contorno tipo Neumann como el representado en la figura L.1.

Si suponemos que todas las fuerzas, tanto las debidas a la conveceién como las
viscosas, varfan linealmente a lo largo 5 de los lados del tridngulo EDF y teniendo en
cuenta que DE = 2h,, FD = 2h, y EF = |, podemos escribir el balance de fuerzas
€omao,

Balanee de Cantidad de Movimiento seqin Oz

tal — 2hy [ri1]e — 2k [T12] p + 2hahy fo = (L6)
= [(pu) un) = 2hy [(pu) v] g — 2hy, [(pu) Ul

Balance de Cantidad de Movimiento seqin Oy
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tyl = 2hy [raa) g — 2hy [ + 2hahy fy = (L7)
= [(pv) a] L = 2he [(pv) vl = 2y (v} s

donde t = { :” } es el vector de tracciones prescritas en el contorno I'y, ¥ =
! =

{ T Tiz } es el tensor de tensiones del fluido de densidad p, v = { o } ol vector
Ta Taz £

velocidad y t,efi - 7.
Por otra parte, podemos escribir las siguientes expansiones,

a‘rll

rule = 7 (e = hsyy) =i~ b= + 0 ()

[rale = 7o (2= hop) =10 = h,a;“ +0(h2)

[rels = 7oz —hy) =7 - 75‘7 +0 (h?)

[ralg = miz(z,y=hy) =712 - af;;‘ +0 (h2) (L8)
(uyale = (o)l (2~ huyy) = (o)) ~ me 21204 4 g )

(ewols = (w9l (5= o) = () o] = 1 2LEL0 o 1
[(o0) ) (2, = hy) = [(ow) —Kﬂ“‘l"-w ()

i

(o)l
(ow)ule = [(ou)u] (2 = hay ) = [(o0) M 0 (A)

Sustituyendo las expansiones (1.8) anteriores en (L.6) y (1.7) y tras simplificar, se
llega a,

Balance de Cantidad de Movimiento seqin Oz

e = gty + AT — 2%3 [b, + a;;: 4 a;-;g z 3[(;:) = [(gy“) ”]] (L.9)

Balance de Cantidad de Mowmmento seqiin Oy

2h,} . -
by = 1y + Ty — [b,, b a;;, = 5“3:_) u _ B[(g:). Ul] (1.10)
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Donde se ha hecho uso de las relaciones n, = #= y n, = %‘t, de donde se cumple
que,

(pu) gl = 2h, (pu)v+ 2k, (pu)u
(pv)ual = 2h; (pv)v + 2hy, (pu)u

Por otra parte, podemos escribir el término hahy Como,
pa a0

2hoh 1 /2h 2h. 1. . =
e .—---E — = —f}
z z(z""*:"“) il

Por lo que las ecuaciones (1.9) y (1.10) pueden escribirse como,

Balance de Cantidad de Movimiento seqin Oz

dryy Ot B(pu)u]  8|(pu)
af* a;*— o g:”] (L11)

Balance de Contidad de Movimiento segin Oy

ty = NuTy +NyT13 — E.ﬁ +h [bm +

Oree Oy 8[(pv)y BI(PU)U]
Ey+a:r'_ o - & ] (I.12)

R
3:, = NyTax + NpTa — EI’I -h [by 4+

y teniendo en cuenta que,

my = byt a;; + B;;’ - ‘3“;;) u a[(g:) u (1.13)
— Oraz  Orm Ol(ev)y]  8|(pv)w]
7'!115 = by +‘ ay + am am a’y

Se pueden escribir las ecuaciones (1.11) ¥ (1.12) en forma vectorial como,

f=inf- % (ﬁ h) r, (1.14)

sefialar que, considerando el problema incompresible, haciendo p constante en
(L.13),podemos escribir |

O713 Lo a8 (w)
oz Oy ‘oz P oy
A7 Iy Bra  d(w)  a?

Py = by« -
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Despreciando los términoes de las derivadas de orden superior. Evidentemente, la
condicién de contorno (1.14) sigue siendo valida en este caso, teniendo en cuenta la

nueva definicién del vector r,.
Por otra parte, la formula (I.14) puede ser extendida sencillamente al caso tridi-

mensional, quedando en la forma,

(n H h) Tin (Ilﬁ)

B2 f -

t=ng-
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Apéndice J

Derivacion de las Ecuaciones de
Navier Stokes estabilizadas

En este apéndice derivaremos la forma estabilizada de las ecuaciones de Navier-Stokes,
en el caso bidimensional.

Como es conocido, el balance de cantidad de movimiento en un fluido dado, puede
derivarse de la segunda ley de Newton, que define que la variacion de la cantidad de
movimiento en un dominio de control  es ignal al total de las fuerzas exteriores que
actian sobre él. Esto puede escribirse en la siguiente forma [Ona96] [RG96),

gt-/npvdm/?(pv)v-ndhfnmmfrbdr (3.1)

Donde f es la fuerza por unidad de volumen que actiia sobre el dominio de control
2, ¥ b es la [uerza por unidad de superficie que actia sobre la superficie de control
[' = 802 cuya normal es n. El fluido tiene una densidad p y su velocidad est4 dada por

el campo v = "

Como es evidente, la ecuacién (J.1) s aplicable a cualquier dominio genérico, y en
particular al rectdngulo ABCD representado en la figura J.1. En este caso el balance
de fuerzas en las direcciones horizontal y vertical, pueden escribirse (ver figura J.1)
como,

. hy hy
Z Balanece horizontal = 5 ([THJA | [Tllja) Y ([T”]C‘ ol [TH]D) o
hs
***%‘ (raly + [raalg) = 5" (ranle + [raa]p) + hshy i (3.2)
3 h’i’. hj:
Z Balance vertical = e ([r22) 4 + [722l) = ) ([realp + a3l ) +

+22 (frala o [raa) = 52 (e + [raal) + hahy f
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Figura J.1: Dominio rectangular donde se considera el balance de fuerzas.

donde 7 = { s
— 1

T Tz
Tag

es el tensor de tensiones del Auido.

5i expandimos en serie de Taylor de tercer orden, los valores de las tensiones de los
balances (J.2) en los puntos B, C' y D en funcién de los valores en el punto A, pueden
eseribirse las siguientes relaciones,

[ls
[le
[

[la— a”“' 1 —21‘-5;[1* +0

3[]4 h3 8% [,
[]4 }‘B +:g 5240

(k)

(k) (J.3)

..h,m-..-itl_..h _.[_A+_E_hI:1A+
o 2 ot

+”-”5—°‘_UA
2 oy

mm—”ﬁ +0 (k2 h3)

Si aplicamos los desarrollos (J.3) anteriores a los balances (1.2), y teniendo en
cuenta que A es un punto genérico, se puede escribir que,
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Figura J.2: Dominio de balance de cantidad de movimiento. En la derecha se representa
el balance en la direccién vertical y a la izquierda el correspondiente & la direccion
horizontal.

E Balance horizontal = argy 5;1:” iy =
he @ [8ry 31’1-3 ] hui @ 7112
23:.:[31 o T T2y 5, Th
a'rtl B‘T’zz
-‘i‘-,-, y Z Balance vertical = v 4 ot B dofy = (1.4)
_hy @ [dr | Oy hy @ [Orar | OTa ]
Qdm[ﬁz' ay-lf""} 23y[8m+ay + fa

De la. misma manera, podemos escribir los balances de cantidad de movimiento en
las direcciones horizontal y vertical, (ver figura J.2) como,

Z Balance horizontal =
=2 (o)l + ow) ) ~ 22 (upu) g+ [(ow) t],) +

+5 ([(re) ol + () vla) = 22 (o)l + (o) v]o) (15)
Z Balance vertzmi =

= S G0yl + [o0) ) = 22 ()l + () ) +
+22 (1(ow) w1+ (o)1) — 22 (G00) ol + [(o0) 1)

Si como antes, aplicamos los desarrollos en serie de Taylor (J.3) a los balances (1.5),
tenemos,
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ZBalanr‘e horizental = __[Q:m.) Y + aL(pu) Y _

hmhy
fy 8 [8[(pu)u] | Bl(pu)e]] _ by & [O[( B[ pu) v)
_Taa,[ g: g: ]-"ﬁgﬂy[ la-'v ¥ (Ew ] L
2 Allevd] | dl(pu)v] _
dx y
LA [5[@“) ul . 8l(ev) ‘*ﬂ M8 [5‘ ()] | B{(pv) v]]
2 Oz Hax &y 2 dy dz ay

Si sustituimos los balances de fuerzas (J.4) y cantidad de movimiento (J.6) en la
ecuacién (J.1), tenemos las signientes relaciones,

ﬁ%fﬂudﬂ-iﬁ[(g:)”] +3f(;:)uj _%h_v[a[(gz) u (g:)u]]
wf by 1
57’11 5"'12 dryy dTm
iy + fi = + =4 fi (1.7)
+ G h- g [ ]
E’IPv)ﬂ) L Ole ) _1 B[Ow ;. 8llpv
:hpatf b dr Ey Eh V[ A By ] =
_Ora O dra1 | Orm
¥y +a—+f2— v[”&‘“‘*"@“y”"‘fﬂ}

Si ademds, tenemos en cuenta que [, pudS) = hohypuy [ pud§2 = hyhypo, podemos
escribir,

_L_l }u+ m}v 1 V[BI BI(Pu)vl]

at dz 2 dy
81'” 3‘-"12 3'-"11 3?‘12
o o -+ W + f1— Eh v [ & Ty fi] (1.8)
alpu] Al(p)a]  Bl(pv)] 1. [ ,m:) ul  d[(pv)e]|
at ' oz " ay h ¥ ¥ dy ] =
_ Ot | Orp dra  OTm
_Ba:+6y+f3 hV["é—**'Ty“Ffa]
Que se puede escribir en una forma mds compacta como,
. %hm,%% =0 i,j=12 e @ (3.9)

duy a (vyui) BT\f;{ 3}”
Ty ﬂ&t +P ﬂIj amj i S :’h’u fi
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Figura J.3: Dominio sobre el que se calcuula el balance de masa.

Donde se ha tenido en cuenta que la densidad del fluido (p) es constante.

En la anterior exposicién se ha considerado que el dominio de balance para los
flujos y fuerzas verticales es el mismo que para las horizontales. Es evidente que esto
es una restriceién, pues en el caso general puede existir una importante variacién de las
cantidades en una direccién y no en otra', no siendo los dominios de balance éptimos
iguales. Una forma més general de las ecuaciones (1.9), puede escribirse como,

e = 5y a% =0 i,j=12 en © (J.10)

du | O(vp) Bry  dp
ot +e am‘, Ba:j T o,

- i
Por otra parte, podemos derivar la ecuacién de conservacion de masa, a partir del
balance en el dominio representado en la figura J.3.
f_l,g hy
Z Balance masa = <= ([pu] ; + [pu]z) — = ([ote] s + [pu] 1)
7’ (levla + lv]g) = =5 % (1ol + lov]) (J.11)

51 aplicamos a la relacién anterior (J.11), los desarrollos (1.3), y tenemos en cuenta
que p es constante, podemos escribir,

!'Podemos imaginar, per ejemplo, un flujo tenga una direceién preferente o de simetria,
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lhdjg” 0 en O (1.12)

A
. A
& O F=ilie

Es conveniente sefialar que, el dominio de balance para el balance de masa no tiene
porqué ser ¢l mismo que para ¢l balance de cantidad de movimiento.

Por otra parte, se hace evidente que las ecuaciones derivadas, pueden generalizarse
al caso tridimensional, quedando en la siguiente forma,

‘_E '“u‘-éil:ﬂ;"_=0 i,.?‘=1’2’3 a1l n

ra— h.,,m-—-o en 0 (J.13)

ay ﬁ(ujvi) dry  p
% "oz, om, Em

Td=§—‘v'i j=1,2

T =

Por iltimo, podamos derivar facilmente; esquemas estabilizados de mayor orden en
el tiempo. Para ello, si integramos en el tiempo las ecuaciones (J.13) en la siguiente

forma,
t+é
/ [7‘[11' — lh'“'u %'ﬂ_l'l_] dt % o

5

6 1 87 T arm;
o "2" |:Tm|, - hmu I}] Il h'mi;,' amj ] ] o (']“143
. [ N are, 1. B,
= 6 [Trm mu B.’B ] [Bt ml — EhmuHJ ]

ol 1 a”'d
[ [?"d - _h-jj. I :| dt ==
s 1, o 1, rg
= 5 [Td = "hd’a d] [ h’ﬂ'j B-Tj] n} = (']'15)

I 50 1. By
=4 [”_-h'i’f?ﬂ] 35‘*[ h"’ﬁﬂ?:]]
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Por lo que podemos escribir las ecuaciones (J.13), como,

1 Orm, 60y, c ;
rm'_ﬁh""‘*"ﬁ'h?%rmn $,7=123 en {2

1 31"“ 53?"4 =
g = 2/1.4‘,3% + 5% =0 en 0 (J.16)
_ Gy Bww) Ay Gp
Vine = i EH +P 6-?.1'9 81-‘_-; ¥ E:::.- fi
i,
== f=
Ty oz, j=1,2

donde, para la obtencién de las ecuaciones (J.16) se han despreciade los términos
de mayor orden.
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Apéndice K

Balance de Masa Cerca de un
Contorno tipo Dirichlet

En este apéndice haremos una discusion sobre como expresar el balance de masa cerca
de un contorno del dominio.

Para simplificar la exposicién, analizaremos el caso bidimensional. Para ello estudi-
aremos el balance de masa en un dominio triangular DEF, contiguo a un contorno tipo
Dirichlet (I'p) como el representado en la figura K.1, donde se prescribe la velocidad
normal a .

De la simple observacién de la figura K.1, y teniendo en cuenta que DE = 2h,,
FD = 2hy y EF = |, podemos derivar la siguiente relacién,

pluchy + vphs] = plu, (K.1)

5i suponemos que la velocidad varia linealmente a lo largo de los lados del tridgngulo
EDF, podemos expresar las velocidades en los puntos B y € en funcién de su valor
en A, de la siguiente forma,

he [Bu

Ug = Ua= g [;5; ) +0 (h3) (K.2)
hy [Bu 4

un = E [a—y]A 0 (fl.y

51 sustituimes las relaciones (K.2) anteriores en (K.1), y tenemos en cuenta que A
ez un punto genérico, podemos obtener,

1
(un, +vn,) — 3 (hene + hyny) (% + g%) = Yn (K.3)

Donde se ha hecho uso de las relaciones n, =% yn, = r"f, siendo n = (n,,n,) el
vector normal al contorno.
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Figura K.1: Dominio de balance cerca de un eontorne tipo Dirichlet.

Evidentemente la expresién (K.3) puede ser extendida de manera sencilla al caso
tridimensional, quedando como sigue,

1
ViIp=— Eh CITG = Uy (Kd)
ra=V-v
Por otra parte, si expresamos las componentes del vector de longitudes caracterfs-
ticas, en la siguiente forma’,
hy = —2t4,v; (K.5)

donde t; es el vector de tiempos intrinsecos, podemos reescribir la condicién (K.4),
como,

! por simplificar la exposicion se usard en lo siguiente notacién de indices v se aplicard la canwmcicsu
de Emstem de suma para log indices repetidos én productos y derivadas. Asf, por ejemplo, hd"‘-ﬁg‘- =

; h.,-; ‘#
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Vst o b UynyTd = Uy (K.6)
Py = =i
*™ Ba

Si ademds consideramos la ecuacién de balance de cantidad de movimiento estabi-
lizacla, cuya expresién se deriva en el apéndice G, quedando en la forma siguiente,

Tmy — %hmw% =0 4,j=123 en 0} {KT)
bl

_ow . (um) 07y  Op
el I ekl Tl el

Podemos escribir, despreciando los términos de orden superior que,

Ovi o O, Bu Oy Gp
Pat +Pwa$j +,¢J'Uiamj Bz, +5;:—ft =0 (K.8)
y combinado (K.8) con (K.8), obtener,
un = v(xt) m+§—3‘~mr:“, en I'p, x(0,t) (K.9)

v, Ou 0y oy

T 5-5:_; dz; i Ay f

‘
V'm_‘
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Apéndice L

Un Procedimiento para el Cilculo
de los Parametros de Estabilizacion

En este apéndice presentaremos un procedimiento iterativo para el cdleulo de los pa-
rametros de estabilidad del método de cdleulo finitesimal. Para ello fijémonos primero
en un problema unidimensional estabilizado genérico, definide por,

hdr
rle) =57 (@ =0 0<z<| (L.1)

5i conocemos una solucién aproximada iz, del problema. (L.1), su evaluacién resulta
en,

hdr
r(po) = 5= (o) =m0 0z <1 (L.2)

Por otra parte, definiremos la media del residuo de una solucién numérica particular
sobre un elemento 0%, como,

1
‘FE - ﬁ /;]- Tndﬂ‘ (Lﬂ)

Si sustituimos la ecuacién (L.2) en (L.3), tenemos,

hodr b4
=t (o) = |5 (o) (L4)
donde, hemos llamado,
a = = / and§2 (L.5)
Y i




Si consideramos, por simplicidad, que h es constante por elementos, podemos es-
cribir (L.4) como,

F=7"(p) - % \.j—; (%)]” (L.6)

Supongamos ahora, que hemos encontrado una solucién numérica ¢, mejorada’,
entoneces, debe cumplirse que,

7 (o) =7 (1) = 0 (L.7)

Sustituyendo la relacion (L.4) en (L.7), podemos obtener una expresién para la
longitud caracteristica del elemento, dada por,

2(r* (i2y) = 7* ()
. o 2 - B)
T~ (2)T e

Puede demostrarse (ver [Ofiad98al) que la relacién (L.8) se cumple para valores
mayores que el critico en caso de la ecuacién de conveccidn difusion homogénea con
coeficientes constantes.

Si expresamos la longitud caracterfstica en funcién de una dimensién tipica del
elemento [*, como,

he =t

podemos escribir (L.8) como,

P 2 ("'e (%)E i (‘Pnn ; 1.9
() ™ () =

A partir de la relacién (L.9) es posible desarrollar metodologfas iterativas para
la resolucién del problema unidimensional estabilizado, como se muestra en [Ona98a
[OGI97b] . De la misma manera, es posible derivar esquemas para el cilculo de los
pardmetros de estabilidad en el caso general. La metodologia propuesta en [OGI97c]
[OGI97d] se basa en suponer en primera aproximacién que el vector de longitudes
caracteristicas toma la direccién de la velocidad, para luego corregirlo.

Tomemos el problema general estabilizado, dado por,

Lome puede obtenerse, por ejemplo, por un suavizado de la solucién original.
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rle) =5 (hV)r(p) =0 0<w <l (L.10)

Al igual que en el caso anterior, si conocemos una solucién aproximada 1oy del
problema (L.10), su evaluacién resulta en,

7 () — % (h-V)7(pg) =7 0<z = (L.11)
Que sustituido en (L.3), resulta en,

= r*n) - [ 09 ()| (L.19)

Si tomamos el mismo criterio (L.7) anterior y sustituimos en &l la relacién (1.12),
tenemos que,

(h® - ) [r* (1) =7 (0)] = 2[* (i21) = 7* (p0)] (L.13)

Donde se ha supuesto, que h es constante por elementos. Si, ademads, SUPONEmOos

que h' = ajl*o, donde v* es una velocidad media del elemento, la relacién (L.13)
puede escribirse como,

2[r* (i) = r* ()}
(L.14)
le (8- V) I (1) = 7 (i)

Una vez calculado iterativamente? af, cumpliendo la relacién (L.14), podemos cor-
regir la suposicién inicial hecha para h®, mediante |a adicién de un nuevo términe seglin
la direccion del gradiente de la variable, es decir,

-}
oy, =

] a
r
donde vt = i%fﬁ}V«p, de esta forma podemos ealcular el valor de af, gracias a la
relacién,

& [ (1) = (o)l — 0& (7% V) [ () - ()
(T&l ' V) [ (1) — 7 (i25)]

o >

Y ==

(L.15)

obtenida a partir de (L.13).
Una exposicién mis defallada de esta metodologia y de otras alternativas, junto
con ejemplos de su aplicacién puede encontrarse en [OGI97a] [OJ198].

Sustituyendo el signo = por =, puede definirse un proceso iterativo que asegura que al error
elemental no aumenta entre iteraciones.
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Notacién

La notacién que se ha utilizado en la presente monograffa es bastante estindar en la
literatura sobre métodos numeéricos en ingenierfa. Sin embargo dado el cardcter multi-
diseiplinar de este trabajo, ha sido necesario introducir ciertas variantes a los sfmbolos
utilizados cldsicamente, por su coincidencia con los empleados en otros smbitos.

Para la definicién de la nomenclatura téenica naval, incluida en el presente trabajo,
se ha utilizado el texto "International Towing Tank Conference. I'TTC Symbols and
Terminology List,” [ITT97].

Como norma general se escriben los valores escalares en letra cursiva, mientras que
los vectores se notan en dos formas; en negrita (v) para la representacién vectorial
clésica, y en notacién de fndices (v;). Respecto a los tensores de segundo orden, se
notan, de igual modo, en forma vectorial, en negrita con doble subrayade (_g) y en
notacién de indices a;;, La eleccién de una u otra forma en una férmula concreta se
hard en funcién de la mayor simplicidad y claridad de su expresién. En general, se
indica en el texto cudndo se ha introducido un cambio de notacién vectorial a notacién
de fndices y viceversa.

También indicar que, cuando se ha crefdo procedente, se ha aplicado la convencion
de Einstein de suma para los indices repetidos en productos y derivadas. Asi, por
ejemplo,

Oy, _ dra,
ha, By ;M_fa}"'

La convencién anteriormente mencionada sélo se ha aplicado a los fndices 4,7 v k,
al no ser que se indique expresamente lo contrario en el texto.

Cuando pueda dar lugar a confusidn, se sefialan con un acento "~" los vectores b4
operadores bidimensionales, frente a los t‘.ﬂdi:meugiuna.les que no lo llevan, Asf distin-
guiremos, por ejemplo, V.v =8¢ 4 2 | SU do 7. 5= Bu 4 B
El espacio de las funciones de cuadrado integrable sobre un dominio © se denomina

L*(Q), y la norma asociada a su producto interno se indica como,

1)l = 1/ f f(x)2do
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Se ha denominado H' (£2), al espacio de Sobolev de las funciones cuyas derivadas
(en sentido distribucional) pertenecen a L? (Q), definido por,

dy

H! (QJ = {x = R I !”X"L’{ﬂ) + iz

< oo}
L)

Mientras que H} (§2) es el espacio de funciones de H'(£2) con traza nula en el
contorno, esto es,

Hy () = {x e H' (Q) | x = 0 en 802}

Por otra parte; se notard con ||-|| yiq), la norma asociada a estos espacios,

1@l = e + | 2

L3 (0)

Ademys se ha notado como ||| t=(ey & la norma puntual dada por,

i@y = sup 1)

El resto de la notacién, no incluida aquf, se explica en el texto.
A continuacién, se incluye un pequefio glosario de sfmbolos utilizadoes en el presente

trabajo.
Q

Dominio de andlisis

Contorno del dominio

Contorno del dominio donde se prescribe el campo de velocidades
Contorno del dominio donde se preseribe la velocidad normal
Contorno del dominio donde se prescriben las tensiones

Contorno del dominio donde se prescribe el campo de presiones
Operador gradiente simétrico, de componentes £(-)

Operador gradiente tridimensional (?;%! 3"3-” . g’;)
Operador derivada sustancial o material

Operador producto externo de tensores, a ® a = a0

Operador contraccién de tensores, a: a = > aga;;
4d

Numero de Froude definido como F), = :%’5.
Nimero de Reynolds definido como R, = ELM

Niimero de Péclet v i= %
Médulo de Peisson
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Médulo de Young

Densidad del fluido

Viscogidad dindmica del fluido

Viscosidad cinematica del fluido v = pu/p

Coeficiente de conductividad térmica.

Coeficiente de conveccién, v = pe, donde ¢ es el calor especifico
Eslora o longitud earacteristica del problema

Presién dindmica del fluido

Presidn del fluido

Vector velocidad del fluide (componentes (u, v, fw) o bien (v, vs,vs))
Tiempo

Elevacién de la superficie libre en un punto dado

Parte desviadora del tensor de tensiones para fluidos newtonianos
Tensor de tensiones de Reynolds

Tensor de tensiones para fluidog newtonianos

Tensién tangencial del fluido

Vector de tracciones del Auido t = —pn 4 nt’ = nr
Componente 7, 7 del tensor 7’ -
Componente i, j del tensor 1%

Componente i, 7 del tensor T

Tensor identidad a
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