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PROLOGO

La presente monografia trata el problema del comportamiento de
los materiales rriceionales, especialmente del hormigon, mds alld de su
limite eldstico, Estudia los problemas de aplastamiento Y Jractura
describe un modelo constitutive amplio que permite una muy adecuada
simulacion de estos [enomenos.

La formulacton que aqul se presenta, surge del estiudio Teallzado
en la tesis doctoral: '"Ux Mobperno ConsTiturive be Danoe CoNTINUO
PARA MATERIALES Friccronanes”, escrila en la Escuela de Imgenteros de
Caminos Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de Cataluma,
en el anoe 1988, por Senaio OLLER bajo la direcelon de los PTOJs. Buaenio
Onate Y Javier OLIVER Y con el continue asesoramiento del Prof. Jacono
LupLiner. A pesar de los anos transcurridos desde su escritura, se
considera que actualmente tiene mucha vigencia por las posibilidades
que brinda Yy por las potenciales derivaciones que permite la formulacion
de este modelo constitutive. Por otro lado, desde su escTitura hasta el
presente se han distribuido mds de cien ejemplares, sin que haya habido
un publicacion oficial de la misma, considerando por ello que puede ser
de tmportancia su publicacion bajo el formato monogrdfco del  Centro
Internacional de Métodos Numeéricos en Ingenterta (CIMNE).

Con el modelo que G.C]‘U-'C 50 ’JJTESETH.&, se ha Tesuelto muchos
pmbtema,s del h-DT"m-'LgOn Y se ha EI'FET‘I.mem'.CL(LO com €Tito, en diversos
cenitros de iﬂﬂé&tigd.ﬂﬂﬂ, una gran cantidad de derivaciones destinadas
¢ estudiar el compotamiento de otros materiales con aplicaciones en el
drea de la mgemma. 2n geneml.. Por otro lado, esta lnea de Wﬂ-bﬂujﬂ
mantiene actualmente toda su potencialidad para conlinuar con nuevos
desarrollos 1 /o mejorar los Yo iniciados.

Prov, Stnaio OLLER

BARCELONA, 1992
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NOTACION

Pardmetra de {a funclan de Huencia prapuesta, que deflne ia relacidn
entre lo resistencia unlaxial, v equis-blaxisl.

Pardmetro da fa fupncidn de fluanein de Mohr-Collomb madificada,
que deflne [a relacion entre resistenclas uniaxlales;

Pardametro de {a funclen de uencia propuesta, que define fa refacion
entré o feslstencia unlaxial a compresion y a tracelon,

Factor de retenclon de tensionas cortantes,

FParametro de o funclon de fluencia propuestia, que define fa relacion

antre radios octaddricos maximod,

¢ Doformacicn actaddilea de coite,

: Funclon de Kronecker.

; Desplazamienta maxlmo.

v
&
O
3
v
.

s
.

; Tenzor de segunde orden de deformaciones, expresade en notacion

indiclal v tensorial,
Parte simétrica del tensar de segundo orden de deformaclanes, expre:
sado cameo matrlz columna,
.Dnrqrmncfdn dasarrolinda durante un proceso elistico.
Defarmacion deiatiollada durapte un proceso de degradacion.
Daformacion desarrolfada durante un proceso de plistico,
Deformacién desarrcllada durante un proceso de flsuracidn,
Compenente de daformacion principal I-ésima, del tensor de
deformaciones,
Deformacion principal mayor, Intermedla ¥y menor en un punto.
Deformacldn unlaxial qdulvﬁn‘qntn, de Comprasion, de traccldn,
Deformacicn p!ﬁ”dn urilaxial equivalente.
Deformacisn octaddrica normal,
Angulo entre la tenslan princlpal mayor, o la defarmacian prinelpal
mayor, con el e de referencia global @y .
Variable de sndurecimiente pldstice,
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: Varlable de daflo pldstico,

=\l de ln varlable de dafio pldstico, a partle de la cual, ta cohesicn

se hace cero,

: Factor de escala de la funcidn de endurecimlento plistico.

: Factor de consistencia plastica.

- Factor da considlencia de duqrndnc;‘dn.

- Mddila de Paisson, valor Iniclal, y mddilo ficticla,

: Disipacidn tetal de enargla.

 [nvariantes definidos en al espacio de Westergard. Dependen de Iy |
Jg iy Jg, J3 recpactivamenie.

: Tensor de segundo orden de tensiones, expresade en notacldn indicial
v tensarlal,

| Parte dlmdtrica del tensar de sequinda ardan da tensiones, expresado come mateir ¢

| Tension desarroliada durante un proceso elistico..

! Tepslén relajada durante un proceso de degradacion.

: Tansian relalada durante un procese de plistice.

: Companente da tenslon principal i-édima del tensor de tenslonas.

: Tensidn prinelpal mayar, intermedia y menar an un punto.

s Tensida unlaxial de compresion, resfstencia a compraslon en el primel
limite de discontinuidad, resistencia miixima o de pico.

- Tension uniaxinl de traccidn, resistencla a traceién en el primer limite
de diseantinuldad, reslstancla mdxlma o da pleo.

: Tenslon equis-blaxlal a comprecidn, v reslstencia a en el primer limite
de discontinuldad,

© Tensicn unlaxial equivalente, de Compresian, de tracelon,

> Tensidn actaddrica normal,

= Tensidn ectaddrica de corte,

: Funclén de degradaclén definida en e aspaclo de deformaclones.

: Funclén potencial de degradacldn, definida en el eipacio de defor-
maciones,

: Angulo de reramiente Interno, y su valor mdkxima,

;. Angulo de rozamisnto Interno a velumen constants,

: Escalares de degradacién elistica,

Angulo de dilatancla interne, v su valor maximo,

Energia potencial libre,

. Parte sidstica v parte plisiica de la ensrgin potenclal libra,
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Enargia especifica complemesntaria.

Pardmetro que consfdera la influencla de la tenslén principal maxima
ail Ins componentes del vactor f .

FPardmetro de endurecimiento plistico.

Superficle de la cara de una fisura.

Conatante gue interviene en la determinacidn de las deformaciones
afectivas — depande de la funclén G .

Cohesldn entra particuias — funclén de endurecimiento plistico.
sxpredada a partlr de una lay de evoluclon interna del proceso.

Valor Inicial de la cohesion = corresponde al iimite de discontinuldad
indcial.

Funcldn de svolucidn explicita de la coheslén para un proceso de
compraiidn uninxinsl.

Fiinelan da avoluclén explicita de [a cohesldn para un proceso de

tracclan imn Taxial,

: Tensor de cuarto ordan de rlgldez elistlca degradado, expresado como

una matriz de G % 6
Tanzor de cuarto arden de rigider alistica dagradads durante un pro=

cora pliditico, axprasada como Lina matrir de 6 * G

: Tenigor de cuarto orden de rigider elasto-plistica degradado, expresado

come una matrlz de G = G .

Tensor de cuarto orden de rigidez eldstlca secante, expresado en no-
tacian Indicial v tensorial.

Tensor de cuarto arden de rigldez elastospldstica tangente, expresado

en notacién Indicial y tensorial,

: Tensor de cuarto orden de rigider eldstica secants, expresado come

una matrlz de 6= 6.

Tensor da cuarte orden de figider elagte-plistica tangente, expresado
coma una matelz de G % G
Matriz de rlglder dof material virgen,
Matrlz de flgidez del material fidirade,

Funcldn de degradacidn definids e sl espacio de tensionas,
Cperades desviadeor,

Varlable eicalar de degradaclén.

Variable tensorial de degradacidn eldstica.

Variable tensorlal de degradacién eldstica.
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; Tansor de sagiunda orden desviador de deformaciones, expresade en

notacidn Indicial ¥ tensorlsl,

Dreformacion de una fisura en eles locales,

: Madide sldstice o de Young, ent el instante Inlclal, y secante,

Funrcion escalar de tenslones,

Funcidn de fluencla plistica, definida en el espacio da tenslonpes,

: Maduls de rigldez a cizaliadura, Inicial, ¥ secante,

i
i

Vector pormal a la suparficie de fluencla plistica.

Vactor normal a la superficie de potencial pldstico.

Funclan da degradacidn definida en el espacie de deformaciones.
Energia especifica de fractura.

Energla aspecifica plastica dislpada.

Energla especifica pldstica disipada al finalizar un proecese unlaxlal
ineldstice de compresicn.

Enerafa especifica plistica dislpada al finalizar in praceso unjaxial
inaldstico de traceldn,

Funelén de potencial plastico, definida en el espaclo de tensiones.

Energin de fractura por unidad de drea fracturacda, y enargla da

aplastamiento,

Tensor de segunde orden, funcldn del estade actual del proceso
elaslo-plditico,

Exzcalar. funeidn dal estado actual del proceso elasto-plistico.
Funclén tensorlal de avolueldn Interna de fa deformacisn plistica.
Euncidn escalat de evoluclon Interna, de fa varfable de dafle pldatico,

Funcldn escalar de evolucldn Interna, de la variable de cohealsn,

r Funcidén escalar do evaluclon interna de la

e

variabla ] de degradacldn plastica.

Euncidn de endurecimiento de degradacidn..

: Tansor de cuarte orden de flexiblildad aldstica, expresade én hotaeldn

Indiclal y tensorial,

AMatrlz unldad o Identidad.

Primar, segundo v tercer [nvariante del tensor de tenslones 0 -
Primer, segundo v tercer Invariante del tensor de deformaclones €
Primer, segundo v tercer Invaclante del tensor desviador de tensiones
LIRS

Primer, segundo y tercer Invarfante del tensor deaviador de daformas
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Vectored due dan la direceldn de |a degradacidn eldstica.

Coseficlente de sscala entre la cohesidn ¥ Ia tensicn uniaxial de cam-
presldn y traccldn respectivarnente = dependen del criterle de Huencia

Funcidn da endirecimiento plistico,

: Madulo de rigidez valumdtrice, en ol instante [njclal, ¥ secante,

a
:

-

Factores de Intensidad de tension.

Tenacldad del mateiial.

Constantes de aluste entre resistenclas waxlales, para la la funcidn
de Mohr-Caulemb modificada,

Vactor definido en el espacio de tenslones.

Ancho de una flsura distribufda.

Anche de la zena dafiada pldsticamente.

Matrlz de transtormacidn de un slstema de referencla lecal a8 uhe
global.

Viirlabiles Internas eldstlcas.

\lnr.'nhl'a.-; internas plasticas.

Funcidn de la relacidn de resistenclas unlaxlales,

Limite iniclal de degradacion.

Factor de peso correspondlente al volumaen del ma tarial inerte.

Tensidn en una fisura en ejes locales,

Tensor de segunde orden desvindor de tenslones, expresado en hota-

cldn Indleial v tensorial.
Energia Elﬂldml:i parirmal,

Slstema de referencia global,
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CAPITULO |

INTRODUCCION ¥ OBIETIVOS

Li- INTRODUCCION

Bl comportamiento de las estruciuras sometidas a solicitaciones externas, ha
sido objeto de intenso estudio desde principios de este siglo. Debido a la
gran complejidad que involucraba su andlisis mediante la “meednica-tedries™
701 18] g recurrin frecuentemente, a procedimientos basados en hipdlesis
que simplificaban drasticamente los principios de esta ciencia, combinados con
formulaciones empiricas elaboradas a partir de una gran cantidad de resultados
expearimentales, As{, en un pasado reciente ( primera mitad de este siglo ),
mediante estos procedimientos simplificativos, solo se podian resolver algunos de
los innumerables problemas del disenio estructural. Estas técnicas, atin hoy siguen
teniendo vigencia en la resolucién de problemas triviales, donde las hipotesis
simplificativas no son tan severas y el bagaje de conocimientos experimentales,
sobre el tema de anilisis, es muy amplio.

Peroa en ln actualidad existe, entre ofras, una léenica basada en
procedimientos numéricos de aproximacién de funciones, que se conoce con el
nombre de “método de los elementos finitos™ P U4 y que es, para algunos casos de
disenio y verificacién estructural, una necesidad de uso antes que una alternativa.
Fsta potente técnica numérica permite desarrollar estudios mis realistas sobre
el ecomportamiento de las estructuras, que los llevados a cabo en el pasado por
medio de simplificaciones necesarias debido a razones praclicas.

La investigacién basada en cualquier téeniea numérica, se nutre
necesariamente de andlisis experimentales que corroboran su fiabilidad. De esta
forma, los estudios numéricos tratan de reproducir los resultados experimentales
desarrollados en pequenn escala (muestras de laboratorio), y los “catrapola” a
una escalun mayor (nivel estructural). Esta posibilidad de extender el concepto de
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un comportamzento fisico simple a uno compleje, se logra gracias al uso de una
formulacién matemética, capaz de describir el funcionamiento fisico macroscipico
de los séhdos, gque recibe el nombre de “modelo constitutive de un material®.
Los fundamentos de la aplicacién prictica de estos modelos de simulucion de
comportamiento, se encuentran en la concurrencia de la “mecdniea-tedrica” Junto
a las “téenicas numéricas™! conjuncién de conocimientos tedrico- numéricos que

en la actualidad ya se conoce con el nombre de “mecdnica- computacional”.

Los modelos constitutivos destinados a simular el comportamiento de los
materiales friccionales, han tenido un marcado desarrollo en los dltimos anos.
La razén de ser de estas formulaciones mateméticas y de su constante evolucién,
se encuentra en la insuficiencia que presentan las teorias constitutivas mis simples
(como la ley elistica-lineal) para reproducir el comportamiento fisico de los
materiales friccionales dentro de todo su rango de trabajo. En general, se
han formulado diversos tipos de modelos constitutivos que van desde reproducir
procesos eldsticos lincales o no-lineales, a  ineldsticos dependientes (o no) del
tiempo. Ademds, estos modelos también han sido formulades considerando leyes
de compatibilidad en pequeias y/o grandes deformaciones, y en configuraciones
de equilibrio para pequeiios y/o grandes desplazamientos,

Para el eago particular del material estructural lamado “hormigén-armado™,
existen distintas allernalivas que permiten simular su respuesta ™ Entre éstas,
es posible definir dos modelos constitutivos | uno para el acero y olbro para el
hormigén; siendo ¢l método de los clementos finitos el encargado de obtener
el comportamiento compuesto de ambos a la vez. En el caso que la unién
acero-hormigon no sen perfecta, el mismo método, mediante elementos finitos
especinlmente definidos (elementos de juntas), puede contemplar una adherencia
euasi-perfecta entre los dos materiales, permitiendo asi emular el comportamiento
del material compuesto. Con esta téenica no es necesario afectar a las leyes
constitutivas de eada material simple, ni definir un modelo constitutivo especial

para ¢l hormigon-armado.

El trabajo desarrollado en esta tesis, formula un “modele constitutive
que permite simular ¢l comportamiento de un material cohesivo-friccional”, con
especial énfasis en el hormigén (cap. IV). Las bases del modelo se encuentran en
ln “mecinica de los medios continues”, la que permite presentar una formulacion

consistente sobre el comportamiento fisico de los gélidos en general, y en particular
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de aquellos que resisten gracias a la accién conjunta de la cohestén y lu friceidn

entre sus particulas granulares,

Para aplicar la formulacion tedrica del modelo, v poder resolver los ejemplos
de comprobacién (eap. V), ha sido necesario recurrir a soluciones numéricas, que
en algunos casos presentan ligeros cambios respecto a las ya existentes (Ap-I1).
Este trabajo tedrico-numérico, ha sido introducido en un programa de elementos
finitos, desarrollado para este fin exclusive (Ap-II).

Para poder establecer una comparacidon mas objeliva entre esle modelo,
formulado para describir el comportamiento del hormigon, y otros ya existentes
destinados al mismo fin, se presenta una relacién de modelos constitutives que
incluye las mis recientes investigaciones sobre el tema (eap. I17).

1.2.- OBJETIVOS

Con ¢l dnimo de aumentar el conocimiento sobre el comporiamiento fisico,
mecdnico y numérico de los hormigones, se han desarrollado en el mundo
diversas corrientes investigadoras que han profundizado en estas tres disciplinas
basicas, dejando un apreciable cimulo de experiencias aprovechables. En este
trabajo se pretende hacer un aporte al conocimiento ya existente, analizando el
comportamiento del hormigén desde el punto de vista *mecinico-numérico”.

Las motivaciones que impulsaron a este estudio se encuentran en los
innumerables interroguntes que, a pesar de todo lo que se ha investigado en los
dltimos afos, ain subsisten sobre el conocimiento del hormigén, dentro de su
rango total de comportamiento.

Hasta la escritura de esta tesis, el continuade trabajo de investigacion ha
producide diversos modelos constitutives, unos mas polentes que olros (mp,
ITI); pero por norma general, cada modelo ha tratado de solucionar uno o mis
problemas, segin sea la exigencia y la motivacién que haya conducido a su
desarrollo. Bl modelo constitutive que aqui se presenta, como todos los ya
formulados, tiene una estructura matematica limitada; pero estd orientado a
solucionar algunos aspeclos que otros no han considerado @ El comportamiento
total y unificado de procesos a compresion y/o traccion, considerando los

respectivos fenomenos de aplastamiento y fisuracion, a travds de una wnica
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formulacion tedrica . Los resultados oblenidos son bastante buenos comparados

con los gue proporcionan los estudios experimentales (cap. V).

Enire las caracteristicas mis deslacadas del modelo que se presenta, se pueden

citar lag siguientes:

Trata en forma unificada los procesos mulliariales a lraccién y compresion,
mediante una formulacién ineldstica sélidamente fundada en la teoria

matematicn de In plasticidad,

Define entre sus variables internas, la varinble de dafio pléstico ¥ la echesién,
y permite, si fuese necesario, definir tanbién como variables internas el
rozamiento entre particulas, v In dilatanein, Fstas variables internas, signen
una ley de evolucion que depende del proceso elasto-plistico mismo, y de unas
funciones que son ajustadas a parliv de resullados experimentales uniaxiales,

Permite definir distintos tipos de criterios de discontinuidad inicial (fluencia
inicial para los melales) y subsecuentes superficies de cavga pléstica,
controladas por una regla de endurccimiento que fiene un sentido fisico
directo, estableciendo usi los distintos estndos elasto-plisticos consistentes,

Trata el flujo pléstice a través de una regla de normalidad, asociada a una
superficie de potencial plastico, que puede o no coineidir con las de carga
plastica. Esta funcién potencinl es la que garantiza el control del fendmeno

de dilatanein.

Considera que los materiales no solo tienen distintos limites tensionales de
falla a traccién y a compresién, sino también distingue para cada uno de
egtos procesos, deformaciones tltimas diferentes. Esto se consigue medianfe
una generalizacidn de la varinble de endurecimiento plastico, a la que en este

modelo se le ha dade el nombre de variable de dafie pléstico.

Permite simular el compertamiento mulliaxial, o partir de datos que surgen
de ensayos experimentales untazialea.

Trata el concepto de daiio y su macro-direcctonalidad, n pariar del fendmenao

de localizacion de deformaciones,

A modo informativo, obtiene el dario local (dafio en un punto), y su direccion,
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mediante un posi-procesamiento de resultados, una vez que se converge al

eatado de equilibrio.

La inclugién de una formulacién constitutiva de este tipo en un programa de
elementos fintlos de propdsito general, eapacitado para el cileulo no-lineal no

s excesivamente costoso, mas bien relativamente simple.

L3.- CONTENIDO

La tesis formule un modelo constitulive para simular el comporiamiento de un
material mhmz'-up..fr:’ccimml, cont una especial orentacion haeia los hormigones.
Esta dividida en cinco capitulos, de los cuales esta introduceién e el primero,

In el capftulo sequndo, se hace una breve descripcion de las propiedades
bisicas del hormigdn. Estas permiten comprobar el grado de aprozimacidn, al
comportamiento real, que se logra con el modelo constitutivo formulado.

in el capflulo tercero, se presentan, en forma sintética los medelos
I '

constitulivos mds usuales, incluyendo los de recienie aparicién. Se da especial

importancia nl tratamiento de aquellos que hacen uso de la teorfa de In plasticidad.

En el capitulo cuarto, tema central de la tesis, se describe in-exlenso
la formulacién del modelo, comenzando por la presentacién de sus variables
infernas, hasta llegar a establecer su forma mds genceral, incluyendo el fendmeno
de degradacién de rigides durante el proceso elistico y/o plistico. En este mismo
capitulo, se presenta un nuevo eriterio de fluencin desarrollade para mejorar las
aplicaciones del modelo. También en los anexes de éste, se desarrollan {emas
que complementan la formulacién del modelo, y que fueron separados del cuerpo
principal del capitulo para ofrecer una presentacion mas clara. Fntre los temas
tratados en dichos anexos, se encuentra una meodificacién de la funcion de Mohr-
Coulomb, con la que se han resuelto gran parte de los ejemplos de verificacion.

Bn ¢l capilulo quinte, se describen algunos ejemplos de verificacion,
que dan muestra de la bondad de los resultados obtenidos para distintos
problemns seleceionados. Especialmente, a partir de éstos se puede controlar
el funcionamiento del modelo numérico frente a cada comportamiento mecanico.

Por tltimo, al final de la tesis se presentan apéndices que desarrollan todos
aquellos conceplos ya conoados y que sirven de apoyo al temnn central desarrollado
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en el capitulo IV. No obstante, en éstos se describen también algunos enfoques
particulares de gran importancia sobre la teoria de la plasticidad clisica. Ademas,
se propone una modificacidn simple y original sobre la Léenica numérica de control
de desplazamientos, a través de un camino plano, que mejora la convergencia
hacia la solucion durante la resolucion del sistema de ecuaciones no-lineales; y se
desarrolla una variante sobre el algoritmo de retroceso radial de Buler, que mejora
la integracién numérica de ln cenacién constitutiva clasto-plistica para procesos
gue incluyen ablandamiento por deformacidn, y por dltimo, se propone Lambién
un algotitmo de control de plastificacion para ser tratado dentro de los métodos
de control de desplazamiento antes mencionados,

La estructura eon que se ha redaciado la tesis, permate consultar directamente
In formulacion del modela constitutivo que se propone, mediante una lectura del
capitule IV y sus respectivos anexos (An-4, An-8, An-C y An-D); y UET‘IﬁCﬂI‘ AU
cualidades a través de los ejemplos presentados en el capitule V. Debido a que
durante la lectura de estos dos capfiulos pueden presentarse algunos conceptos
que requieren mayor  explicacién, se desarrolla una parte auxiline compuesta
de dos apendices. El primero de ellos (4p.I), junto con sus dos anewos (An-
E y An-F) | tratan algunos conceplos de la teoria de la plasticidad cldsica gue
sitven de base para la interpretacién del inodelo constitutivo; y el segundo, Ap-11,
eaté orientado al tratamiento numérico de los temas que han requ erido mayor
atencién en la implementacion de este modelo constitutive.

[n los capitulos Iy ITI se hace un estudio sobre el conocimiento actunl del
comportamiento del hormigén y las distintas formas de modelar matemdticamenta
dicho comportamiento, respectivamente, permitiendo cotejar el eonceplo basico
de los distintos modelos existentes con el que se propone en esta tesis.
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CAPITULO 1l

PROPIEDADES BASICAS DEL HORMIGON

IL1.- INTRODUCCION.

En este capitulo, se hace una breve presentacion, de algunas de las caracteristicas
y propiedades bisicas del hormigon sometido a estados de tensidn uniaxial, biaxial
y triaxial.

Es evidente que un mejor conocimiento del material que se pretende modelar
matematicamente, asegura una mejor concordancia del modelo constitutive que
se formula, con la realidad que se desea simular, Asi | este capilulo puede servir
como una gufa breve de las propiedades basicas mis importantes que deben
considerarse en la formulacién de un modelo constitutivo para hormigones, y
también como informacién sobre los valores y rangos de validez de las magnitudes
mas significativas que condicionan la respuesta mecanica de este material.

FEl comportamiento del hormigén es altamente complicado e influenciado
por distintos fendmenos, intrinsecos y extrinsecos, que hacen necesario recurrir
a hipétesis simplificativas que conduzcan a drasticas idealizaciones sobre su
comporiamiento, con el fin de poder modelarlos malematicamente bl s
bien sabido, que éste resulta muy influenciado por la formacion y desarrollo de
micro-fisuras en el mortero y en la interfase entre mortero y agregado pétreo M
Fstos defectos se inician en la etapa de curado, y crecen en [uncion del estado
tensional al que se somete el cuerpo del sdlido M durante su vida itil. El
fenémeno de micro-fisuracién y deslizamiento entre particulas granulares, conduce
a un comportamiento altamente no-lineal e inelastico, tal que la ley constitutiva
tensidn-deformacidn, estd caracterizada por un periodo elastico inicial, seguido de
un comportamiento inelistico con endurecimiento y gradual pérdida de rigides,
que conduce a una etapa posterior dominada por ablandamzento. Esta micro-
fisurncién es la responsable del fendmeno de expansion de volumen inelastico,

conocido con ¢l nombre de dilatancia P%
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Debido a que la resistencia a traceion es sensiblemente mas baja en la interfase
mortero-agregado pélreo, se produce una pérdida de tension en el material
compuesto (hormigén), que se reflejn en una resistencia a traccion sensiblemente

menor que a compresion P

11.2.- MECANISMOS DE FALLO EN EL. HORMIGON.

Existe una gran cantidad de investigadores que en los tltimos anos han trabajado
en el estudio experimental del comportamiento del hormigén. Entre el edmulo
de conclusiones que han alcanzado, se puede encontrar ln deseripeibn de los
meeanismos de iniciacion y avance progresivo del dafio por fractura. Es posible
observar que las micro-fisuras existen en la masa del hormigén, atin antes de

[27l)[44049]  Fetn micro-fisuracién previa,

infciar cualquier proceso de carga
se encuentra normalmente localizada en la zona de transicion entre el agregado
pétreo y el mortero de cemento o matriz, y algunas veces aleanza a penetrar

dentro de esta iltima B3I

De la observacién realizada en hormigones sometidos a efeclos de carga,
resultan identificables cuatro mecanismos de dafio, que pueden ser clasificados

[a4]

gegin su orden cronolégico de aparicién fig.(11.1) ;e

- Microfisuras en la interfase entre agregado péireo y la pasta de cemento,
debido al desprendimiento del drido,

~ Incursiones en la pasta de cemento, de las micro-fisuras originadas en Ia
interfase con el agregado péireo.

- Fisuras originadas en el mortero o pasta de cemento, con una orientacion
dominante, normal a la deformacién principal de traccién [3j129](136)
También aparccen en estn elapa, nmevas fisuras que interconectan las

oquedades o espacios vacios que existen en In matriz.

~ Clonexiones entre las distintas fisuras, lo que conduce al fallo total del sélido.
En este lfmite dltimo, el drido provoca un efecto de curia o engranamienio
entre las caras de las fisuras, contrarrestando la pérdida de resitencia que se
ha producide en la direccién normal a ella.
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Mecanismos de dafio en el hormigdn (44]
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dentro del sélide, llegando a concentrase en determinadas zonas del mismo (zona
de dano),

Superando el mivel microscopico, se punede observar una  direccion
predominante de lag fisurns, Asi pues, la orientacién de éstas queda mareada por
el lugar geométrico que describen los puntos dafiados (fenémeno macro-direccional
o no-local) y no por eada simple punto dafiado ({fendmeno macre-direccional o

local).

[1L3- COMPORTAMIENTO DEL HORMIGON SOMETIDO A CARGAS, Y 8U
RELACION CON LOS MECANISMOS DE FALLO.

11.8.0- Comportamiento uniaxial & compresidn.

El proceso por el cual el hormigén sufre deformaciones en estado de
compresion uniaxial y llega al fallo como consecuencia del desarrollo e
interconexion de micro-fisuras, ha sido muy estudiado por diversos investigadores
psalliadliaoliraliranasl..  Fp o este apartado, se fratarin las caracleristicas
fundamentales del comportamiento tensién-deformacion del hormigdn fig.(11.2), que
surge de estudios uniaxiales a com presion simple. Los resuliados que se comentan,
se obtienen normalmente a través de una medicién de la deformacion, referida a
una longitud menor que tres veces el tamaiio miximo del drido grueso . En

este contexto las fisuras no son evaluadas como una discontinuidad del material
{14]

Mediante el tipo de comportamiento volumétrico que exhibe el sélido, se
pueden distinguir durante un proceso de carga cinco estados de respuesta bien

definidos:

Estado 11 periodo de acomodamiento, donde los poros tienden a cerrarse,
tramo (O-E') fig.(1.2). Este perfodo se caracteriza por una disminucién de la
deformacién volumétrica (apart. IV.4.d), manteniendo constante su rigidez,

Estade IT : perioda eldstico lineal, que se inicia & una tensién aproximada del
10"/, de la maxima, tramo (B'-E) fig.(11.2), y su caracteristica fundamental es el
mantenimiento constante de la rigidez y del madulo de Poisson.
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fig.(11.2): Respuesta esquematica a compresién uniaxial, estados de tensidn en el hormigdn (4]

Estado II1 : periodo eldstico no-lineal, que se inicia a una tension de alrededor
del 357/, de la mixima, tramo (E-F) fig.(11.2), y su caracteristica fundamental
estda  marcadn por un proceso donde las deformaciones, que son tolalmente
recuperables, crecen mds que las tensiones. Esto se debe a la presencia de un
fendémeno de degradacion de rigidez "1

Eatado IV ¢ pertodo ineldstico acompanado por un hinchamiento, que se inicia
a una lension del orden del 75/, de la mdxima (Hmitc' de discontinuidad de
Newman 199 ), tramo (F-M) fig.(1L.2). Se caracteriza por el aumento de las
deformaciones nelasticas, mayor pérdida de rigidez, incremento del coeliciente
de Poisson (hinchamiento) y crecimiento de las micro-fisuras, en la pasta de
cementlo, cuyo plano se orienta generalmente en forma normal a la deformacion
maxima positiva (estiramiento) P90 Fn compresion uniaxial, estos planos

[7a)l120]

ge orentan pa.mleln.mente a ln mixima tensidn de cmnpmuién , situncidn
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gue coineide con el erifenio antes mencionado.  Este estado de comportamiento,
puede asociarse con un proceso plistico, siempre que se relacione el desarrollo de
deformaciones permanentes con el fendmeno de micro-fisuracion o)Al |

Estado V : periodo inelistico acompanado por un smportante incremento de
deformacion y pérdida de la estabilidad bajo carga soslenida. Se inicia a una
tension del orden del 957/, de la mixima, tramo (M-L) fig.(1L2), Se caracteriza
por gue en algunos punios, comienza un proceso de propagacién inestable de
fisuras, Parn el estudio experimental del comportamientio mdis alld  del pico
de tensiones, es necesario realisar un ensayo con control de desplazamiento;
situacion que conduce a observar un ablandamiento en el material (pérdida de
{ensién con incrementos de deformacién). Inmediatamente después de superar
la tensién de pico, ocurre un fenémeno de disminucién brusca del incremento
de volumen, llegando rapidamente a producirse [uerles incrementos negativos
de volumen fig.(11.2). Con el inicio de este quinto estarlo, cunr.‘.luyﬂ: el fendmenao
de micro-fisuracién para dar lugar & un fenémeno de fisuracién macroscpica
(EAEAECIR] - (maero-fisuracién).

Estos cinco estados, se encuentran en gv_'m:rn.l para cualguier hormipén,
independientemente de su resistencia. 5S¢ encuentra ademis, que el pico de
tensiones maximas ocurre siempre para deformacioned del orden del 2.5/, ,
y que el aumento de la resistencia maxima, hace que el material fenga un
comportamiento mds fragil ™.

En lo que respecta al médulo de elasticidad inicial EY | se puede decir que
depende de la resistencia maxima a compresion. Es habitual estimar su magnitud,
a través de expresiones formuladas empfricamente [©03)

Para hormigones, la relacion de Poisson ¢ oscila entre 0.15 < v < 0.22
siendo un valor razonable 0.19 o 0.20 . Esta. relacién, para procesos uniaxiales,
se mantiene constante hasta el 75 — Sﬂ"f,, de la tensién pico, incrementandose

despues de este limite hasta valores proximos a v = 0.5 P,

I1.3.h- Comportamionto uninxial s traceidn.

La forma de las curvas tensidén-deformacién a traccion, muestra mucha similitud
con la de compresién uniaxial descrita en el apartado anterior PR g6l
que el rango de comportamiento lineal se mantiene hasta limites mis cercanos al
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pico de tensiones (resistencia maxima a traceibén) fig.(1.3), Se pueden distinguir
tres estados de comportamicilo:

10044
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fig.(11.3); Respuesta esquemitica a traccién uniaxlal, estados de tensién en el hormigén (4

Estado I 1 Hasta tensiones menores al 60°/, de la méxima resistencia
a traccién, se puede despreciar ¢l fenémeno de formacién de nuevas fisuras,
manteniendo un comportamiento eldstico-lineal. El final de este periodo marca
el limite elistico fig.(11.3).

Estade IL: Por encima del limite elastico se inicia un crecimiento de las micro-
fisuras (mayor desprendimiento del agregado pétreo), bajo un procesa de carga
estable ™ | que se mantiene hasta alcanzar el 75°/, de la tensién pico, donde
la propagacién de algunas micro-fisuras se hace inestable, exhibiendo en la curva
tension deformacién un comportamiento ligeramente no-lineal hasta alcanzar el
pico de lensiones,

Estade I : Bl desarrollo de las fisuras se localiza en una zona pequena del
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sélido 1"y se inicin un proceso inestable con rapida propagacion de las fisuras,
que s6lo puede ser capturade por maguinas de ensayo muy rigidas PRy
caso contrario s6lo se registra una caida brusca de tensién, que hace pensar gue
se trata de un material mucho mas {ragil de lo que es.

133 han registrado,

BEs importante remarcar que Hughes and Chapman
durante ensayos de traccién umaxial, deformaciones nllimas treinta veces
mayores que las correspondientes al pico de tensiones, En cambio DiTommaso
M manfiene que la deformacion maxima de traccidn es del orden de cuatro veces
més alta que la registrada en el momento de alcanzar el pico de tensiones. Es
probable que esta seria discrepancia surja de In forma en que ambos investigadores

han realizado los ensayos.

La relacién entre la resistencia uniaxial inicial a compresién y traccidn
puede variar considerablemente entre los siguientes limites 10.0 < onlop <
20.0 [22)133]

1 médule de elasticidad en traceidn uniaxial es algo mayor que a compresién
uniaxial, el coeficiente de Poisson algo mis bajo, y la deformacién en el pico de
tensiones oscila entre 0.07%/,, y 0.15%/., .

I1.8.c- Comportamiento binxial.

[l vasto espectro del comportamiento de las estructuras puede ser muchas veces
aproximado mediante estados planos de tension o deformacién, resultando por
lo tanto de gran interés el estudio de la respuesta del hormigén bajo estados de
{ensién biaxial. Para diferentes combinaciones biaxiales de tensiones, el hormigon
exhibe propiedades distintas que las descritas para procesos uniaxiales de traceién
o compresion. In lo que respecta o su resistencia méxima, se pueden observar
incrementos del orden del 22.0 - 25.0°/, para estados de compresion biaxial con
iina relacién entre tensiones principales maximas y minimas de (oy/oy) = 0.5,y
del 16.0"/, para estados de compresién biaxial con una relacién entre tensiones
principales miximas y minimas de (o3/o1) = 1.0 (FI039T fig (11.4,8), Ademds, para
eslados de lraccidn-compresién, la resistencia decrece cast linealmente cuando la
{ensién de traccién crece. Para tracei6n biaxial, la resistencia es muy similar a la

que se obtiene en Lraccién uniaxial PO

Para compresién biaxial, el hormigén sulte un incremento de rigidez inicial,
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—18= Capitulo Il : Propiedades bdsicas del harmigen. —

02

04

D&

0.8 ;
lammanId il

1.0 L -
1.2 -
I i | | 4 | 1
iz 1.6 0B 0& 04 02 0 -02

fig.(11.5); Superficie de discontinuidad Iniclal y de resistencia pico [13e]

respecto de la respuesta uniaxial, que puede ser atribuido al efecto Poisson
1341y up incremento de ductlilidad en el pico de tension fig.(114.b), que indica
que hay una reduccién del dafio interno (13 Hay también una disminucién de
volumen mag marcada que para ¢l proceso uniaxial de compresion fig.(114.¢).

La formacién de las fisuras ocurre aproximadamente en una direccidn
perpendicular a la mdzima deformacion de traceion BEl3%)situacion que puede
ser comprobada en los modos de fallo que da Nilssen ™ para las distintas
combinaciones posibles de tensién biaxial fig.(11.6).

Fista micro-fisuracién, es una de las principales causas que producen un
comportamiento no lineal en el hormigén, y que conducen a desarrollar el
fenémeno denominade dilatancia P

La superficie de discontinuidad inicial en hormigones (para los metales la
primera superficie de fluencia), mantiene su forma a medida que evoluciona el

proceso de carga 1 | de manera que el endurecimiento o el ablandamiento
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isotrépico producen, como es obvio, un ereaumiente o decrecimiento homotético

del dominio elistico, respectivamente fig.(11.5).

fig.(11.6): Modos de fallo para distintas combinaciones biaxiales de tensidn (83} |

I1.3.d- Comportamiento triaxial 4]

Bajo comportamiento triaxial de tensiones, el hormigon exibe una superficie
de discontinuidad como la que miuestra la fig.(IL7.a). Estudios experimentales
realizados sobre hormigones, demuestran que estas superficies pueden ser
definidas en funcién de tres invariantes €, p, @ (anewo-E), que se interpretan
geométricamente como las coordenadas cilindricas de la superficie de fluencia
en el espacio de Haigh-Westergard (espacio de tensiones principales). Algunas
propuestas indican que la condicidn de fluencia, bajo estados triaxiales de tension,
puede ser representada por solo dos invariantes de tension ., ¥ 7o, siendo
éstas las tensiones octaédricas normal y de corte respectivamente, sin embargo las
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formulaciones mas generales tienen en cuenta la mfluencia del tercer invariante,

a través del dngulo de similaridad @ .

Algunos investigadores encuentran que la forma y posicion de la superficie de
fluencin, es independiente del proceso de cargn, al tiempo que otros afirman lo

contraria M

[72] indican que el hormigén  exhibe un

Ensayos experimentales
comportamiento no-lineal en tensién deformacidn bajo estados hidrostaticos de
tensién. Ensayos de esle lipo, indican que para un punto que se encuentra sobre
la superficie de fluencia, con una presion hidrostatica constante o, = cte
gi se incrementa la tension octaédrica desvindora en  Ar,, se produce, como
es obvio, un incremento de la deformacién tangencial octacdrica Ay, , que
viene acompaiade por un incremento en la deformacién normal octaédrica
Ae.. , situacién que deriva de considerar un flujo plistico con una componente
octaédrica distorsional y otra normal (caracteristica de los materiales friccionales)
(ver también el concepto de dilatancia apart. IV.4.d). Fsle incremento de
deformacion octaédrica normal, marca una de las caracteristicas mas significativas
del hormigdn, que es su incremento de volumen (dilatancia), Otra caracteristica
digna de destacar, es el incremento de duetilidad que se produce con el incremento
de la presion hidrostatica fig.(11.7.b).

IL.3.e- Conclusiones generales sobre ¢l comportamiento del hormigén sometido a

cargns.

De los trabujos realizados por los distintos investigadores, que han sido
mencionados n lo largo de este capitulo, pueden extraerse las siguientes
conclugiones generales sobre el comportamiento del hormigon sometido o cargas:

~ La relacidn entre las resistencias iniciales uniaxiales de compresién y traccion,
oscila entre 10.0 < o /oy < 20.0, dependiendo del grado de micro-fisuracion
previa al estado de carga.

- La resistencia dltima del hormigén bajo compresion biaxial, es mayor que
la obtenida para compresién uniaxial, con incrementos de un 22.0°/, para
relaciones de tension (o5/ey) = 0.5 . Para estados biaxiales de compresion-
traceidn, la resistencia a compresion decrece casi linealmente con el anmento
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fig.(ILT):  a) Superficie de discontinuidad genérica para el hormigdn. ) Comportamiento triaxial
@y = 7y — ¢y para distintos incrementos de o, |

de la traccién aplicada, Bajo traccion biaxial la resistencia del hormigén crece
un poco respecto a e cnrrcapundivnte uniaxial,

~ Las curvas de tensidn-deformacién uniaxial, poseen la misma forma a
conmpresion gue a traccidn,
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4.~

Suponiendo que el hormigén tliene un comportamiento isotropico

En compresién uniaxial y biaxial, la deformacién para el pico de tensiones
oscila alrededor de  —2.5"/., , siendo ligeramente mayor para compresidn
hiaxial. Para traccién uniaxial y biaxial, la deformacién correspondiente al
pico de tensiones oscila entre 0.07°/., y 0.15%/., .

El médulo elastico en traccién uniaxial es ligernmente mayor que en
compresién uniaxial, al tiempo que el coeficiente de Poisson en traccidn es
algo mis baja que en compresion.

El médule eldstico inicial en compresion biaxial, es significantemente mayor
que en compresion uniaxial.

Por lo general, para todos los ensayos uniaxiales y biaxiales, el fallo ocurre
como una rotura por estiramiento, cuya superficie es aproximadamente

ortogonal a la deformacion de traceion maxima.

El inicio e incremento de la fisuracién, confipura una discontinuidad en la
respuesta tension-deformacion del hormigén, tanto en compresidn como en
traceién uniaxial, cuando se alcanzan tensiones del orden del 75,0/, de
la resisiencia maxima a compresién en el primer caso, y del 60.0°/, de
la resistencin méxima a traccidn en el segundo. Previo a aleanzar estos
limites, durante el periodo elastico actia preponderantemente el fenémeno de
degradacién de rigidez. Esta continia durante el periodo ineldstico, pero en
esle caso se Lorna menos importante mientras mas crece el proceso wrreversible,

RELACIONES TENSION-DEFORMACION VOLUMETRICA y DIS-
TORSIONAL.

{20) &5

posible estudiar su respuesta en un punto, a partir de la combinacion de un

comportamiento volumétrico con otro de cizalladura B9 | De esta maneta, se

puede tratar al fendmeno de degraducién de rigidez en forma diferenciada para

los méditlos volumétrico K" y de cizalladura G" | situacién que se evidencia en

los ensayos experimentales. Asi, la ley tensién deformacién puede ser expresada

por una relacién de componentes octaédricas PP | del siguiente tipo:
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siendo Ki= KoL, i By) iy Ge= Go(1, 1,15y If el invariante 1-csimo
del tensor e deformaciones & . Debido a la limitada cantidad de informacion
experimental que existe sobre este comportamiento diferenciado, el méduloe de
rigidez volumétrico secante y el de cizalladura, son expresados normalmente en
funcién del primer invariante I} del ftensor de deformaciones y del segundo
invariante J. del tensor desviador de deformaciones, respectivamente. Existen
varias expresiones cuasi-empiricas para definir estos moédulos secantes ™ |y en
el apart. 1V.8.d, se proponen expresiones simples, que se ajustan bastante bien a
las experienciag de Cedolin et al. 9 y de Kotsovos-Newman ™,
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CAPITULO Il

MODELOS CONSTITUTIVOS PARA HORMIGONES
— ESTADO DEL ARTE -

ITL.1.- INTRODUCCION,

Existe una gran cantidad de modelos constilutives que permiten describir el
comportamiento de los materiales friccionales, especialmente de los hormigones,
sometidos a estados de cargas, Estos modelos intentan simular el comportamiento
de un material ideal que resulta de considerar ciertas hipdtesis simplificativas
en el sdlido real Varios autores han dedicado una gran cantidad de trabajo
para clagificar, ordenar y analizar gran parte de estos modelos constitutivos
PO por 1o que se considera innecesario realizar un “verdadero”
estado del arle sobre el tema. Con el fin de encuadrar el modelo que sc presenta
en el contexto general existente, y sin caer en la repeticién de las formas y
temas ya tratados en los articulos previamente citados, se presentars una
clasifieacién general de los modelos constitutivos desarrollados para el tratamiento
del hormigén, citandose algunos de los mds destacados,

Existen distintos punios de vista para clasificar los modelos constitutivos
aplicados al hormigén, sin embargo, parece adecuado presentarles ordenados en
cuatro grupos: 1) Modelos basados en las teorins de elasticidad lineal y ne lineal,
2) Modelos basados en la teorfn de la plasticidad, 8) Modelos basados en la
teoria endocrénica de la plasticidad y  4) Modelos de fractura, Otras formas de
realizar este ordenamiento, con ligeras diferencias, pueden ser consultadas en las
referenciag PHRARIRIIN Coda uno de estos grupos incluye modelos constitulivos
que reproducen, en forma numeérica, el comportamienta del hormigén dentro de
cierbos Faligos mas o menos hmitados, Fn este momente existen invcatigarxiwws
de vanguardia en casi lodos estos grupos, sin que ain se pueda marcar, en forma
objetiva, una mayor preponderancia de unos sobre otros.
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A conlinuacion se hard una breve presentacién de algunos de los modelos ya
existentes, formulados para tratar el comportamienio del hormigsn.

111.2.- MODELOS ELASTICOS,

Muchos estudios se siguen realizando medinnte ol uso de modelos elasticos que
suponen el comportamiento del hormigén como un sélide idenl de caracteristicas
clasticas y lineales . Esta hipétesis simplificativa, surge de la similitud que
presenta el comportamiento del hormigén con el de un material eldstico-lineal
¢ 1zotropo para situaciones de cargas bajas (lensiones muy inferiores al limite
elistico), No obstante esta limitacién, es normal ver modelos constitutivos que
mantienen el comportamiento elistico lineal hasta aleanzar la tension limite
de elasticidad, para luego proseguir con un comportamiento eldstico lineal
(¢ (ver también al final de este apart. IIL2 ), A pesar de las
evidentes limitaciones que presenta el uso de las leorfus elisticas para simular el
comportamiento de materiales como el hormigdn, estas corrientes de investigacidn
se mantienen vigentes, debido a las dificultades encontradas en la evaluacidn de

ortdtropo

los diversos pardmetros que intervienen en los modelos basados en teorias mis
complicadas.

Las leyes constitulivas eldsticas no-lineales, dan respuestas muy concordantes
con la  realidad mientras se mantengan cierfas  caraclerizsticas  tenso.
deformacionales derivadas de estados de carga radial o proporcional monotdnica
erecienfe. Estos modelos elasticos, generalmente atribuyen el comportamiento no
hineal del hormigén a la degradacidn que sufre la rigidez del material durante un
proceso de carga sostenida,

Hay dos formas clisicas de presentar las leyes constilutivas formuladas para
los modelos eldsticos MMM . 1) & través de una formulacién total basada
en una relacién ftensién-deformacion secante PP incluyéndose aqui  tanto
las formulaciones eldsticas de Cauchy " | como las hipereldsticas o eldsticas
de Green [BAM] o 9) mediante una formulacién diferencial basada en
una relacién fension deformacién tangente P07 depominada formulacion

hipoelistica.
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111.2.0n- Formulacidn secante total,

Fn la formulneion secante total o de Cauchy, el estndo tensional aciual o |, viene
definide por una funcién del estado de deformaciones actual €, o viceversa:

oy = filew) = [Digulen)ls €u (1.1)

donde se puede ver que f;, es una funcién tensorial de la respuesta del material,
De ésta, resulia que se trata de un modelo donde el comportamiento del material
es independiente del camino recorrido, situacion que conduce a denominarlo
madelo de material sin memoria. Debido a esto, se pueden violar las leyes de
la termodindmica, razén que restringe el rango general de aplicacion de estos
modelos, se restringe a regimenes de carga monotdnica creciente y radiales.

Para evitar las inconsistencias termodinimicas que podrian presentarse
durante situaciones de cargas ciclicas, se recurre a la formulacidn total hipoeldstica
o de Green " En ésta se admite que el campo de tensiones y deformaciones
deriva de una funcién de energla especifica w y de su complementaria 2 |
respectivamente. Fsto es:

Ty — “‘?T“t : £ — ‘l'?"sz' 1HhL2)
¥ aﬁu : ) aﬂ'i_, ks

donde w = ay; &, , ¥ 0= ¢y &y . Entre los modelos basados en esta formulacion,
estiv el de Evans and Pister (1966) y el de Ko and Masson (1976), que se tratan
brevemente en la referencia %
Kotsovos and Newman B que se presentan a continnacion en forma sintética,

¥ log de Cedalin, Crutzen and Dej Pali [28)(20] ¥

& Modelo de Cedolin et al. %,

Este modelo, propone una relacién tensién-deformacidén elistica no-lineal e
isotrépica para el tratamiento del comportamiento triaxial del hormigén. Su
formulacidn se basa en una ley secante-desacoplada, que permite el tratamiento
del problema volumétrico y transversal en forma diferenciada (ver también apart.
IV.B.d v apart. A-f.ﬂ.). EEtD €5
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L1 g =1
ot = 3 Kg(toi) Gont

. (111.3)

Tost = E" # ('.rm.'f) Tur.l' 3

con.

Kf = K° [ab=/* +d]

Gy = G [pg ™ —wqu +1]

a=085, b=250, ¢=00014, d=0.15, p=081,
g=200, r=0002, s=200, (=019,

siendo las funciones KZf(e..) y G%(9.) , una aproximacién funcional de
resultados experimentales % | En un modelo de este tipo, suponer que el médulo
volumétirico I\‘,'_f(e;,,,,,) depende sélo de la deformacién octaédrica normal ¢, es
bastante cuestionable, puesio que se ha encontrado en ensayos experimentales
que la micro-fisuracién y la dilatancia, se deben fundamentalmente al efecto que
producen lag tensiones desviadoras ™ | Los médulos iniciales, volumétrico y
distorsional, pueden ser obtenidos a partir de su relacién con el médulo de Young
inicial E? |y la relacién de Poisson inicial »? M)y viceversa:

oL %
Al M 0o —
K= gi—am 9 = 3o

(i)
o _ 9KGY 3K’ 26"
T EEKr e Y T @Kt GY)

Lag ecs.ciir.2) han sido también prcsun'l.&da.s en forma diferencial % | Esto
a8:

L = 3K , —= = G (li1l.5)
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con:

kp o g a1 10 g ]

(&

( LU - r
';:,: - [1"(1 . %) q LU t“ ;

8 Madelo de Kotzovos-Newman 7l

Este modelo, presenta una relacién tension-deformacién  elastica no-lineal ¢
isdiropa, que permite simular el comportamiento triaxial del hormigén. La
diferencia con el modelo mencionado anteriormente (Cedeolin el al. 1 ),
consigle en que incorpora en su relacién constitutiva el acoplamienic enire la
deformacién normal ¥ la tensién desviadora. Para ello, el madelo de Kotsovos-
Newman propone la siguiente funcién de variacion del médulo secanie volumétrico
y distorsional:

KP = K [1 + 052(0w/al )™
(i1.8)
G5 = G [1 4 85%(rfatNT T

* es |a resistencia uniaxial pico a compresion uniaxial. Para los médulos

tangentes, han propuesio las siguientes expresiones:

donde a”"

KE = K° [1 + 1.08(au/al"y™] ™"
(mn.z)
G2 = G [1 + 9.83(rafot)]™

Tanto el modelo de Cedolin el al., como el de Kotsovos-Newman, concuerdan
hastante bien hasta un cierfo limite, a partir del cual muestran grandes
divergencins fig.(111.1).



-30- Capltuio 11 Madelas const, para hormigones.

4a)
1.0 B
m— Katlaovod and Hewman
== Codolin el al
~
H*l Ky "
05 |- \
\“--E-I-
00 *
0.0 0.4 1.0 15 2.0
Tocti it
b)
1.0 sl 7
s Hoisovos and Newman
\-"" Cedaln &t al
Ge/Gy

N

00 05 10 15 2.0
Toet/ 1%

fig.(HL1): Comparacidn entre médulos eldsticos correspondientes a fas formulaciones do Cedolin ot al.
(3% y Kotsovos and Newman (73| a) Médulo volumétrico secante,  b) méduls de coite secaile,

111.2.b: Formulncién diferencinl.

La formulneién diferencial o tambien denominada elastica inurmﬂentiﬂ, contiene

a los modelos conocidos con el nombre de hipoeldaticos (B3] fata formaulacidn,

se uliliza a menudo para describir el eomportamients de materiales en los que
el estado de tensién depende del estado de deformacion actual y del camino de
tensidén que ha seguido el proceso, En general, ln relacién constitutiva incremental

puede presentarse como:

d'lj = fu(ébh L )
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siendo  f;; una funcién tensorial de la respuesta del material.

En los casos particulares, donde el incremento de deformacidén ¢, es lineal
respecio del imeremento de lensién a;, | se puede escribir la ec.cir.8) como:

&'IJ = I'Dll..llrf(u‘mn )Ilnrr 'tl"nj_-f
¥ (i.a)

gy = IDUM(E"”-)IT o

siendo  [Dyu), el tensor de rigidez tangente del material, que puede estar en
funcién de los tensores de tensién o deformacion. Debido a que el comportamiento
del material depende del camine recorrido, estos modelos ofrecen una estructura
mas realista del comportamiento del llunnigén para estados gencml de CArgA
(regimenes de carga creciente no-monoténica y no-radial). Sin embargo, estos
modelos [allan en procesos que involucren descargas "1 . Por ello, se dice
que los modelos hipoeldsticos fienen memoria limitada para procesos de carga
reveraible. P4,

intre los modelos mas destacados de este grupo, se encuentran: Bl maodelo
de Bathe and Ramaswamy y el de Sucnﬁ, que put:l:lcn ser consultados en las

referencias 1 ¥ [1a7] respectivamente, y los de Shnrccf and Buyukoziurk [2e}

[4G][56]

gue juntamente con el de Dougill seran presentados seguidamente, en

forma sintética

¢ Modelo de Shareef and Buyukosturk lag]

Este maodels, se basa en una formulacién hipoelastica ortétropa, que permite
simular el comportamiento tridimensional del hormigén. La relacién constitutiva
empleada, se basa en el conceplo de una particular defermacidn uniarial
equivalente, similar a lo formulacién de Saenz 1?7 | En este modelo, la relacién
constitutiva tangente se formula en funcién del estado de tensidn y deformacién
en cada direccién prineipal del tensor de tensiones actualizado, por separade, Las
tres direcciones principales de tengidn, definen tres direceiones de comportamiento
ortolrépico, Asi | la relacién constilutiva puede ser eserita en forma incremental
del siguiente modo:
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i = [Dyuly éu (.10

siendo la matriz de 6% 6 correspondiente al tensor de ngidez tangente de cuarto

orden;
(1 =By w1+ ) VEE; (14 v)EES
(1=w)Bx (14 w)VE B o
D = 1 (1 —¥*)Ey
o PuGys
Fim. Gy

du Ty

donde F,, FE,, y Ey son los médulos de Young en las direcciones principales
1, 2, y 3, respecticamente; ¢, = 1 — 307 = 21° | donde v es el coeficiente de
Poisson. (i, Gy, y Gy son los médulos de corte para los planes formados por
las direcciones principales (1 —2), (2 —3), y (83 — 1) respectivamente, siendo
Gy = ﬂ,.\/m; , donde @, es un coeficiente de transferencia de corte, que para,
el hormigén no fisurado vale o, = (14 v) yoscilaentre 0 < a, < 0.2 una vez
que ha fisurado, segun el grado de engranamiento que hay entre caras de fisura,
El coeficiente de Poisson se mantiene constante hasta valores de 0.75-0,80 de la
resistencia uniaxial pico b’ | y luego crece rapidamente.

Lo deformacidn uniawial equivalente €, , para cada direccién principal del

tensor de tensiones o | viene dada por la siguiente expresién particular;

1— o u'!;ll- o, (1t.11)

La relacién tensién-deformacién equivalente, para cada direccién principal del
tensor de tensiones, se expresa de la siguiente forma:
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Fi = & - gy
- " T
i M — I + (El' ﬂxci C-']"

(Hi.r2)

tal que en la ec.(itt11) ¥ ec.cit12), 1 vepresenta una de las direcciones principales de
tension, @; . ¥ ¢ . corresponden a Ia resistencia y deformacién correspondientes
al pico de tensiones, asociadas a la direccién i  respectivamente, y n =
(E", ,,){(.E'ici . — 0y ) esun factor de forma fig.(111.2).

fig.(111.2): Relacion tension-deformacion uninkial equivalente en una direccién principal de tension.

Estas relaciones de tensién-deformacién uniaxial equivalente, se utilizan para
la determinacién de los maédulos de Young tangenies que inlervienen en la

ec.(ifi.10). Esto es:

_ day 1= (e a/a O] nln = 1)(0; /e )
de; 4 =14 (& ufe )]

F; (11-13)
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Lista formulacién puede también extenderse a cargas ciclicas, por lo que se

recomienda consullar la referencia #9
¢ Modelo de fractura progresiva de Dougill l4a)(se] |

Dentro de los modelos eldsticos no lineales, se puede incluir también el
modelo de fractura progresiva de Dougill 1% | sty teorfa pone énlasis en
modelar la degradacién de la rigidez elistica, ocurrida en un sélide durante un
estado de fractura progresiva. Este inodelo introduce una superficie de fractura o
degradacion, en el espacio de deformaciones, del siguiente tipo:

ey w') = ¢'ey) = H'(w') = 0 (111.14)

con:

Pey) = ey el = cte.

donde ¢; y w!

representan la deformacién actual y el trabajo especifico de
degradacion, respectivamente; ¢'(¢;;) es una funcién que depende del estado
actual de las deformaciones, y HY(w"} es la funcién de endurecimiento por
degradacion. Durante un proceso de fractura progresiva, cuando se cumple que

$*(ey,w") = 0, la superficie homénima. ec.(i1,14) s¢ expande isotrépicamente en
funcion del trabajo especifico de degradacién w? | que conceptualmente tiene &l
sentido de una variable de endurecimiendo por degradacidn, permitiendo obtener
en cada instante del proceso psendo-estitico, la deformacién ¢, que satisface Ia

ec.(1il.14).

Este modelo, considera que el comportamiento es siempre elistico, v por
ello durante la evolucién del proceso no-lineal no se desarrollan mecanismos
ineldsticos. De esta forma, al suspender la ¢arga el material retorna a su estado
original, siguiendo una ley elistica lineal secante, sin que aparescan deformaciones
permanentes, O sea, en lodo proceso de descargn se cumple la siguiente relacién
constitutiva secanle tolal:

gy = Dyl eu (11,15)
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Durante el proceso de fractura progresiva, se sigue una ley constitutiva
tangente incremental, donde el incremento de tensiones a;; resulta de un
icremento clastico ¢, , menos un decremento por degradacion de rigidez
r_'rfj que se obfiene mediante una regla de normalidad a la auperficie de fractura
ec.cni.14) definida en el espacio de deforinaciones, Esto es:

P — iq # il
ﬂ-iii — ﬂ-'.' P ﬂ},

(HL16)
COI:

o = [Dijuly éu

e 'd DI ¥ - iy MI, [ ’w"
—af; = {%{ em,,} = [D‘,,,,L o = =\ —(a::—) (.17}

siendo la ec.¢n11.27) la denominada regla de flujo de fractura propuesta por Dougill,
y A' el pardmetro de consistencia de fractura que se obtiene de una condicidn de
consislencia de degradacidn, andloga a ln que se define en plasticidad ecs,(a-1.3.4).
Fsto ea:

ey w) = ¢'(ey) - H'(w)=0 (11.18,a)

D (eiy, w") P A (45, w") it =

@i‘ & dl'-i wrl _ur'rl = ¥
( |j'.l EE] ? ) aﬂ, il &wd

0 (n.18,b)

donde el incremento de trabajo especifica de degradacion es: w! = é n:; €y =

" o il
% Al alg;‘}fil € , bal que sustituido en las ecs.(nir.18), se obtiene:
1

M =

.'l 3
[d.H (09" Beyy )iy (il 19)

durt (ﬂ@'lfai mn )Errl-u
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sustituyendo ésta en la ec.inr16), se llega a la ecuacion constitutiva con rigidez
tangente, del modelo de fractura progresiva:

ﬂﬁ} (0"/0e,;) (89" Dews) (1, 20)

&y = [DUH - 2 [d'ﬂ-"’ (Bl"t!"/am)!nm E“

De esta forma, este modelo considera que duranie un proceso de cargas no
hay deformaciones ineldsticas, y que todo el proceso eldstico no-lineal se debe
fundamentalmente a la degradacién de la rigidez.

¢ Por iiltime, anles de concluir con los modelos eldsticos, es conveniente
mencionar que cada una de estas teorias pueden ser combinadas con un eriterio
de fractura defintdo en el espacio de tensiones. Asi | a partir de un cierto
limite establecido en el espacio de tensiones, se puede considerar adem#s un
comportamiento no lineal-ineldstico que puede ser atribuido al fendmeno de
micro-fisuracién desarrollado en la masa del sélido. Los modelos constitutivos
que reciben este tratamiento adicional, se los puede denominar modelos elasto-
fracturables, y a pesar de pertenecer al grupo 4) citado en el apart, IIL 1., resulta
interesante hacer una simple mencion de los mismos en este apartado, ya que
son modelos que basan parte de su comportamiento en la teoria de la elasticidad,
Los origenes de la combinacién de teor{ns eldsticas con teorias de fisuracién, se
encuentran en los modelos de Ngo and Scordelis 1™y de Rashid M9 |y ge
basan en admitir que el hormigén falla cuando se alcanza su resistencia maxima
a traccion uniaxinl o). . Ambos modelos consideran un comportamiento eldstico-
isdtropo-lineal hasta que el estado tensional satisface el criterio de fractura,
situacion que ocurre cuando la tensién principal mayor o, aleanza la resistencia
maxima & traccion del hormigén. A partir de este momento, ambos modelos se
diferencian en la forma de tratar el comportamiento no lineal que es atribuido a
la fisuracién. El modelo de Ngo and Scordelis realiza una continua redefinicién
de la malla de elementos finilos, debide a que la fisura viene modelada a través
de la desconexion de nodos entre elementos. En el modelo de Rashid, el material
fisurado se trata como un sélide orlétropo que se comporta de modo diferente en
la direccién normal y paralela a la fisura. Més adelante (apart. II1-5), al tratar los
modelos de fractura, se presentarin bajo otro enfoque estos modelos de fisuracion
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basados en la mecdanica del sehdo continuo, juntamente con otros basados en la
mecdnica de fractura.

1IL.3.- MODELOS BASADOS EN LA TEORIA DE LA PLASTICIDAD,

En este apartado, sélo se mostrara un enfoque particular gque permite clasificar
los modelos constitutives que han sido definidos para tratar el comportamiento
del hormigén y que utilizan de alguna manera en su formulacidn la teoria de la
plasticidad. Se distinguiran cuatro grupos: 1) Modelos de plasticidad perfecta,
2) Modelos de plasticidad con ablandamiento, con o sin degradacién de rigidez,
3) Modelos de plasticidad con endurecimiento, con o sin degradacion de rigidez,
4) Modelos de zona inerte, combinados con plasticidad con endurecimiento,
Cada uno de estos grupos, incluye modelos constitutivos que permiten reproducir
bastante bien, en forma numérica, el comportamiento del hormigén dentro de un
clerlo rango mis o menos limitado, sepgin del modelo que s¢ (rale,

Resultados experimentales, confirman que el comportamiento no-ineal del
hormigén, se debe fundamentalmente a un fenémeno altamente ineldstico donde
86lo se puede recuperar una pequena parte de la deformacién total desarrollada
(micro-fisuracién). Por esto, el comportamiento tensién-deformacién, puede ser
desdoblado en una componente recuperable y otra irrecuperable ™ | Esta es
una de las razones que indican que la teorfa de la plasticidad puede proveer una
estructura tedrica para el estudio del comportamiento del hormigén.

I111.3.n.- Modelos de plasticidad perfecta o plasticidad sin endurecimiento.

Entre los modelos plasticos mas simples, se encuentran aquellos basados en Ia
teorin de la plasticidad perfecta %) (apart. A-L3.c). Estos modelas, consideran
que bajo carga mondtona ereciente, después de que ¢l estado de tensién alecanza
la superficie de fluencia plistica, el material fluye indefinidamente. Para evitar
esta inconsistencia fisica, se puede definir en el espacio de deformacidnes una
superficie de fallo  P* | que ponga lmite al crecimiento indefinido del eanipo
de deformaciones, a partir de la cual se pueden proponer dos compertamientos
hipotéticos alternativos: Uno, el mas simple, que considera una pérdida total de
la resistencia del punto en analisis (limite de fallo total); y el ofro que consiste
en modelar el comportamiento post-fallo mediante una teoria de fisuracién como
la de Rashid "% | o bien a través de una teorfa de degradacién como la de
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Dougill P11 Asi, se podrin presentar la relacién tensién-deformacion, para un
modelo de ¢ste tipo, resumida en tres etapas: a) estado eldstico inicial, b) estado
elasto-plast zo perfecto que cumple en cada instante con la condicién de fluencia
de Prager « part. A-I.8.d, ¥ ¢) un estado allernative de pérdida violenta de la

resistencin, 3 bien de fisuracion, o bién de degradacién de la rigidez elistics,

Entre loz modelos clisicos basados en la feoria de I plasticidad perfecta,
se encuentran los de: Mohr-Coulomb, Drucker-Prager, y Willam-Warnke, que
pueden ser consultados en forma sintética en la referencia 1

111.3.b.- Modelos de plasticidad con ablandamients eon o sin degradacién de rigides.

Debido a que la plasticidad perfecta considera una regla de endurecimiento
plistico constante, constituye una estructura tedrica incompleta para tratar el
rango lotal del comportamiento de los hormigénes, siendo necesario considerar
una formulacién mas general de esta misma teoria. Dentro de esta generalizacién
e encuentra la teorin de la plasticidad con sblandamiento, que marca una
diferencia fundamental en la forma de tratar el concepto de la evolucidn del
criterio de fluencia pldstico. Asi | para cada punio del solido, se define en
el espacio de tensiones un Hmite, a partir del cual se inicia un proceso de
ablandamiento que concluye con ol agotamiento fotal de la resistencia de ese
punto. Esta generalizacién, sumada a la posibilidad de considerar el fenémeno
de degradacién de rigidez elistica y o plistica, permite formular modelos muy
potentes. En el ecap. V., se presenta el modelo constitutive desarrollade en esta
tesis, que se ha denominado medelo de dajio plasticoe y que cumple con estas
caracteristicas basicas, ademas de ofras que no son propias de este Erupo,

¢ Moadelo elnsto-plistico con ablandamiento ortotrépico de Murray et al.
(33](87]

Dentro de los modelos de plasticidad con ablandamiento, se tiene el modelo elasto-
plistico con ablandamiento ortotrépico de Murray et al. P o] cyal sdlo
cuenta con la definicién de un flujo plastico asociado para sélidos sin degradacién
de rigidez elistica. Una de las caracterfsticas mds destacada de este modelo
es la de utilizar una superficie de fluencia plistica ortéiropa con movimientos
independientes segin los ejes de tensiones principales en la zona de traccidn del
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espacio de Westergard fg.(1L3). La forma matematica de esta superficie es la
siguiente:

Floy, o, 00,0701,003) = 0 (11,21)

donde &, y oy son las componentes principales maximas y minimas del tensor
de tension o en el estado actual; o es el valor actual de la tengién de fluencia
en compresion; y o opy, ops son los valores actuales de ln tensién de fluencia a
fraccién para eada direccidén principal del tensor de tensidn,

b
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fig (111.3); Funcion de fluencia genérica, propuesta por Murray et al. P27 ¢ a) Funcién de fluencia
inicial y subsiguientes funclones de carga pléstica en el espacio (o, — 3) . b) Idealizacién de la
respuesta uniaxial,

Este modelo considern como hipdtesis basica, que el aplastamiento ocurrido
durante un estado de compresion produce un dafio local adireccional, en tanto
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admite que a traccion se produce un dano local (en un punto) orientado que
provoca un movimiento no-simétrico de la superficie de fluencia ec.ciin21). Este
movimiento esta  gobernado por una regla de endurecimiente en funcién de
unas varzables de endurecumiento definidas de una manera muy particular, como
deformacidénes plisticas efectivas, Asi | la regla de endurecimiento ge formula
a través de las {res funciones de endurecimiento explicitas que se presentan a

continuacion;

Proc, de compieiidn 4 ﬂ'(_‘ = ﬂ‘::::_- 'I }Cﬂ' (F‘::r')
0 2 )
7 + Kna(h) (1122

Proc. de tracelon dir-3:  Opy = Ty + Kpa(@hs)

Froc, de tracclon dir.-1 ; a7y

: L1t - Ljt 23 P i i
siendo: €. = (o€, €, = (m€, &€y = (rat, las reglas de evolucidn de las

variables de endurecimienio (delorinaciones plasticas efectivas) para un proceso
de compresion pura, traccién segun la direecién de la tensién principal mayor
y tracciom segin la direccién de la tensién principal menor, respectivamente.
¢ = V&@'&@ es ln norma del vector incremento de deformacién plistica;
Ke, Ky, Kpa  son funciones de endurecimiento explicitas definidas en el espacio
uniaxial o — ¢ a partir de ensayos figicos; ¥ (e, Cpy, (s son constantes que
definen la zona del espacio de tensiones principales (espacio de Haigh- Westergard)
donde se encuentra el estado actual de tensién, sus magnitudes pueden ser
¥ | cumpliendo siempre, para cada instante ¢ del
proceso de carga cuasi estdtico, la siguiente relacidn (o + oy o= 1.

consultadas en la referencia

La ley constitutiva incremental, resulta de considerar una regla de flujo

asociada a la supﬂrficic de fluencia pl!i.ﬁtica. Eato es:

o = D; (e &) (11.23)

donde el incremento de deformacién plastica queda definide por la siguiente
ecnacion de evalucidn & = A %§ =C &, siendo €= ! la

ey

matriz de transformacién de incrementos de deformacién total en incrementos
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de deformacion plastica, obtenida a partir de la condicién de consistencia
plastica de Prager (apart. A-L3.d), de donde surge lambién, para este caso

i B i 17 =
particular, el parimetro de endurecimiento plistico: 4 - {%f;'} o {%} _

\/ {%f}u {%":} [CMZ:.*(FE) %‘;E, + CraKopa () + vaaﬂq-uiiij.n)]. Obteniendose la

siguiente ley constiluliva langente:

¢ =D)VeE=D; I -C| ¢ (11.24)

Para mayores detalles sobre este modelo, se recomienda recurrir a la referencia
original (87

La formulacién que se ha presentado, permite ver que se trata de un modelo
constitutivo que considera un enfoque muy particular de la teorfa matemitics
de la plasticidad con ablandamiento. El problema mds serio que muestra esta
formulacion, es la definicién casi arbitraria de la variable de endurecimiento
plistico.  Las tres deformaciones efectivas &u, @p,, ©p, surgen de una
descomposicion arbitraria de la norma del vector incremento de deformacién
plistica ¢ (denominado por algunos autores como deformacién plisticn efectiva
B4), dependiendo del valor de las constantes Cey Cryy Cpy . Ademds de este
inconveniente, se puede decir que la direccionalidad del dafio local, forzada por
una formulacién como la que se acaba de presentar, es innecesaria en los modelos
que consideran el ablandamiento como una propiedad del material (anexe-D), ya
que la orientacion del dano se manifiesta en forma esponténes sin que sea necesario
recurrir & una formulacion ortétropa para representar el comportamiento del
hormigén " . Por dltimo, se puede decir que la aproximacién que tienen los
resultados con los ensayos experimentales no es del todo satisfactorin 7 |

II1.3.c.- Modelos de plasticidad eon endurecimiento con o sin degradacidn de

ripides.

Existen otros modelos constitutivos basados en la teoria de la plagticidad, que
establecen una condicion de fluencia con endurecimiento, hasia que se aleanza
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un cierto limile en el espacio de tensiones, que se denomina normalmente Limite
de fractura. A partir de este limite se pueden seguir dos caminos alternativos que
permiten formular dos modelos constitutivos diferentes:  Uno que considera a
este limite como una superficie de dano tolal definida en ¢ espacio de tensiones,
a partir de la cual se produce una caida vielenta de tensién en el punto
fig.(I11.4), y olro que afade a la formulacién elasto-plastica con endurecimiento
una formulacién de micro-fisuracion, que cada modelo tratard en una forma
particular..

# Modelo elnsto-pliastico con endurecimients de A, Chen and W, P, Chen
EVEER

Un modelo que adopta en su formulacién la superficie de danio total es el de
A. Chen and W. F. Chen PP Fgte modelo admite que en cada punto del
adlido que plastifica, la funcién de fluencia cumple con la condicién de consistencia
plastica de Prager (apart. A-1. 3.d) durante el proceso de endurecimiento a medida
que evoluciona la variable de endurecimiento plistico. Esta teorin plistica con
endurecimiento se mantiene hasta aleanzar el mite de fractura o superficie de
dafio total (definida en el espacio de tensiones), donde se produce una cafda
violenta de tensién. El modelo constitutivo considera una funcién de fluencia con
movimiento isolrépico, que tiene la siguiente forma genérica!

F(IyJya0,81,1x) = 0 (111.28)

donde I, es el primer invariante del tensor de fensiones, J, es el segundo
invariante del tensor desviador de tensiones, oy, f, son pardmetros del material
que se definen en funcion de la resistencia del hormigén bajo condiciones de carga
uniaxial y biaxial, y 7, es una funcién de endurecimiento formulada en forma
explicita que vale: 7 = 7 al inicio del proceso pldstico (define la posicién de la
superficie de digcontinurdad inicial), 7, =77 al final del proceso plastico (define
la posicién de la superficie de daio total), y v* < »_ < +* durante ¢l desarrollo del
proceso plastico (define la posicidn de la superficie las distintas superficies de carga
inlermedia ) 5l modelo considera también que el incremento de deformacién
total esta compuesto de una parte elistica y una plastica ¢, = ;" +¢,” | donde
el incremento de deformacién plistica se obtiene a partir de una regla de flujo
plastico asociada, que queda expresada del siguiente modo:
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a) b)
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Supericie die dano tolal

fig.(111.4); Funcidn de fluencia genérica, propuesta por Chon and Chen **I*4135] . 5) Funcign de fluencia
inicial y subsiguientes funciones de carga plistica en el espacio (a7 — @3) . b) Idealizacién de la
respuesta uniaxial.

o 1 -élf,_,,&m OF

i = — —1 ren

A ( ,?‘.. )1;: BG‘U (l.28)
éﬂ',,m &

i

donde A es el parametro de endurecimiento plistico, definido en una forma
particular ¥

Para este modelo, la ley constitutiva clasto-plistica incremental queda

expresada por la siguiente formulacién:
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gﬂ‘ d“u & i
o —e | gy 3 Y F LT ¢HL2r)

A (B2 45"

f‘” = .’f‘_.”_

donde H.-ﬁ,; es el tensor de flexibilidad elastica. Para mayores detalles sobre este
modelo, se recomienda ver las referencias PAR4IEY

Este modelo de material ideal, logra obtener buena concordancia con los
resultados experimentales, hasia el instante en que alcanza la superficie de daiio
total, limite que produce una simplificacion muy grosera del comportamiento, y
por lo tanto los resultados no son tan buenos. En menor grado se pueden notar
también los siguientes problemas: Trabaja con una regla de flujo asociada a la
superficie de flluencia, por lo gue no puede controlar el fendmeno de dilataneia,
y por dllime, no puede adoptar cualquier superficie de fluencia plistica, ya que
todo el modelo esta formulade en forma cerrada a partir de esta funcién no-

hnnmgénea,
& Modelo elasto-plastico con endurecimiento do 2, Basant and 5, Kim 9 |

Loz modelos alternativos al de Chen-Chen, son aquellos que utilizan plasticidad
con endurecimiento hasta alcanzar el el lHmite de fraciura, y luego agregan
a esta formulacidén basica, una que considere la micro-fisuracién. A eslos se
los podrian denominar modelos plisticos con endurecimiento-fracturable. El
modelo de Bagent-Kim " | fué uno de los primeros en considerar la teorin
de la plasticidad rigidizable junto a un concepto de fractura; entendida como
degradacién de la rigides del matertal. Para modelizar la degradacién de rigidez
ha utilizado como base el modelo de fractura progresiva de Dougill 1015
tratado en el apart. IIL2. De esta manera, una vez alcanzada la superficie
de [ractura en el espacio de tensiones, se fiene que el incremento de tensidn
resulta de la contribucién de tres componentes: un incremento eldstico debido
al comportamiento del material no daiado &7 |, menos un meremento plistico
&E,Ip debido ala mln.ja.cién que producen las deformaciones il'rccllp&l'ﬂ-bhﬂ, ¥ menos
un ncremento de fractura (o degradacion en este caso), af, provocado por
deformaciones de degradacion que son recuperables fig.(111.5), Esto es:
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Gy = &~y - o e

COli:

&.c = |D11M'3 é“

‘}5} - |de]s "‘l';

r\.

"j';,;; |DUN |'.1 m

donde [D;;,], es el tensor de rigidez secanle y ¢, ¢,y el , son los incrementos
de deformacién total, plastica, y de degradacién, respectivamente, que quedan
relacionados entre 51 a Lravés de fig.(1115):

. : -1,
€y = &+ & + &, cony ey = [Dijule on (111.29)

Este modelo, define una superficie de fluencia en el espacio de tensiones
.F[:-:ri;,f) del tipo de ln de Drucker-Prager y una superficie de fractura o
degradacton en el espacio de deformaciones il'"(el-hfi) andloga a la Drucker-
Prager. Esto es:

3 - -”-'! 2 K i
.F'(o'u ) V- K:(f‘i) ¢11.30)
‘Pi(ﬁi‘,‘,,{: = (II| - \r‘ K"(‘w

donde I, Jy y I'y, J'; representan el primer y segundo invariante del tensor
de tensiones y deformaciones respectivamente; @, K y & , K representan
los coeficientes de ajuste de la superficie definida en el espacio de tensiones y
deformaciones respectivamente (apart. A-L3.¢)

De acuerdo con esta teoria de material ideal, los incrementos de deformacién
plasticn & y de tension de degradacion &7, , se delerminan respectivamente,
a partir de dos reglas de flyjo: 1) una regla de flujo asociada a la superficie
de fluencia plastica definida en el espacio de tensiones, la cual estd basada en
el sequndo postulado de Drucker (apart. A-1.3.d), (que requiere que el lrabajo
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a) PLASTICIDAD b) DEGRADACION &) PLASTICIDAD + DEGRADACION

o
g 4 A

i

Trabajo
de segundo

il A

:}f % {Dougil)
17 "'-...

¢

y -

-

“iLy g P
l p—

. a——
/' ap — RESPUESTA PLASTICA

-’C
a )
= e w— P"
_-.HAO
g RESPUESTA PLASTICA- DEGRADABLE
7z / .
/ ~
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/ f £ E:r—;a RESPUESTA DEGRADABLE

fig.(1115): Relacién esquemdtica entre:  a) un genérico modelo pléstico con endurecimiento,  b) el
modelo de fractura progresiva de Dougill (apart. II1.2.), <) el modelo plistico con endurecimiento-
fracturable,  d) detalle del comportamiento del modelo plastico con degradacidn.

pldstico de sequndo orden realizade en un punto durante un ciclo de aplicacién
y vemocién del incremento de tensidn &, sea no-negativo w" = oty =0 -
conocido como postulado de estabilidad local de Drucker) - (forma particular
de presentar el axioma de la Maxima Disipacién Plistica para procesos sin
degradacion rigidez (apart. IV.8.)); 2) una regla de flujo asociada a la
superficie de fractura ¢ degradacidn definida en el espacio de deformaciones, la
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cual esta basada en el postulado de 'yushin ' (andlogo al segundo postulade de
Drucker), (que requiere que el trabajo de degradacion de sequndo orden realizado
en un punto duranie la aplicacién y remocidn del incremento de deformacion

&y sea no-negativo W = &, =0, Bsto es:

n.:; ='i B.F(ﬂ'u,f)
31:7.-,-
(H1L31)
d_ i @d(fliyﬂ:r)
b lgfu

tal que la primera de las ec.(.31) es la regla de flujo plastica asociada ec.(a-1.22),
y la segunda de las ec.cin.31) es la regla de flujo de fractura propuesta por Dougill
ec.(11.17).

Finalmente, a través de un largo tratamiento algebraico que puede ser
consultado en la referencia " | se obtiene la ecnacién constitutiva incremental
COMmo;

'E’ia' = [Dukl}-p €rr fHi.32)

con;

[ﬂ‘;'f']:}' = [B‘J’HJ.B - [Drjklj - [D;fju,l

[}Jum]q- ! riglder tangents

[demh I rigidez secante

[ D]y | D] ¢ pévdida de rigidez debide a 1 accion

de la plasticidad v Ia degradacion,

Para mayores detalles sobre este mnc[rzlco, ge recomienda recurnir a la referencia

Dn'ginu.l (13) |
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Entre los inconvenientes que presenta este modelo, se encuentra su dificil
implementacién, y el complicado manejo de los criterios de fluencia y degradacion,
que son totalmente independientes entre si. Resultando por lo tanto, alge confuso
para determinar durante un proceso de carga con ablandamiento, la situacion
del punto del sélido en los espaciog de tensién y deformacién a la ven 159
Para cumplir durante un proceso de carga con ablandamiento,; con la condicion
de consistencia plastica ec.ca-15a) y con su aniloga condicién de consistencia de
degradacion, y que a la vez sea posible definir un estado de tensidn-deformacion
dnico para el punto, es necesario proceder por aproximaciones sucesivas, anidadas
dentro de las iteraciones que conducen a la convergencin en la solucién . Por
iiltime, conviene observar que este modelo no considera la posibilidad de trabajar

con una regla de Anjo no-asociada a la superficie de fluencia pldstica.
s Modelo elasto-plastico con endurecimients de D. Han and W, Chen (mal

[iate modelo, presenta una version mis evolucionada de los modelos plisticos
degradables . Su reciente formulacién considera como variable de endurecimiento
el trabajo especifico pldstico degradable (o plastico fracturable) w?' fig.(1116). Este
madelo, a diferencia del de Bazant-Kim, propone una dnica superficie de carga,
formulada en el espacio de deformaciones. Esta superficie cumple la funcién de
una superficie de fluencia plastica, mds una superficie de degradacién de rigidez.
Su forma matemitica es la siguiente;

B(ey, M) = ey 8~ KHur) = 0 G143

Ademas, se considera un vinico decremento de tension, debido o la accién conjunta
de los fenomenos de plasticidad y degradacién de rigidez, Esto es:

. B(I)lnl ( & ,w;uf )
sl g cd_ gpid R |
ol = ol 45, = A —-a—cu (H1.34)

donde Al es el factor de consistencia plastica-fracturable inico, que puede ser

- [} i 4 1 4 ?’.‘: r
obtenido de la condicion de consistencia en la manera usual: AP = }1' %g‘ €0 Y
i1
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que satisface a la vez ambos estados (el plastico y el de degradacion de rigidez).
h es el parametro de endurecimiento plistico, definido en forma muy particular

{60]
— = glf
ar o™
a a '
H )
HESF%&TA PLASTICA RESPUESTA PLASTICA
-
grd
R .
— T j'ﬂ
/ RESPUESTA RESPUESTA PLASTICO
/ PLASTICO-DEGRADABLE DEGRADADLE
.f]\ 1ot
[ AN L3 a).E
LY S
| RESPUESTA
P T,
| HﬁEj UE 5TA DEGRADABLE ~ DEGRADABLE.
i = {Dougil) (t‘.'qugit{}
|
I
i = £ ’ = g
i y
N LA A GETL B

fig.(111.6): Descripcion esquemitica de los Tormulaciones que combinan plasticidad con degradacion de
rigidez:  a) formulacion inceemental tensidn-deformacion - b) Tormulacidn en funcitn del trabajo plastico

fracturable " |

El modelo, permite también adoptar una regla de flujo no-asociada, en el
espacio de deformaciones, del lipo de la de Dougill ec.ci.17):

- il il
g — jn OB (e, 0™)

; (H1.35
N e, ”

con " (e, w") £ @ w) . Teniendo en cuenta la ec.(.35), resulta el
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ineremento de Lensidn igual a:

' i + g5if
ay = ) — a'“ (11,36
donde .:Er:’}q1r = IDf:fH].s &y - A través de un |a.rgu tru.bnjl:a algebraico, que puede
ser consultado en la ref. " ge llega a formular la signiente relacién constitutiva
tangente para este modelo plistico-fracturable:

. 1 8’ gt
gy = [Uumlg = I_; WTH Ly (13T
1 '.

Este modelo marca dos diferencias fundamentales respecto del de Bazant-
Kim: La primera, consisle en el uso de la {earia de Ia plasticidad definida
en el espacio de deformaciones, que permite también formular el fenémeno de
fisuracién, eliminando asi el criterio de fluencia en el espacio de tensiones; y
la segunda, consisle en el uso de una variable de endurecimiento basada en el

trabajo especifico pldstico-degradable,

La mayor dificuliad que presenta, consiste en encontrar un criterio de fluencia
y degradacién tnico, definido en el espacio de deformaciones, que emule un
comportamiento realista del hormigén. Otro problema que presenta este modelo,
es |n inapropiada simulacién del comportamiento del hormigdn para altos niveles

de tension 9

@ Madelo elasto-plastico con endurecimiento de M. Klisinski and 7. Mrozl™ .
Este modelo, al igual que los dos anteriores, presenta una formulacién pldstica-
degradable. Sus fundamentos se encuenfran en una extension de la formulacién
del modelo de Bazant-Kim
(denominado aqui degradacién de rigidez ™ ), es acompaiiado de un fenémeno

, ¥ por lo tante supone que el dano interno

inelistico irreversible (proceso plistico). La deformacién total estd compuesta
por tres partes: una elastica totalmente recuperable, otra de degradacién también
recuperable, y una ineldstica o plastica irrecuperable fig.(111.6,a):
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e =¢& 4+ &4 & (11.38)

y el incremento de tensién en un punto del sélide viene definido por la siguiente

expresion fig.(111.6,a):

g =D:& =D (¢ - & — &) =4 - & - & (111.28)

donde la rigidez Dy | depende del estado actual del tensor de tensiones o |
deformaciones € y de las variables vectorinles de endurecimienio = y de

c[e:gmda.cién w' . Fslo ea:

D: = D; (o6 uw') (11.40)

El efeclo acoplada que existe entre la degradacidn y la plasticidad, es tenido
en cuenta a través de las variables internas w" y x , y sus reglas de evolucién
respectivamente, pueden ser formuladas mediante la introduccidn de la superficie

de fluencia y degradacién, expresadas en el espacio de tensiones o deformaciones:

Flo,x) = 0 o Ple,k) = 0

'D(u’,m”) = 0 o A(E‘wnl] — 0 (i1.41)

donde F = 0 y T = 0 son las condiciones de fluencia y degradacion en el espacio
de tensiones; y en forma alternativa, se tiene & = 0 y A = 0 que son también las
condiciones de fluencia y degradacion en el espacio de deformaciones. Si se trabaja
en el espacio de tensiones, el modelo admite como condicién suficiente para
considerar su comportamiento plastico, que se cumpla la condicidn de consistencia
plastica de Prager: F =0 y F=0 , ¥ admite como condicién suficiente de
degradacién, el cumplimiento de D =0 y D =0 . Estas dos funciones dividen
el espacio de tensiones en cuatro regiones fig.(HLT):
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fig.(111.7): Delimitacién de las regiones de comportamiento plastico-degradable en el espacio de tensiones,

(I )-cemportamiento puramente eldstico : F<0y D<o

(11) =comportamiente puramente plastico ;. F=0 F=0 y D=0
(I11)~comportamiento puramente degragabie = F <0 y D=0 D=0
(IV)=comportamienta pidstico degradable :  F =10 ; F=0y DP=0; D=0

Para el comporiamiento plastico, se define una regla de flujo no asociada del
mismo lipo que la teoria de la plasticidad cldsica ec.(a-1.21):

8

i’:AB—#

(a2

donde A es el factor de consistencia plastica no-negativo, y § # F es la funcién
de potencial plastico, definida en el espacio de tensiones.

Durante un proceso degradable, se obtiene el incremento de deformacién & o
el decremento de tensién de degradacién &' | segin se trabaje en uno u otro
espacio, a través de dos reglas de flujo:
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A

=a o
£ = A% —
il

¢Ii.43)

ca OA

=i il
n‘ = A P
e

con! %’%— = %%%% = g‘I;-)DT , de donide se duduece la relacidn que hay entre &t v

'l . A través de varios pasos algebraicos, que pueden ser consultados en ln
referencia original " | se obtiene la ecuacién constitutiva tangente incremental

COmo!

COI

D

D

Dd

;)

o = D, ¢ (it 44)

.Dfr — .ﬂ; = D — Dd i

Riglder secante definlda en Ja sc.(1.40)

Decramento de rigldez debldo al fendmeno pldstice,
obtenldo a partli da la condleldn de cansistencia pidstica ,

Dacremento de tlgldez dabido al fendmene de degradacicn

Por altimo, la influencia del cambio de rigidez por efecto de Ia degradacion,
surge de la siguiente relacion (ver también ee.(iv.92)):

o =D = D; (e—¢€) (11.45) .

@ = D;e— D&+ D (e—¢") (11.48)

Comparande la ec.(i,46) con la ec.in.aa), se deduce que:
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&' = D'& = D: (e-¢) (11.47)

Para mayores detalles sobre este modelo, se recomienda recurrir a la referencia
original 7%

Entre lag desventajas que presenta este modelo, se encuenira su complicada
forma de formular el comportamiento acoplade del fenémeno de degradacidn con
¢| de plasticidad. Ademas, se observa en log ejemplos de comprobacidn Iz , que
el modelo necesita definir una superficie 7 y T | para eada easo particular,
con el fin de alcanzar una mejor coincidencia con los resultados experimentales,
no llegando a ser totalmente salisfactoria,

e Maodelo elasto-plistico con endurecimiento de J.C€ Simo and J.M Ju 1]

Este modelo, denominado por sus autores modelo de lension-deformacion basado
en la mecamca del conlinue danade® | es otra formulacién del tipo pldstico-
degradable. Ha sido desarrollado a partir de dos estructuras ledricas alternativas,
duales: Una farmu(ucidn en el campao primal donde las variables independientes
son las deformaciones, y olra  formulacién en el campo dual donde las variables
independientes son las tensiones. En esta breve presentacion, sélo se vera la
formulacién primal.

La mecdnica del continue danade, basada en procesos termodindmicos
irreversibles y dependiente del estado de las variables internas, ha sido introducida
¥ ﬂll’l]'.llf.'-ﬂ-dil. Eltaﬂ]ltli'\rlullﬂlltf- IJH.-IH- dEUﬂIibi[ Cl H.'Iﬂf-l‘l-lli.ﬂl‘llﬂ d‘.‘: dﬂgf‘ﬂ-dﬂ-ﬁidﬂ PTQQT‘EE!IUE
que se desarrolla antes de la formacién de macro-fisuras. Fué Kachanov
(18] , el primero en miroduair el conceplo de tension efectiva, para describir el
comportamienfo de un sélido con degradacién de rigidez. El modelo supone que
la degradacion fisica del malerial, es ¢l resullado de la iniciacién, crecimiento e
interconexion de micro-fisuras y micro-poros. Segiin la mecdnica del continuo
danado, se puede modelizar este proceso a través de la introduceidn de una
variable de dafio que puede estar representada por una magnitud escalar o
tensorial,

* Nota: Entlendase el concepto de "Dafle" comeo equivalente al de “degradacldn de rigidez".
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En el caso de una degradacién anisolrépica (orientada), se tiene que Ia fensidn
efectiva & | en el sdhdo equivalente no-degradado, esta relacionnda con la tensidn

o, en el adlido real degradado fig.(111.8), mediante la siguiente expresion:

o = Mo (1. 4a)

donde M es la matriz de translormacion de tensiones de un espacio equivalente
y el real.

=7

Esratle Real Esacio Efestivo

i
%
| E——
-1
HE i

A A

lig.(111.8): Representacidn esquematica de la hipotesis de “lensidn efectiva”,

Los autores del modelo, han considerado suficiente establecer un proceso
degradable isotrépico, para simular el comportamiento de un sélido fragil,
considerando que el comportamiento mecanico de las micro-fisuras  es

[

independiente de su orientacién , dependiendo 86lo de una variable de

degradacidn escalar d = Asi | la malriz de (ransformacion M se reduce a;

M = (]- &) I {t1,49)
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quedando la ec.¢inam) como:

o blen; {HL50)

donde Dy es la rigidez secante del sélido equivalente, s es la rigidez secante
del sélido degradado (sdlide real), d = 0 si el punto del sélido no ha sufrido
dafio alguno, y & =1 cuando se ha aleanzado el dafio total en el punto. La ley
de evolucién de esta variable de degradacion de rigidez, para un caso isotrépico
simple, viene dada a partir de la regla de normalidad al criterio de degradacion,
formulado en el espacio de deformaciones, Esto es:

fi - (55;(?,_:",;_)

= 1.5
a7 el

donde 7= e"Dse cs la norma de energia del malerial ne daiiado, g(7,ry) =
7 =ry = 0 esel criterio de degradacién formulado en el espacio de deformaciones,
ra es el umbral de degradacion, tal que 7§ denota el limite inicial de degradacion,
y j¢ es el pardmetro de consistencia del dano.

La condicién de carga/descarga en degradacién, se define de acnerdo a

las condiciones de Kuhn-Tucker U™ (principio de la méxima disipacién por
degradacion):
ﬂ =0 9‘(?;‘7‘4) <0 3 ;l'lr ,q("F, ry) =10 (11.52)

que establece que: 1) si g(7,74) < 0 el eriterio de daiio no se satisface, y por ln
tercern condicién de Kuhn-Tucker debe ocurrir que o= 0, por lo tanto resulia
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que la regla de degradacion ec.cms1) queda d=10 i 2)si i >0, se tiene por
la tercera condicion de Kuhn-Tucker que g(7,7,) = 0 , por lo tanto implica que
se trata de un proceso de carga con degradacion. En esta situncién, [ puede
ser determinado por la condicién de consistencia de degradacion (andloga a la

condicién de consistencia plistica de Prager). Esto es:

g(Tyra) =0y g(F,ra) =10 (.53
de donde resulta que ji=7 = £ 0" &, siendo 0" = Dye .

La ley constitutiva incremental para un proceso elastico-degradable,
denominado proceso de daio dictil, resulta a partir de la ley de Clasius-Duhem
(disipacién reducida) (ver apart. IV.8.0), de la regla de flujo ec.curss) y de la
condicion de consisteneia de degradacidn ec.(i.83). Eslo es:

(e, d) = [(l - d)D; i] - [(% o é) (gg) v"] (11.54)

de donde resulta:

(e, d) = C., & (111.58)

donde € = [(1 -d)D; -.};- gg (dr”ir”T)] (ebsérvese la similitud que guarda

con la ec.civ.108)).

Dentro de la estructura tedrica formulada, la respuesta plastica viene
caracterizada en el espacio de tensiones por medio de las ecuaciones constitutivas
clasicas:
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. AF (o, q,d
—=Lina regia de flujo pldstica: E-p = .J\ _(fT,m_)
o

{i11.56)
=tIna regla de epdurecimisnto plastica: i = A H(ﬂ’. i, tﬂ)

—¥ In condiclan de Huancla pldstica: ._F(d', q,d) ‘_—": (.

ademds, es necesario considerar una condicién de carga/descargs en plasticidad,
que puede ser formulada mediante las condiciones de Kulin-Tucker (apart. A-

I..!.e):

Az0 ; Flo,g,d) <0 :if(w,q,&):(] : (11.57)

siendo en la ec.cn.56) y en la ec.cnisy), € el incremento de deformacion plistica en
un punto, A el pardmetro de consistencia pldstica, H las funciones de evolucién
de las variables internas g, y F la funcién de fluencia plistica, definida en el
egpacio de tensiones, en funcion de o,q .y d (este modelo utiliza la conocida

funcién de fluencia : cap-damage [131]l43] )

Finalmente, la ley constitutiva incremental para un proceso elasto-plasiico
degradable, se obliene considerando que A=0 y jt >0 enlas condiciones

de consistencia plastica y de degradacién, F =0 y ¢ = 0, respectivamente,

Resultando luego de desarrollos algebraicos B | de la siguiente forma:

ale, e, d)=C) & (111, 58)
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dande:
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El modelo ha sido generalizado para problemas con degradacion anisolropiea,
y reformulado para problemas con gmndm deformaciones. Mayores detalles sobre
este modelo se pueden consultar en las referencias de origen 00331

Eate modelo ha sida prcu:ul.ndo al final de este grupo de modelos pfdst-icaa
con endurecimiento y degradacién, por que se considera una de las formulaciones

mejor fundada en la mecinica de los sélidos continuos.

El problema MAS 5CTi0 que presenla este modelo, es que considera una anica
cuota de degradacién que se aplica por igual a la parle volumétrica y distorsional
del tensor de rigidez. Trabajos realizados por Cedolin et al. "1 |y por
Kotsovos-Newman ™ | demuestran que es necesario considerar una degradacion
diferenciada para la parte voluméirica y distorsional del tensor de rigidez. Otro
concepto impertante que omite este modelo, es la consideracién de un flujo no-
asociado, que impide controlar los efectos de la dilatancia.

Una importante ventaja de los modelos plasticos degradables, respecto de
los plaslicos con ablandamiento como propiedad del material, es que para
incrementos de tension tangente a la sup&rﬁcic de fluencia (cs!.adu de cargn neutra
en plasticidad asociada), pueden simular un comportamiento ineldstico, en vez

(134)

de la respuesta elastica que producen a.que"-ns con ablandamiento Fato e

puede corregir en estos dltimos, modificando la regla de flujo asociada cuando se
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considera el fenémeno de degradacion de rigidez, sitiaciéon que ha sido tenida en
cuenta en el modelo de dario plastico que se presenta en esla tesis (apart. IV.8.1).

IIL3.d.- Modelo de gona inerte, combinado ¢on plagticidad con endurecimiento.

Dentro de este grupo existen varios modelos que han sido utilizados en maleriales
metilicos 999 sin embargo sélo hay unoe formulade para materiales friccionales,
Se trata del modelo presentado por G. Frantsizskonis and G, Desai B0
[lste modelo marca una sustancial diferencia con lodos aquellos citados hasta
el momento, Se fundamenta en considerar un procese elasto-pldstico con
endurecimiento, combinado c¢on un criterio capaz de considerar, mediante la
participacion de un factor de peso »; |, la influencia del tamafic de la zona
inerle ™ en la respuesta total del sdlido. De esta combinacién de respuestas
(endurecimiento plastico mas respuesta nula ), resulta un comportamienle en

tensién-deformacion con ablandamiento fig.(111.9).

Al iniciar el proceso plastico, ¢l peso de |a reapuesta del material inerte es
nula ( 7, = 0 ) y a medida que evoluciona el proceso ineldstico, el factor de
peso 7y crece hasta alcanzar un valor préoximo a ( vy, =~ 1 ) situacién que
indica que la zona inerte cubre el volumen total del sélido. Este crecimiento,
viene condicionado por una ley de evolucién explicita, que se ha supuesto de la
siguiente forma fig.(111.10):

it Vﬂ
re(€p) = v —rf ¢7%0l = 7 (lir.50)

siendo:

‘I': s XD ¥ R 1 conutantes relacionadas con el material,

1 172
— alf AP
€p = (Eﬁ"‘-’u)
VD T volumen de la rona inerfta

V.t votumen total,

*  Nota: Zona donde el materlal no tiene capacidad de responder a las acclones externad, con una
ley tensicn-deformacion constante e igual a cero durante todo ef proceso de carga,
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comporfamienio elasto-plistice
can endurecimiento  (Vy)

comportamiento promedio (Ve o= y/g
i
ot

(deformacion)

fig.(111.9): Concepto de descomposicion del comportamiento del material, segin el modelo de G,
Frantziskonis and G, Desai *11%%]

De esta manera, ¢l modelo descompone el comportamiento del sélido en dos
partes: — La primern parte, de volumen Vo=V = V" simula una respuesta
de solido continuo equivalenle, y estd  gobernada por un proceso irreversible
representado por medio de la teoria de la plasticidad con endurecimiento;y -~ La
aegunda parte, referida a la zona tnerte de volumen V" | tiene un comportamiento
tension-deformacién con rigidcm nula, Estos dos comportamientos, combinados

conducen a simular bastante bien la respuesta del hormigén 1°Y .

Loz autores del modelo, relacionan este comportamiento mecanico con la
degradacién de rigidez que sufre el material durante un proceso de carga,
y en tal sentido, consideran que se trata de una extensidn multinxial de la
teoria de Kachanov Y ya mencionada en el modelo que se ha presentado
anteriormente.  De aceptar esta hipdtesis de degradacidn®, resulta necesario
resaltar que la diferencia entre este tratamiento y el anterior radican en considerar

una formulacién ne-local y local, respectivamente, Asi | se obliene una tension en

Nota: En este caso, es importante notar la similitud entre fa varfabile escalar e degradacion
y 1191)

3y

c? propuesta por Simo and 4 . v ol factor de peso 1¢  propuesto en este modelo.
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el solido real degradade oy, | que esti relacionada con la fensian efecliva oy |

en el sélido equivalente no-degradado, a través de |a siguiente expresion:

— it i T'E e : I =" 7
iy = (1-ry) [I)""k']ﬂ' €ut ot E"Eu [Dm-wJT €nt = B4 (t.s0)
giendo:
—ap
,ﬂ‘ e 1 tensor de rlgider eiasto-plistico equivalente,
i]'l
- 1.
8, = Oy — EEHJ".I' ¢ tensor desviador de tenslones, para el sdlide equivalente.
I"!‘

11
= !-c'lH'GED . ;
= i siendaMy R constantes de|

malterial

4

fig.(111.10): Regla de evolucion del tamanao de la zona “inerte”.
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Dentro de esta estructura teorica, la respuesta plistica viene caracterizada en

¢l espacio de tensiones, por medio de las siguientes ecuaciones:

~Una regla de flujo plistica: t‘j

93,
2 : ; gy (1.61)
—Una regla de endurecimisnte pldstica; G=AH=da;= EH
Wil
~Y [a condiclan de fluencia plistica: .r(ﬂ'.j,ﬂ.s) < 0.

donde F(oy;,a,) es una funcién de fluencia no-homogénen definida en el espucio
de tensiones, que puede consuliarse en lns referencins " | o, es ln variable

de endurecimiento plastico, oy ¥y 7 son unas constantes de endurecimiento,

y por iiltimo E = ( ﬂ;'i})lﬁ .

De ncuerdo a esto, y a la condicién de consistencia plastica, resulta una
relacién constitutiva elasto-plastica equivalente, ignal a:

it T .
Fy = [DUH].,. €py (111.62)

ﬁijw] 5 é?%aa-% [:E"“*"“Js
1/32
Y BERE)" + B Pl B

Para mas detalle, se puede consultar las referencias de origen 2102
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Este modelo, puede ser considerado como una formulacién no-local, ya que el
comportamiento lensidn-deformacién de un punlo ec.ci60), depende del volumen
de la zona inerte, a iravés del factor de peso v, .

1.4 MODELOS BASADOS EN LA TEORIA ENDOCRONICA DE LA PLAS-
TICIDAD.

Todas las teorins mencionadas en las secciones precedentes, son por lo general
incrementalmente linelales.  Los modelos constitulivos basados en la teoria
endocrénica de la plasticidad, constituyen el méas importante ejemplo donde esto
no ocurre

Las teorfas de flujo incremental, como la feoria de la p].n.sticiclad, sUponen la
existencin de un eriferio de fluencia y una regla de endureeimiento para definir la
evolucidn de la superficie de fluencia durante el proceso de carga cuasi-estitico.
De esta forma, el modelo elasto-plistico puede ser visto como un material ideal
con distintos comportamientos mecdnicos: inicialmente elistico hasta alcanzar
la superficie de discontinuidad inicial, lnego plistico con endurecimiento hasta
alcanzar la superficie de tensidbn maxima o pico, y por illime plistico con
ablandamiento hasta aleanzar la superficie de tensién iltima, Sin embargo, el
material real liene una respuesta nica y condicionada por muchos fenémenos
B que inducen a comportamientos no tan clares come los que idealiza la teoria
clasto-plaslica. Por ejemplo, es usual que en los materiales existan deformaciones
permanentes antes de iniciar el proceso de cargas. Si se agrega a esto el
desconocimiento sobre estas deformaciones y el tipo de comportamiento previo,
se presenta la dificultad de no poder establecer con precision la posicion de la
superficie de discontinuidad inicial.

Molivado por las razones mencionadas, entre olras, se han realizado
considerables esfuerzos dentro de la mecdnica de los medios continuos, con el fin de
formular una leoria de material ideal, que permita describir el comportamiento
inelistico de los sdlidos, y que no requiera de la existencia de un eriterio de
fluencia, evitando asi la definicién de su funcidn, la posicidn inicial y las
complicadas reglas de endurecimiento que marcan la evolucién de este eriterio
durante el periodo post-elistico, Con eslas caracterfsticas generales, Valanis en
1971 18 D dis origen a la llamada teoria endocrinica aplicada a materiales
metalicos, Para ello formulé un modelo que puede ser considerado como un case
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general de la visco-plasticidad 5l en el que no sdlo se incluye una descripeién
de ln historia de su comporiamienta en la variahle paeu.dp-tt'mn.pﬂ, gino también
una lustoria de su comporlamiento en la varable de deformacion | que permite
reproducir satisfactoriamente los fendinenos de endurecimiento, carga y recarga.
Todo esto, sin la necesidad de que exista una funcién de fluencia ni reglas de

endurecimiento,

Usando los conceplos de Valanis, Bazant y un grupe de colaboraderes, han
extendido la formulacién de la teorin endocrénica con el fin de describir el

comportamiento de materiales friccionales (suelos, rocas, hormigones, efc.) el

Aunque algunos aspecios de esta teorfa parecen necesitar futuros estudios, se
presenta como un procedimiento potente para las aplicaciones pricticas P9

A continuacidn se deseribe brevemente algunos conceplos fundamentales del
madelo endocrénico de Bagint

La relacion entre el tensor de tensiones o;; y el de deformaciones ¢, , viene
dada por la siguiente integral, modificada por Bazinl, donde se introduce un
pseudo-tiempo £ . Eslo es:

J ey
Ty = / Biiu (E = Er‘) et d{’ (H.83)
0 ¢
donde:
‘ d

f — / R%)' 1 pseudo tlempo
f-h:n =2 .‘E‘ dt"dfjj "} k;f’-‘f”dt” '+“ M‘ti
ki, ki, b : constantes del matarial
I(CJ = D I funcian que depende de la historla dlm' material

Ei ikl 1 constante del materlal
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Fsta illima ecuacién, representa una tipica ecuacidn constitutiva de la teoria
endocrénica lineal.

Fn las referencias 138 y 0991 Valanis propone una funcién de relajacion
simple, del tipo 1 Eyy = E' e~ gue permite analizar ¢l comportamiento
uniaxial de los metales. Sustituyendo esta funcién de relajacién en la ec.in.e3), el
modelo endocrénico se reduce a un simple modelo de Maxwell.

Para prolundizar el estudio de este modelo, se recomienda consultar las

referencias [C130130)

IIL.5.- MODELOS DE FRACTURA.

Bstos modelos, hacen la hipdtesis de que el comportamiento no lineal del
hormigén se debe fundamentalmente al fendmeno de fisuracion que se origina
debido a la baja resistencia a traccién que tiene este material. Normalmente
consideran una simplificacién de su comportamiento, suponiendo que se trata de
un material elasto-frdgil, y por lo tanto sélo reconocen dos estados mecanicos: -
uno puramente eldstico, y ~ otro fracturable.

Dentro del contexto del método de los elementos finitos, se pueden clasificar
estos modelos en tres grupos 1 1) Modelos de fisura-distribuida, 2)
Modelos de fisura-discreta, 3) Modelos de la mecinica de {ractura clasica.

8 bien los modelos de fisura-distribuida han cobrade muche auge en este
dltimo tiempo, se puede decir que esto no va en perjuicio de los modelos de fisura-
discreta, ni de los de mecanica de fractura, yn que cada grupe tiene un campo de
aplicacién propio. En general, si sélo se quiere obtener un comportamiento carga
desplazamiento y un camino aproximade de la evolucion de las fisuras, resulta
adecuado un modelo de fisura-distribuida. 5i lo que importa es una detallada
descripeién de una zona muy localizada del hormigén, y conocer con més precision
el desarrollo de las fisuras, resulta més adecuado un modelo de fisura discreta,
Para problemas especiales de fractura localizada, donde el tamafio del especimen
es muy grande respecto de la zona fracturada, es més apropiado escoger como
herramienta de trabajo la mecdnica de fractura,
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ITL.f.0.- Maodelos de Haura-distribuida,

Esta téenica, intraducida por Y. Rashid "' admite un comportamiento elastico
lineal hasta alcanzar el Wmile de fallo que viene establecido por la maxima
resistencia a traccion op®  (que en estos casos coincide con la tensidn de
elasticidad a traccién o ). Este Hmile queda definido a través de una funcién
que describe una superficie en el espacio de tensiones principales. Luego de
aleanzar esta frontera, se considera que el material adopta la forma de un solido
ortétropa con respuesta diferenciada segin cada direccién principal de tension,
Fsta respuesta se debe a que el modelo supone, por hipétesis, que se desarrollan
planos de fisuras normales a la tensién principal mayor luego de aleanzar la
maxima resistencin de traceién., Estos planos paralelos de fisura, tratan de
representar la formacion de una fisura discreta real fig.(10.11).

b)

L I R TR
L L R
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GG BC B I T R R
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fig.(111.11): Idealizacion de una fractura real por medio de planos paalelos de fisura-distribuida. a)
Fisuta-distribuida,  b) Flsura real.

Los primeros modelos de este grupo sostienen que una vez producida la
primera fisura, después de alcanzar la resistencia méxima a traccién, el médulo de
elasticidad en la direccién normal a la misma se hace nulo (modelo de Rashid 8y
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de manera que se produce una pérdida violenta se su resistencia a traccion
ap — 0 . Posteriormente A. Hillerborg et al.  ® | basados en resultados
experimentales, propusieron un modelo que considera al hormigdén como un sélido
no Lan fragl, caracterizado por unn respuesta tensidn-desplazamiento, enlre caras
de fisura, donde la pérdida de tensién se produce gradualmente a medida que
crece el desplazamiento entre ellus (material con ablandamiento). Este modelo,
denominado de fisura ficlicia, considera que la microfisuracién resulta de una
pérdida gradual de eohesién en una cierta regién de tamano finito. Asimismo,
formula dos ecuaciones constitutivas distintas, una para la zona danada provista
por una relacién tensién-desplazamiento, y otra para la zona no danada provista
por una relacién tensién deformacion ¥ fig.(111.12).

Regidn danada

e
a | o
Ny | ———
|
La b h N
q 1 B |
7\ o)

Regisn neo dafada € Regidn dafada s T

fig.(111,12): Modelo de A. Hillerborg. Esquema de comportamiento para la zona dafiada y no-daflada.

Para explicar en forma sintética el funcionamiento de este modelo clisico, se
considera, a modo de ejemplo, la barra de la fig.(11.12). En ella el desplazamiento
en el extremo vale:
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a 1
§ = L T + i (o0 — o) (11.64)

donde E° es el médulo de Young inicial, o3 es la resistencia mixima a

traccidn, y K la pendiente de la curva (o — §) .

La energin que se disipa durante el proceso de fractura seri :

w! = ;w wn gl = G AL (tiLes)

fig.(111.13): Comportamiento esquemitico uniaxial del hormigdn, an la zona dafiada.

donde A’ es la superficie de la cara de la fisura, que para el ejemplo de la
fig.(1.12) coincide con la seccién transveral de la barra, y &7 es la energia de

fractura per unidad de drea [racturada ec.(an-p.21). Esla energia es consideradn

1ol 1a)-ujfoeo]rza]

como una propiedad del material | , ¥ permite encontrar a partir
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de la ec.quies), el valor del desplazamiento maximo &"" para el cual la Rsura
pierde totalmente su capacidad de resister tensiones, y con ello se puede definir

la pendiente de la curva (o — 8):

. 2 GI ﬂ,.rrluﬂl
g — =k = (,—TT‘) fHi,66)
o 267

Entre los modelos de fisuracién distribufda mds recientes, se encuentran los
formuladoes por Z. Bazant et al. ' J. Rots et al. ' | R. De Borst M,
[0, Hinton and M, Cervera P R. Glemberg *  que consideran una ecuacion
constitutiva elistica en lensién-deformacién para la zona no-daiada, y ofra con
ablandamiento para la zona dafada fig.(111.13),

s Maodelo de fisuracidn digtribmda do Rots ot al. [123]

A continuacién, por ser uno de los modelos de fisuracion distribuida mas
significativos, se presenta en forma breve ¢l Modelo de J. Rots et al. B2 que
resulta ser un caso parficular del propuesto por Bazant and Ho M2

El rasgo fundamental de este modelo, es la descomposicion aditiva que
aplica sobre el incremento total de deformacién A€ , en un incremento de
deformacién correspondiente al hormigdn sin fisurar Ae™ | mas otro incremento
de deformacion correspondiente al hormigdn fisurado A€ fig.(111.14):

Ae = Ae™ 4+ Ae” (NL67)

aparentemente, la teoria de la plasticidad utiliza una descomposicién similar, sin
embargo es necesurio establecer una diferencin fundamental entre ambas formas
de considerar esta dc:-acnmpuuiciéu aditiva. La deformacién € se recupera
fotalmente si se descarga el sélido, por lo tanto se puede interpretar como n
comportamiento de degradacion de la rigidez secante durante el periodo post-
eldstico; en cambio en plasticidad, la deformacion plastica es irrecuperable, por
que resulta de la accion de un proceso inelastico fig.(111.14).
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L

(h)

fig.(111.14): Diferencias esquemdticas, entre: a) el comportamiento del modelo de fisura distribuida, y
b) el modelo de plasticidad clasica con ablandamiento.

El incremento de deformacién A€ | puede ser descompuesto en varias
contribuciones que dependen del nimero de fisuras ficticias que se desarrollen

en un punto. Eato es:

Ad" = Adl + DG+ .+ A (in68)

(]

donde Ae}" es el incremento de deformacion correspondiente a la fisura primaria,
Agl} es el incremento de deformacion correspondiente a la fisura secundaria, ete.
La relacidn entre cada ineremenio de deformacion en la fisura, y el respective
incremento de Lensidn, se define en un sistema de referencia local a la fisura, y
luego es transformado al sistema global de referencia. El modelo supone que el
incremento de deformacidon Ael” | definido en el sitema de referencia local de la
fisura n-dsima que se desarrolla en un punto, sélo tiene dos componentes: Una
normal a la fisura Ael” (Modo-l de fractura), y otro tangeneial a la misma
Ay (Medo-11 de fractura) fig.(111L15). Esto es:
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Ae = N, Ae

ik

(.60}
AN cos’ 1, — sind, coadl, o
Aﬂii = ain’ 9, sind, cosd, ] { %E'h }
Fass A I 2aind, coad, cos’d, —sin’d, | To 1,

donde 9,], esel ingulo que hace la normal al plano de la fisura neédsima con el
eje de referencia global #; . Esta direccién, por hipdtesis, coincide con la de la
tension principal mayor de traccidn ec.can-0.2.b.).

fig.(111.15): Deformaciones y tensiones desarrolladas en una fisura segdn un sistema de referencia local.

Sustituyendo la ac.qm.s0) en la ec.mes), queda expresada la deformacion de

fisuracion total, en un punto, como:

Ae = W Ae” (i, 70}




——— e Capitula I Modelos const. para hormigonas. -7 8-

COIL:

N = |, N, --- N,|

Ael
Aer;
A:l:!' L =

Aﬁnr

m

En forma andaloga, se define el vector AS,, |, que representa el estado tensional
e la fisura n-ésima segin el sistema de referencia local fig.(1.15), y que tiene dos
componentes:  ~Una normal al plano de la fisura AS, | y ~Otra tangencial a
dicho plano At, . La transformacién del sistema de referencia global al local, se
realiza & través de la siguiente expresion:

AS = W" Aa (hi.71)
COT:
AS;
EE s
Ao =4 op ; A8 = : i A8, = { %fu }
Tia : "
AS,

Conocido ¢l concepto basico del modelo y sus variables fundamentales, se
presenta a continuacién la relacidn tensidn-deformncién para los puntos no
danados, y olra para los punios fisurados. Para el hormigén no fisurado, se
acepta una relacidn eldstica lineal del tipo:

Ao = D" Ae™ (720

donde D™ es el tensor de rigidez elastico del material, expresade como matriz
para un sistema plano (apart. 4-I.2.).  La relacion tension-deformacion para el
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material fisurade, se formula en el sistema de referencia local de la fisura fig.(11.15).
Esto es:

AS = D" Ae” (11L71)

COILL

02 = .ﬂ: pars flauras activas

D = D;

& para flsuras en descarga o recarga

A partir de las ecs.cin67),(i0.70). (0 71),(i172) ¥ (1.73) se puede formular la
relacidn constituliva tangente incremental para el hormigén:

Ao ={D"-D W D"+ N'D"N|"WN"'D"} Ae  anay

Para definir el médulo de rigidez extensional DY | que interviene en cada
D' | es necesario suponer, al igual que en el modelo de Hillerborg, que la energia
de fractura por unidad de superficie fracturada ! es una constante del material.
Asi | para una fractura real se tiene :

§ 1
G = / 5 dé ¥ ademais w! = b

m (11.75)

pero la energin tolal disipada por este modelo, durante un proceso de fisuracion,
vale:
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W' = / gl dV = / [Z (/ S cﬁd.’,’)] dv (11.76)
Ve vae | e a

de 1as eca.cnn78) v (n.7s) resulta la relacion entre Gy gj :

(!

b g B
Lt

g L ET)

donde L7 es el ancho de la zona de influencia de una fisura disiribufda. Con
g’ v ln funcién S(e*) queda perfectamente definida la curva (5 — ) .

El médulo de rigidez de corte (. | se toma constante e igual a:

Golu = [Be G, (.78

N "'0 LEr -
siendo GV = y fe = ele. = %& el factor de reiencién de tensiones

21 v :
coriantes para cada fisura, £, y 1! son la tensiones tangenciales actual y eldstica
de la fisura. n-ésima, expresadas en el sistema de referencia local, respectivamente.

Este modelo a sido actualizado por sus autores, con el objeto de considerar
ademds, un comportamiento elasto-plastico con endurecimiento PI* o que
supuso que la deformacién incremental definida en la ec.(it.67), quede formulada
ahora de la siguiurlt: manera!

Ae = Ae"™ + A" = (A 4 Afd') 4 Ae” (11.78)

donde el comportamiento inelastico, es gobernado por la la teoria de la plasticidad
clisica (apen. A-I). Recientes eambios que se han practicado sobre esta iiltima
modificacién del modelo, permite trabajar en problemas dominados por el
comportamientos en modo-11 de fractura '* y en fluencia diferida



—78- Capitulo Hl ; Modelos const. para hormigones. P N

I1.5.b.- Maodelos de fisurn-discretn.

Bl primer modelo para el anilisis, por ¢l método de los elementos finitos, de
la fisuracion del hormigon fué desarrollade por Ngo and Scordelis en el afio
1967 " | Este modelo ha sido propuesto para realizar un andlisis eldstico lineal
en problemas de tensién plana, con una trayectoria pre-definida para las fisuras,
Cada fisura pre-defimda, debe ser modelada mediante la desconexién de los nodos
de la malla de elementos finitos, marcando asi la trayectoria que se ha previsto
para dicha fisura fig.(H1.16). En trabajos posieriores de dichos autores, se incluyeron
efectos como el de clavija, producido por el acero y el rozamiento entre las caras
de una fisura,

F
Elamenios VIGA
frangulares /

~—HODO DESCOMECTADO

£LFISURA

=
Elemenios ACERO
triangulares

ACERD

fig.(11.16); Modelo de fractura-discreta de Ngo and Scordelis (0 |

El problema que ge encontrd en este modelo, ademas de la arbitraria eleceidn
del camino de fisuracion, fué la dependencin de la respuesta del sdlide, de la
forma y tamaiio de la malla de elementos finitos.

A. Nilson [ presenté una modificacién de este procedimiento, que permite
que las fisuras se propaguen inter-elementalmente a través de una desconexién
antomatica de los nodos, la que ocurre cuando el promedio de tensidén en un lado
de un elemento finito supera la maxima resistencia a traccién del hormigén. Esto
permitio  prescindir de la definicion arbitraria del camino de las fisuras, ya que
esto depende del proceso mismo,
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Sucedieron a estos trabajos, otros que mejoraron el procedimiento, no
obstante siempre se presenta el inconveniente del elevado costo de re-definicion
de la malla de elementos finitos 11094,

IL.b.e.- Maodelos basados en 1o mecénica de fractura clasica — Elastica lineal,

Los pardmetros que gobiernan la iniciacién y propagacién de las fisuras en la
mecdnica de fractura eldstica lineal son los factores de intensidad de fensiones
K;, K;, Ky oyl tenacidad del materinl a la fractura Ko (8] oy
esta aproximacién se supone que el tamano de la zona de fractura es despreciable
frente a su longitud. De esta forma, se pueden obtener las tensiones en el fondo
de una fisura, con el sélo conocimiento del los factores K; . La tenacidad del
material a fractura, es una propiedad de éste y permite estudiar la estabilidad de
una fisura, asi pues, si el factor de intensidad de tensiones aleanza el valor crftico,
la fisura se propaga en forma inestable. Esle compertamiento parece razonable

para fisuras muy grandes, en caso contrario pueden aparecer errores importantes
B (efecto medida (1jizaee) ),

El proceso operative (de la ref. 1% ), consiste en los siguientes pasos generales:

- Caleulo de los factores de intensidad de tensiones, a través de las expresiones
de Ingraffea fig.(NLIT):

e
K = 425 7y (o = 90) 4 00 — v

K =4/ Em_,,(?:ﬁ [4(up — up) + u, — uel

(/.80 )

donde u y v son los desplazamientos en un sistema de referencia local a
In fisura, G es el modulo de rigidez a corte, K, = 3 — 4 para problemas
de tensién plana y &, = 3 — /1 4+ v para problemas de deformacion plana,
y v el coeficiente de Poissson.
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fig.(111.17): Elementos singulares que rodean una fisura [*°] (fos mds usados son los isoparamétricos con
nados en los cuartos de lada).

- Estudio de la estabilidad de la fisura, para ver la magnitud y direccién de
crecimientio. Existen distintos criterios de inestabilidad que predicen la carga
critica y la direccidn de propagacién de la fisura 1

= El estudio de la propagacion, el cual se debe realizar cuando se detecta la
inestabilidad en la fisura. De esta forma se establece un nuevo punto, que
requiere caleular los K, | y nuevamente su estabilidad.

Fste tema puede consultarse en las referencias 28I0348)134]

I11.6.- NECESIDAD DE UN NUEVO MODELO CONSTITUTIVO.

De los dintintes modelos constitulivos presentados en este capilulo, se advierte
que existen algunos problemas en simular el comporfamiento del hormigén a
partir de soluciones aisladas. Ciertos modelos ofrecen formulaciones mas o menos
generales, sin embargo es necesario dar un tratamients amplio basado en una
teorfa inica, s por ello que e el c&pitulu siguienie se presentan los fundamentos
de un modelo constitutivo, que trata los fendmenos mas importante del hormigén,
basado en una inica estructura Ledrica (la Leoria de la plasticidad).
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CAPITULO IV

MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PLASTICO:
“PARTICULARIZADO PARA HORMIGONES—

IV.1.. MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PLASTICO PARA MATERIALES
FRICCIONALES PARTICULARIZADO PARA HORMIGONES
 INTRODUGCION.

En este capitulo se presenta un modelo constitutivo, objeto fundamental de este
trabajo, que puede ser denominado modelo de dnio plastica ™ . Su nombre
se debe a la hipdlesis que considera que el comportamiento no-lineal ineldstico
que sufre un sdhdo cohesivo-friccional, como consecuencia de la formacion y
desarrolle de micro-fisuras debido al deslizamiento entre las particulas de su masa,
es asimilable a un fendmeno elasto-plistico 8

La posibilidad de la aplicacion de la teorfn matemidtica de la plasticidad a
un material friccional, parte de suponer que la deformacién no recuperable, o
deformacién por micro-fisuracidn PV | puede ser entendida en forma andloga que
en los materiales plasticos M7,

La teor{a matemética de la plasticidad clisica esta basada en una formulacion
{enso-deformacional isotrépica para cada punto del sélido (Ap-I), lo que significa
que la funcién de fluencia pldstica se ve sometida a un movimiento homotético
fig.(IV.1,a) que es gobernado por la evolucién de la variable de endurecimiento
plastica & (Ap-I). La interpretacién fisica de este dafia isolrdpico (29 | puede
ser entendida a partir del fenémeno de dario adireccional que sufre cada punto del
silido real 9,

Asi , en un primer andlisis, ¢l coneepto de dane adireccional resulta
contrapuesto al de daiio macroscdpico (fractura), debido a que este dltimo
constituye un fendmenao direccional fig.(IV.1,b).
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SUPERFICIE BE CARGA ACTUAL

%
]
A SUFERFICIE DETENSION FICO &

SUP, OF PALLA

fig.(1V.1,n): Compartamiento isotrépico de un punio del solido

Del andlisis realizado en el cap, II, sobre el comportamiento del hormigdn,
se puede admitir como hipélesis que el daiio macrosedpico direccional (fisurn),
proviene de un comportamiento microscdpico adireccional de los puntos situados
en una cierta zona del sdlido, que se denominard zona de dario. con base en
esto, una fisura quedard definida por el lugar geométrico de los puntos que han
sufrido un dano adireccional fig.(IV.1,b).

La concentracidn del dafio en una determinada zona del sélido, se debe a
un: fendmeno denominadeo loealizacién o concentracién de deformnciones fig.(IV.2)
(Aneso.D) que se desarrolla en una zona del sélido de dimensiones reducidas 1
donde una cierta cantidad de puntos se encuentran sometidos a un proceso de
endurecimiento negative o ablandamiento.

De acuerdo con este razonamiento, el solido se encuenira constitufdo
por puntos situados dentro de la zona de dafo, que signen un proceso
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fig.(1V.1.b): Aspecto macroscapico de los infinitos puntos istidpicamente dafiados

tenso-deformacional con pérdida de tensién y crecimiento de la deformacién
(ablandamiento), asi como por puntos que estén fuera de la zona de localizacion
del dafio v que experimentan un proceso de descarga manteniendo el nivel de
dano ya alcanzado Rg.(IV.2).

El modelo constitutive que se presenta es capaz de memorizar la macro-
direccionalidad del darie producide durante todo el proceso de carga, admitiendo
condiciones de carga no-radial * o no-proporcional (cap. V).

En virtud de lo antes dicho, se considera que el fenomeno de localizacion del
dario posibilita el uso de la teoria de la plasticidad come base de un “modelo
constitulive de daiio folal, para materiales friccionales”, ofreciendo asl una
herramienta que satisface en buen modo los mecanismos de dano descritos para
¢l hormigén en el eap. II, y que cumple rigurosamente con los principios basicos

de la mecdnica de medios continuos PRIT0I8I]

# Nota: Se dics que un proceso de carga es “radial” o “proporcional” cuando se cumple durante

toda Ia aplicacion da In misma la sigulente relacisn f;‘;".; = -}Et'l\i = s = f.‘.'.'. entre las

componentes del tensor de tensiones en of estade actual y sl estado Inlclal, respectivamente
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A aj
FRONTERA EXTREMA
EN EL ESPACIO DB P
TENSIONES @ ESPACIO DE TENSION —
DEFORMACION UNIAXIAL

EQUIVALENTE

SESPACIODE TENSIONES
FRINCIFPALES

@ESPACIO DE
DEFORMACIONES

PRINCIPALES

FRONTERA EXTREMA EM EL ESPFACIO
DE DEFORMACIONES

fig.(1V.2): Estado del dafio en distintos puntos del sélido:
a) Comportamiento de un punto del sélido en la zona dafiada,
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PRINCIPALES 1-9.
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Zona

dafada ﬁ ' I LP: ancho de la zona dafada

fig.(IV.2): Estado del dafio en distintos puntos del sélido:
b) Comportamiento de un punto del sélido en I zona no.dafiada.
¢) Localizacion del dafio en un zona del sélido.
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[V.2.. CARACTERISTICAS GENERALES DEL MODELO CONSTITUTIVO DE
DANO PLASTICO.

La teorin de la plasticidad proporciona una ndecuada estructura  fisico-
matemdtica, que permite formular el comportamiento de los materiales
friccionales sometidos a estados de cargn. De la exlensién de sus principios basicos
y de la reinterpretacién de sus variables fundamentales, ha surgido este modelo
de dafio plistico . Asf , a partir de la variable de endurecimiento plastico x|
definida en el Ap-I, se ha formulado una variable de daiie plistico & | que crece 51
y solo si hay deformaciones pldsticas no llegando nunea a decrecer, Esta variable
interna estd iratada como una magnitud adimensional, normalizada a la unidad,
que varfa entre 0 < &" < 1, tal que para & = 0 no hay dafio plastico,
y pata k" = 1 se define el limite de dario lotal de un punto del sélhido. Este
estado iltimo puede ser interpretado desde el punto de vista de la mecanica de los
medios continuos, como una pérdida lotal de lensidn, y desde un punto de vista
fisico, como un desmembramiento de la masa del sdlide en el punto de andlisis
(diacnntinuidud f.fsil.‘--!l.).

El criterio de fluencia pldstica presentado en la ec.(ap-1.7), es tratado en este
modelo a través de una expresion matematica que puede ser escrita en la siguiente
forma general:

F=Flo,¢)= fle) —e=0 {1v.1)

donde f(@) es una funcién escalar homogénea de primer grado en las
componentes del tensor de tensiones, que permite definir la cohesion ¢ , o
una tensién uniaxial escalada, como una funcion de endurecimiento plastico,
lLios criterios de plasticidad de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager (Ap-I) también
pueden representarse por una expresion similar a la ec.(/v.1), pero no aproximan
adecuadamente el comportamiento real de los hormigones 1 | ni de los
geomateriales en general . Numerosos criterios de fluencia plastica han
tratado de mejorar esta aproximacion para los materinles cohesivos-friccionales
Paadjaz)so)Tajonia] - - hers solo se ha lograde una mejora formulande hinciones
fle) no-homagéneas en las componentes del tensor de tensiones, caracterfstica
que impide definir una funcidn de endurecimiento plastico con una interprelacion
fisica directa. Para el modelo constitutive que se propone, se han definido
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dos criterios de fluencia:  Una simple modificacién del de Mohr-Coulomb
(anexo-€), que permile oblener una relacién inicial de resistencia uniaxial
loi /|| adecunada para el hormigén, a partir de un dngulo de rogamiento interno
¢ apropiado (apart. Ap-1.3.f); y otro mis general (apart. TV.5), definido como
una funcién homogénea de primer grado en las tensiones, que concuerda bastante
bien con el comportamiento experimental del hormigén excepto en el dominio de
altas presiones hidrostaticas,

La cohesidn ¢ , es tralada como una magnitud escaladn con la resistencin
inicial a compresion uniaxial del hormigdén o (umbral de discontinuvidad
tensional), que es el nivel de tensiones para el cual In deformacién volumétricn
¢, o5 maxima. Consecuenlemente se define: La cohesidn iniciaf‘ o cohesidn
del material virgen, como ¢ = ¢ & o, para &" = & = 0 , siluacién que
establece la posicién inicial del criterio de fluencia o eriterio de discontinuidad
inicial, y la cohesion final, o coliesidén del material tolalimente danado, como
c=¢" =0 para &" = g™ = 1 siluacién que define la posicion final del
criferio de fluencia o discontinuidad. A diferencia de la plasticidad cldsica con
endurecimiento isotrépico, la cohesién no es una simple funcion de la variable
de endurecimiento plastico  ¢(x) (apart. Ap-L3.c.), sino que es una variable
interna que depende del proceso elasto-plistico, gobernada por una ecuacién de

evoluecidn.

A pesar de que el dngulo de roznmiento interno ¢ {ambién podria definirse
como una variable internan, a partir de una ley de evolucién que dependa
del proceso elasto-plastico, se plantea simplemente una funcién explicita de
la variable de daifio plastico qﬁ(n:") . Con esla hipotesis se ha obtenido una
buena aproximacion al comportamiento real del hormigén.  Este dngulo vale
¢ = ¢" =0 al iniciar el proceso plastico, para &* =0,y ¢ = ¢ al finalizar

el proceso para &' = 1.

El dngule de dilatancia 1 | que al igual que el gi,ngulg de rozamiento
interno podria definirse como una variable inlerna, también en este caso se
obtiene explicitamente como una funcién de la variable de dafo P]ﬁsj;icn IIJ(H_,') .
dado que con esla hipdtesis también se ha oblenide una buena aproximacién al
comportamiento real del hnnnigén. Este angulo vale ¢ = % = 0 al iniciar ¢l
procesa plastico, para #” =0,y ¢ =" al finalizar el proceso para & = 1.
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En definitiva, para un proceso plastico sin degradacion de rigidez, el vector
de variables internas ¢ (Ap-1.3.5), quedn expresado por g = (&;e;ir) [
donde € es la deformacién plistica, ¢ la cohesion entre particulas, y x" la
variable de daiio plistico; cuyas reglas de evolucién serdn definidas seguidamente,

como parte de las ecuaciones lundamentales que gobiernan el modelo. Estas son:
s Un eriterio de fluencin piintitu como el definido por I ec.(IV.1).

e [Ina descomporicion de la deformacidn en una cueta eldstica y otra pldstica
ec,(Ap-L.20):

e=D'o+é& =& + € (Iv.2)

siendo D el tensor de rigides elastico secante.

¢ Una regla de Aujo plistica no asociada, definida come una variable interna
mediante la signiente ecuacién de evolucidn ec.¢ap-i.21):

&= Herlo,q) = A [%] =} g (Iv.3)

donde A es un escalar no-negativo denominade pardmetro de consistencia
plastica.

e Unn ecuacidn de evolucidn de la variable de dafio plistico, definida mediante
la siguiente hipotesis ec.cap-1.37):

K = A H.(o,q) = A B! (e, K" c) _EE‘:%EEC_) =h, (o, c) & (1v.4)

donde h,(e,#”,¢) es un tensor de segundo orden, funcién del estado actual

de las variables o, x1", ¢ .



cCapitulo IV - Modalo constitutive de dalio plastico ~B7—

e Y una ecuacién de evolucion de la echesion, definida mediante la siguiente
hipdtesis:

= A H(o,q) = A Ih.,q(ﬂ',ﬁ‘.",r:) h:'(tr, k", ¢) ag;gif;-' t‘) = h.(e,k",e) K"

(1V.5)

donde h.(e,x",¢) es un funcion escalar del estado actual de las variables
o, k', 0 .

IV.3.- VENTAJAS MAS IMPORTANTES DEL MODELO DE DANO PLASTICO
PROPUESTO

Los rasgos generales dados sobre el modelo en los apartados anteriores, permiten
valorar algunas de sus ventajas y anlicipar ofras. Enlre las caracteristicas mds
importantes se pueden mencionar las siguientes:

- Formula una ley constiluliva que permite considerar satisfactoriamente
procesos de carga dominados por estados de comportamiento volumétricos
y distorsionales a la vez.

Trata en forma unificada los procesos multiaxriales a iraccion y compresidn,
mediante una formulacidén inelistica sdlidamente fundada en la teoria
matematica de la plasticidnd,

- Define como vartables internas, la eohesién ¥y la variable de dafio plistico, ¥y
como variables explicitas el el dngulo de rozamiento interno y el dngulo de
dilatancia; pudiendo condicionar la evelucién de éstas, durante el proceso
elasto-plastico, mediante funciones que deben ajustarse a partir de resultados
experimentales uniaxiales.

- Clonsidera que los materiales no solo tienen distinfos limiles lensionales de
fallo a traccidn y a compresion, sino gue también distingue para cada uno de
estos procesos, deformaciones ultimas diferentes. Esto se consigue mediante
ina generalizacion de In variable de endurecimiento pldatico, que en este
modelo se la denomina varisble de dafnio pliastico,
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- Permite definir distintos eriterios de discontinuidad inicial (fluencia inicial
para los metales) y subsecuentes superficios de carga plastica, controladas por
una funeidén de endurecimiento con un sentido fisico directo, estableciendo

asi distinlos estados elagto-plisticos consistontes,

- Trata el flujo plistico a través de una regla de normalidad, asociada a una
superficie de potencial plastico, que puede o no coincidir con las de cargn
plistien. Ista funcién potencial es la que garantiza el control del fenédmeno

de la dilatancia.

- Permite simular &l comportamtento mu!t:’qmiul, a partir de datos que surgen

de ensayos f:mper'imentnfes uniariales.

- Adopta la variable de dano plistico como medida relativa del dafio en un

punto.

- Determina el dario local (dane en un punto), y su direccidon, mediante un post-
procesamiento de resullados, una vey que se converge al estado de equilibrio,

IV.4.- VARIABLES FUNDAMENTALES DEL MODELO DE DANO PLASTICO.

IV.d.n« Definicidén de la variable de dano plastico: &7,

Jomao una primera posibilidad, la teorfa de la plasticidad clasica define la variable
interna de endurecimiento plistico isolrdpico (apart. Ap-I.3.c.), como una
deformacion pldstica efectiva que tiene la siguiente ley de evolucién & = & ac.cap-
r4i1), o también en forma mas general como un trabajo pldstico especifico que
evoluciona duranie el proceso plastico con la siguiente ley & = w?” = T & sc.0ap-
1.39). En el primer casa se asocia el dano plastico a la deformacidn plistica efectiva
¢y se supone que el estado dliimo sobreviene cuando se alcanza el valor 1iltimo
de ésta @ . Eslo es ec.(ap-l41):

il " 0
d=a" = / fdl = / & di = / N{H 1((&""&") di (Iv.6)
o B3 i =10

=) =0
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siendo:

€' ! Incremento temporal dal tenzor dé deformacloned pladticas

¢, ! Constante & determinar para cada erlterlo de potencial plastice .

Bsta definicidn de la vanable de endurecimiento p]ﬁaticn, supone que el dane
total ocurre siempre para una deformacién plistica efectiva @ | ya sen que se
desarrollen procesos mecdnicos uninxiales, de traccién o compresién, o procesos
multiaxiales en general. Esto hace muy limitative su ulilizacién en los materinles
cohesivo-friccionales, que parn cada proceso mecinico, tienen una deformacién
ultima distinta P por e los hormigones fienen deformaciones viltimas
entre 100 y 15 veces mayores a compresion uniaxial que a traccidn uniaxial ;

10 < /]| <16

En ol segundo caso, cuando se adopla el frabajo plistico especifico como variable
de endurecimiento, se asocia el dafio de un punto del sélide a la energia especifica
disipada durante el proceso de carga w” | y se supone que se ha alcanzado
el nivel de dafio total cuando el punto alcanza a digipar una energfa especifica
iguu.l a la energie eapecifice de dafio pldstico g" | (ﬁrcn. encerrada por la eurva
tensidn-deformacién para un proceso de carga uniaxial que ha aleanzado el estado

iltimo),

3 =
g’ s uw™ = f & dt = / o’ & di (V. 7)
i ]

=) =i}

Al igual que la wvariable de endurecunienio anterior, ésta constituye una
magnitud inica independiente del proceso de carga desarrollado, lo que no cumple
con e comportamiento de los materiales friccionales que disipan distinta energin
especifica segin sea el proceso mecanico desarrollado. Asi | por ej.: en hormigones
se disipa entre 100 y 150 veces mas energia en un proceso a compresion uniaxial

que o traccion uninxial.

Debido a estos inconvenientes, ha surgido como una necesidad definir una
nueva la varinble de dafio plistico, que constituye una “medida relativa” de la
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energia disipada durante el proceso plastico. Por simplicidad y orden en Ia
presentacion, es conveniente definir esta varinble para procesos uniaxiales simples,
y luego generalizarla a procesos multiaxiales.

Definicién de la variable de dafio plastico pars estados de tensién uniaxial,

De un ensayo experimental uninxial a traceidn y otro a compresion, se oblienen
los diagramas tensién-deformacién, y a partir de ellos se pueden deducir las curvas
a — ¢ fig(lV.3) que encierran las dreas g} y g% (anecwo-B), respectivamente.

La energia especifica disipada al final de nn proceso elasto-plastico, cuasi-
estitico, de traccién uniaxial vale:

oz
g :f op ép dt (iv.a)
.

siendo

@y 1 Tensldn uniaxial de traccidn

€l 1 Deformacisn pldstica unlaxial de traccion

y & partir de ésta se define ln variable de daiie plastico para un proceso cuasi-
estitico, de traccién uniaxial, como:

i1
K== / ap &y dl | (Iv.9)
gr Jiwo

resultando asf una variable relativa con respecto a la energia especifica maxima o
traccion, que tomard valores comprendido entre 0 < x» <1 para el inicio y fin
del proceso plistico, respectivamente. Con &7 como variable independiente se
puede transformar el diagrama uniaxial de tension-deformacién plistica en otro
que dependa del dafio plistico: ap — k? (anewo-B), Bsto es 1 ap = ap(s?) en
el intervalo [0,1] , tal que en los extremos vale:
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{v.aa)

{ﬂ'r(ﬂ) =0

ap(l) =0

Similarmente, la encrgia especifica disipada al final de un proceso elasto-
plastico, cuasi-estilico, de compresién uniaxial vale:

o
q- =f ao € dl {Iv.11)
f

wiy

¢t Tensidn unlaxial de compreslon

f:;; ¢ Raformacion pligtica unlaxial de compresidn

y a partir de ésta se define la variable de dafo plistico para un proceso de
compresion uniaxial, enasi-estatico, como;

1 q ;
Kl = — / ae e di | (1V.12)
t

ﬂ
fe Ji=o

resultando asi una variable relativa con respecto a la energia especifica mixima a
compresion, que tomara valores comprendido entre 0 < #” <1 para el inicio y
fin del proceso plistico, respectivamente, Con &' como variable independiente se
puede transformmar el diagrama uniaxial de tensidén-deformacién plistica en otro
que dependa del dafio plistico: oz — 8" (anewo-B), Eslo es : ¢ = oo(K") en
&l intervalo lO,'l] , tal que en los extremos vale:

{1Vv.13)

{ GI'F(U) - ﬂ'g
0‘.@3(1) =0
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fig.(IV.3): Ensayo uniaxial de traccion y compresion: a)Diagramas tensién-deformacidn pldstica.
b)Diagramas tensign-daiio plastico,

De las ec.civie) v ecvii2) resulta una variable de endurecimiento pldstico
waotrdpico objetiva respecto a los dos procesos uniaxiales desarrollados, debido
a que en cualquiera de los dos easos varfa dentro de los mismos limites. De esta
forma, el dano total en un punto se alcanza cuando s = 1 | pero la energia

disipada a traceién es  gr y a compresion ge -
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Definicion de la variable de dano plastico para estados de tensién multinxial.

De modo general, para un proceso de earga genérico, se define la variable de dano

plistico como ec.(iv.4)

&' =h" (e, k" c) & (Iv.14)

donde h,(e,s",¢) esun tensor de segundo orden que, para los casos particulares
de traccién y compresion uniaxial, da lugar a una variable de dafo plistico s que
cumple con ln ec.qivio) y ec.iv.i2), respectivamente, y para los restantes casos es
capaz de desarrollar una magnitud de dafio consecuente con el proceso de carga.
En su forma mas simple resulta igual al tensor de tensiones b, (e, m) = o,y para
materinles isétropos puede ser definido n partir de sus magnitudes principales,

quedando la se.1v.14) expresada comao:

R = Z (ho; &) (1V.18)

A partir de esta forma general de la variable de dafio plastico, se podrian formular
distintas leyes de evolucién con el fin de evaluar correcta y objetivamente la
magnitud del dano en un punto del sélido, para cualquier proceso de carga
cuasi-estitico ™. Con el presente modelo, se propone una generalizacién de
las definiciones uniaxiales ec.(1v.9) ec.(iv.12) , considerando como hipdtesis basica,
que la energia total disipada durante un proceso multiaxial puede ser tratada
como la suma de una energian a traccion mas olra a compresion, disipadas por
procesos uniaxiales equivalentes. Fn otras palabras, esta hipétesis admite que

todo proceso multiaxial es suceptible de ser descompuesto en procesos uniaxiales
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desarrollados en las direcciones principales. Fsto es:

Il
:‘
i

+ K = ZI i )r + (B )e] €

(iv.1d)

R = }:(hm r i 4 (he)e &)
i=1

siendo:
1 1
(h'"")T = g.—!;:.-_- ( ”d} ] {h'#;i)f-' = T ("G"i)
g)=a ;Va>0
( ) I ! Funcldn rampa [TD][!ML
(m} =0 ;Vz=<0

las magnitudes g¢h" y g son las energins especificas a fraccion ecov.s)
y compresion ec.(v.11), ajustadas de acuerdo al eriterio de fluencia adoptade,
respectivamente. Esto es:

o Dol o)

! L
gy = g o

(IV.17)
ge” = g Riaal=a)

e

giendo:

oy @ Tension unlaxial de traccidn cerrespondiente al

gatado mull.i'mgfal actuante.

¢ 1 Tenstan unlaxlal do compresién correspondlente al

estado muitlaxial actuante.



- Capltufa IV : Modelo constitutiva de dafio pldstico S {1

sustituyendo en la eciiviae) (h,,)r y (hi)e , por sus respeclivas expresiones,

resulta la variable de dafio plastico segin una forma uniazial equivalente:

. 1
. T sp '
R=h, & = —apdyh + 5 oe & (1v.18)
gt L

DI Y e

donde: & = = 'Y = : pueden tratarse como

PR ED 2o o)

definiciones particulares de la deformacidn uniavial equivalente a traccién y

compresion, respectivamente. En el anezo-4 se realiza una evaluacién de esta
varinble de dafio plastico, para algunos casos particulares.

IV.4.h- Definicidn de la ley de evolueidn de la eohesidon — Relaecidn: ¢ — g0,

El modelo que se propone supone que la micro-fisuracion y posterior fisuracidn,
de los materiales friccionales, se¢ debe a una pérdida de coliesion intergranular
instantanea "' producida por el deslizamiento entre granos, o particulas, de
la masa del solido PN Fepa pérdida de cohesién intergranular
s¢ inicia, en los puntos mas solicitados, inmediatamente después de superar el
umbral de la cohesion linule o cohesidn inicial ¢® PRI v 5 jhedida que
evoluciona el proceso de carga crece la cantidad de partieulas deseohesionadas
hasta llegar a conformar un volumen de dimensiones considerables que conduce
a la ruptura de todo el sélido (fractura). Debido a este mecanismo de fallo, el
ablandamiento por deformacion es un fendmeno tnewistente a nivel intergranular
[ manifestandose solamente como un efecto macroscopico provocado por el
comportamientio promedie de un conjunlo de particulas.

Debido a que el modelo constitutive de dano plistico realiza un analisis
numeérico en €l espacio discreto mediante la téenica de aproximacién funcional de
los elementos finitos, cada punto de andlisis representa infinitos puntos materiales
contenidos en su area de influencia. Por ello, a nivel discreto, si tiene sentido
considerar al fenémeno de ablandamiento por deformacién como una propiedad
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del material ¥ contenido dentro de la zona de influencia del punto discrete 18 y
en Lal caso es necesario definir una funcién de endurecimiente plistico que lenga
en cuenta esle fendmeno de conjunto, que para este modelo constitutive no es
mis que la cohesién entre particulas,

La ecnacion de evolucidn de la cohesién ¢ debe considerar, para cualquier
proceso de carga cuasi-estdtico, que ¢ — 0 cvande K’ - 1,3y e =
¢ cuande K" = 0. En general, se puede escribir la ley de evolucion de esta
variable, como ec.civ.5):

& = hj(e;nlle) RY {IV.19)

La cohesion, definida de esta forma, se convierte en una variable interna
dependiente del proceso plastico fig.(IV.4), donde b (e, 5", ¢) es una funcién escalar
del estado actual de las variables & ,x7,c . La forma adoptada para la funcién

h.(e,k",c) , es la siguiente:

* de (N.") ] - 'r(qr) dccgﬂ",)
h. P o) = (@) & 1 BT Lt _
o klie) = e i k= ) dne (1V.20)

donde r(e) es una funcidn de peso que define el tipo de proceso de carga que se
desarrolla a cada instante (traccion o compresién o traccidn-compresion), y que
varia entre 0 < r(e) < 1 | dependiendo del estado actual de las tensiones en el
punto. Asi se tendra r{e) =1 s o, = 0 paratodo i = 1,2,3  (estados de
traccion), y r(e) =0 s o, <0 paratoso i =1,2,3 (estados de compresién).
Una forma particular de »(e) para procesos de carga no radial * es:

#* Nota: Read and Hegemler 9l conelderan que al ﬂmquna de ablandamlento #5 una "propladad

estructural”; {(Apexo-13),
Y Nota: En particutar, para procesos de “carga radial” v(@) se mantlens constante, no siende

hecesaiia su actualizacisn durante el desarrollo del proceso slaito-plistics,
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rle) = ;Elﬂ (1V.21)

3
Ll—l | ﬂ';l

La funcién eqc(#") puede obtenerse en forma explicita y representa la evolucién de
la cohesion durante un ensayo uniaxial de compresidn simple fig.(IV.4). Su relacién
con la tensién uniaxial de compresién viene dada por la siguiente expresion:

1
ca(r') = Edg[rﬁ"} (1v.22)

slendo:

H: Un coeficlente que depende del criterlo de fluencla, y representa &l
Tgctni' de sscala entre la cohesldn y la tension unlaxlal de compresidn. Para
los criterlos cldgicas de Mahr-Cowlomb y drucker-Prager vale;

& para Mahr-Coulomb:
da [a (Ap-L90) — 4
a la ec. =1 == =
i VExtanr
s para Drucker-Frager;

de ja ec,(Ap«1.102), ¥ ec.{Ap=[.106) —

1 [eing -3
B | Beosd

s

Jaing -3
fieas g

B —

de la ec.{Ap-1.102), y vc,(Ap-l, 108} —

nr

La funcidn CT(H.") también estd  formulada cxplicitmnc,ntﬂ y representa la
evolucién de la cohesién durante un ensayo uniaxial de traceion simple fig(Iv.4). Su
relacién con la tensién uniaxial de traccién viene dada por la siguiente expresion:

| B o ()] (IV.23)

1
er(R') = R
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donde:

R = E—;'_-:'::;—::‘:-; v Ex la relacicn entre resistencias uniaxioles Iniclales; tal

que ‘{{: vale para los criterlos clasicos de Mohr-Coulomb y DruckersPrager.

& para Mohr-Coulomb;

R _ VBuoir

o (Ap=f,90) —
e o ec.(Ap ) i 5

® para Driucker-Prager:

R? d43m
de lo ec.(Ap-1.102), y ec.(Ap-1.108) =+ - = [___:"m“i{"_‘“f

i cos e

RBY 34 i
de la ac,(Ap-1.102), ¥ ac.(Ap-l,108) — = + nmfl
aiy

® 7| Geong

Fn el aneso-B s¢ formulan algunas de las funciones de cohesion-variable de dafio
plastico que utiliza el modelo.

Algunos investigadores sostienen que las curvas de resislencia a traccién
y compresion simple del hormigén, que resultan de ensayos experimentales
uniaxiales, tienen formas andlogas PPN s gue equivale a afirmar que la
relacion de escalas entre ellas es una constante durante todo el proceso de carga

cuasi-astatico, y viene dado por:

—Fﬂ(ﬁﬂ) = cle == Rn _GG(H'P) — "

R(K,") = a',r(rq',i'} Eap(ﬂ‘.l‘)

YV 0<k"=] (IV.24)

en tal caso las funciones explicitas de la cohesién a traccién uniaxial (ec.(v22)) v
a compresion uniaxial (ec.(/v.23)) coinciden, Esto es:

(W) = enlw) = colw?) = i oe(e) 1v.25)

Esta definmcién inica de la cohesion, permile formular una funcién de estado
ho(e, k", ¢) , mas simple que la expresada en la ee.1v.20);
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de(r")
drt

ho{e, k" e) = [ : {Iv.28)

por lo tanto, para este caso particular, la ley de evolucién de la cohesion
¢ ee(iv.19), se reduce a una funcién explicita, no siendo necesario tratarla como

variahle interna:

I ]
s o) = [N i M o= ou(@)= rante) v
ClkP)p
cRICL - E

0

GO = 2 0L )

0 KFPIC

fig.(IV.4): Funcién de cohesion a traccidn y compresion uniaxialy su evolucién para un caso general de
tensiones,

Tanto la ec.iv.1e) como la ec.(iv.27), gobiernan el movimiento isotrépico de la
funcién de fluencia plastica, Durante esta evolucidn, la funcidn de endurecimiento
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¢ definira fres limites de disconlinuidad o limites de cambio de comportamienio

meednico fig.(IV.A4):

¢ Limite de dizcontinuidad inicial o primer l{mite de fallo |:I-ij[3t.j= Delimila una

frontera dentro del espacio de tensiones, a paitir de la cual un punto del sélido
abandona su comportamiento elistico, para iniciar un comportamiento elasto-
plastico con endurecimiento. En este modelo, se conoce a esta frontera como
limite convencional de inicio del mecanismo de micro-fisuracidn en ¢l punio
(E7NAIREANC) g quedard definido por:

[ . =y -E“ _l para N" -~ '0 (iIv.28)

e Limite de tensién méxima o segundo lmite de fallo P08, Marca una frontera
dentro del espacio de tensiones, a partir de la cual cesa el erecimiento de las
tensiones en el punto, inicidndose un proceso de ablandamiento ineldstico, En
esle modelo, se conoce a esta frontera como lfmite convencional de micio del

mecanismo de macro-fisuracidn del punto I3 Dy gueda  definido por:

il

[e=¢c""] para: w'"= " (Iv.29)

& Limite do tengién dltima o tercer limite de fallo: Define una frontera dentro
del espacio de tensiones, a partir de la cual el estado tensionnl se mantiene
constante ¢ igual a cero. En este modelo, se conoce a esta frontera como
limite convencional de dasie lolal del punto, y queda definido por:

[e=c"=0] para: ¥ = g’ =1 (IV.29)

IV.d.c- Definicién de la varinble ¢ | dngulo de rozamiento interno —~ Relacién:
¢ — &l

A medida que se aumenta la carga sobre un sdlido eohesivo-friccional, en su
interior ocurre un deslizamiento entre particulas (micro-fisuracién), que conduce
a una pérdida de cohesién intergranular, haciendo que el sélido tienda a
comporlarse, cada ven mas, como un simple material friceional no-cohesivo., Asf |
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la pérdida de colesién impliea una ganancia de rozamiento interno, provocando un
comportamiento més dictil & compresién 1P debide al ineremento de la fuerza
de rozamiento enire particulas, y una disminucion de la resistencia a fraccién por
la pérdida de lns [uerzas cohesivas fig.(IV.6,b). Esto inducira a un crecimiento de
la relacidn entre resistencing uniaxiales H(w') = oc(#")/op(£") o medida que
evolucione el proceso plistico.

En una primera instancia, se podrin formular una variable interna de friceion,
con una ley de evolucién del tipo ¢ = A Hule,q) , que reprodujera el
mecanismo antes mencionado durante todo el desarrollo del proceso de carga
cuasi-estatico, Sin embargo, los estudios realizados por R. Borst y P. Vermeer
11 gobre la propiedad cohesivo-friccional del hormigén *, demuestran que es
suficiente plantear la evolucién del dngulo de rozamiento interne ¢ como una
funcidn explicita del dano plastico & que afecte la movilidad de la Tuncion de
fluencia, provecando el efecto deseado de aumento de ductilidad a compresién
y disminucién de la resistencia a traccion. Por esta razén, se ha adoptado una
funcién explicita del siguiente tipo " fig.(IV.5):

Vi ik

2 _f‘-:r_i“ ain g™t Y k< et
. KP4 el
8171 -;b = (I1v.30)
atn g™ VR = R

donde &" es la variable de endurecimiento, denominada variable de dano plasiice
ec.(iv.1a)), y K
rozamiento interno s¢ mantiene constante ¢ igual a su valor mdximo """ | por
lo tanto este limite coincide con el de dafo total: wl=xr=1,

*

es el limite de dano, a partir del cual la cohesion se anula y el

Neta: Estudios realizades por Borst y Vermesr P sabre 1a propiedad cohesivo-fricclonal
dei hormigdn, cenfirman qie I pérdida de cohesicn, produclda por el incremante del dafie plistico
s (on la reforencia citada se utifiza como medida del dafio la deformacian pldstica efectiva & ec.(Ap-
1,35)), provoca la movilizacion del dngulo de rozamiento Interno, desde cﬁ“ = 0 para Pl , hasta

Qf’ - g5‘Ili\mw parn cfl ]
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sin ¢ A

asin ¢ma§| —————— S —t
|
|
|
' I;_SE'K‘“ max L
| T g ) ¥ W
| sinfla
|
| sin g™ e
|
|
|
} - i
K K

[23]

fig.(1V.5): Funcién cuasi-empitica que define la evolucian del dngule de rozamiento interno en

funcion de la variable de daiio plistice.

Utilizando la funcién de rozamiento interno expresada por la ec.(iv.30)), ¥y
suponiendo en un primer momento la hipdtesis de que la cohesion ¢ = cte. | se
puede observar que se desarrolla un proceso elasto-plastico que pasa de un estado
inicial ¢ = 4" = 0 donde la presién hidrosidiica es despreciable, a oire final
¢ = ¢™* donde es muy importante su influencia fig.(IV.6,b). De esta forma, y
pensando en una superficie de fluencia del tipo de la de Mohr-Coulomb ademas
de la movilidad 1solrdpica que adquiria la superficie de fluencia por efecto de
la evolucién de la cohesién (apart. IV.4.b), aparece una movilidad anisotripica
provocada por el ineremento del rozamiento mterno fig.(ivV.6). Este movimiento
consiste en un acercamiento de la cispide de la superficie hacia el origen,
acompaiiada de un crecimiento de su base. Presentindose come un fenomeno
de endurecimiento parn procesos de compresion y como un ablandamiento
para procesos de traccion fig(IV.7). Asi pues, bajo estados de compresidn
triaxial con presion de confinamiento, se obtiene un comportamiento dictil
para altas presiones hidrostaticas U | prevaleciendo inicialmente el efecto de
endurecimiento por rozamiento interno sobre el ablandamiento por cohesion, y
posteriormente crece la influencia del segundo fenémeno sobre el primero logrando
un ligero ablandamiento fig.(IV.8).
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a)
PV Toer
i B 8 )
E 3 c00) corgg™™
-
3
e ) tkG) > e =5 Oger
W< g2
bJ ‘ P:ﬁ?bcr
TRESCA = d!ucg
= gu-ﬁt"“" cotg o™
Poxdy< oy <dindy € =3 Oper
Wy < W=l

fig.(IV.6): Movilidad del criterio de fuencia de Mohr-Coulomb segin sus planos meridianos: a)
Movilidad isotrapica debido a la cohesion e(x") ;  b) Movilidad anisotrdpica debido al rozamiento
interno p{x") .

En materiales frigiles con alta cohesion inicial, como los hormigones, es
posible utilizar durante todo el proceso plistico un dngulo de rozamiento interno

constante y maximo, sin que esto indugea a resultados insatisfactorios en la
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fig.(IV.7): Movilidad del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb para una hipetética situacién de cohesian
constante:  a) Caso de compresién simple;  b) Caso de traccion simple;  ¢) Movilidad anisotrépica

debide al rozamionto interme (x7) .

resolucién de problemas biaxiales (cap. V). Esto es, en sustitucién de la se.qrv.30)

se utiliza la signiente particularizacidn:
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-

o1 5

Oy = 400 Kglem?

Oy = 200 Kglem?

0= 100 Kg/em?

fig.(1V.8):  Simulacién del comportamiento a compresion de un sélido confinado, considerando
endurecimiento por rozamiento literno y ablandamiento por cohesin (73],

Tm

ain = sin ¢ = cte. YK {v.31)

1V.4.d- Definicién de In varinble 9 |, dngulo de dilataneia - Relacidn: 3 — x’.
hitroduccidn:

Un fendmeno que caracteriza a los maleriales [riccionales;, es el cambio de
volumen ineldstico que experimentan por efecto de la distorsién plastica 109
Este fendmeno, denominado dilatancia, puede ser atribuide al crecimiento de
los mecanismos de micro-fisuracién que sulre el hormigén durante el perfodo
melastico  P** fig.(v9). Una forma apropiada de ponderar este fenémeno, es
mediante el dngulo de dilataneta 3 Gg.(IV.9), que fue inicialmente introducido
por B. Iansen (7] y que representa la relacion que hay entre el incremento de
volumen plastico y la distorsién plistica,
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Este fenémeno no puede controlatse dentro de la teorfa de la plasticidad
asociada, donde § = F | ya que en tal caso la regla de flujo depende del eriterio de
fluencia ee.fap-1.22), que normalmente ge encuentra muy afectado por la influencia
de la presion hidrostalica e, = gp_i-'- : Por ello, €l control de la dilatancia
necesariamente debe ser fratado a partir de una funcién de potencial plastico
G que produzca un flujo plistico con una componente de dilatancia fig.(IV.11)

concordante con los estudios experimentales M7

.1“'7.?}-‘1!‘. s

"*- L-,. '*-m-
.@ 9 {* PR,

fig.(1V.9); Fendmeno de dilatancia provocado por la distorsion plistica.

La explicacion fisiea de este fendmeno, se puede conseguir a través de la
relacién que hay entre el incremento temporal de deformacién plastica & y el
angulo de dilatancia 4 . Para ello, partiendo de la regla de flujo generalizada

ac. (Ap=1.21).

&= i Heolo,q) =\ &g:.gl -\g , (iv.32)

y del incremente de volumen plastico:

: Bf} aGg ag
= = J ' — R —
BEhtRrE=A t Hn-i, + doy| Ui
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\ : ANGULD DE DILATANCIA

£F INCREMENTO DE_VOLUMEN
% PLASTICO ( DILATANCIA)

V.. (N

'"' p=|- EJI

FD’?

fig.(IV.10): a)Componentes de la deformacion plastica en el espaclo de tensiones principales;
b)Deformacion plastica y sus componentes en un plano meridiano;  ¢)Deformacion plastica y sus
componentes en un plano octaédrico,
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y que sustitnyendo el pardmetro de consistencia plistica obtenido de ln ec.qiv.22)

en li se.civ.32), resulta el siguiente incremento temporal de deformacién plistica:

i 06(,q)

.

& = [g}% - f,{ ’r- ;}G%] Vo (1v.34)

Este vector, definido en el espacio de tensiones principales, tiene dos componentes
fig.(IV.10): ~unn normal al plano meridiano (&")yy , y -otra contemda en el planeo
meridiane (€ )y . A su vez, esta dltima tiene dos componentes: —una de
distorsién plastica, contenida en el plano oclaédrico (&), ,y -otra normal al
plano octaédrico, o paralela a la direccién volumétrica, (&) que representn
la componente de cambio de volumen plistico fig.(IV.10).  Las expresiones
matematicas de estos vectores componentes de la deformacién plastica son:

(E')IIM =& sinuo
(@), = (&")ym cosp =& sina coa {IV.385)
(&) = (&) sinp = & sina sing

EIDHLIE:

& v ! dngulo que forma; €' | con la normal al plane meridiane: F,;_.-.r i

0w (o —ow) &
cos® = Tt = bt
€ NTanll — 7oern/3J5+ 1

o« EJ. af : versor normal al plano meridiane |

r i. &y } 1 : 1 { {ﬂg = 'y
Yy = FX = i3 ® — . - S a3 — oy
4 3 1 \/E Ty — Oy
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8 0 dngulo de dilatancia, Da la fig (IV.10) y de (a ec.(IV.34) sa obtlens:
o F S — e = ; " i .
(‘p ]'dm I = ‘EM I sina = ||d’ || sinn e ainip

e {ag(.r ‘3)} T| sina = & sin e sing
A~
Ja; T g
i [IEel
ain _'Jsﬂé" i~ P
o tambldn:
tany = L&

Conocida el fundamento fisico de la dilatancia, y las expresiones matemdaticas que
relacionan el angulo de dilatancia 1 con las componentes del vector ineremento
de deformaciones plasticas, definido en el espacio de tensiones principales, se
estudiard la movilidad de este angulo y el efecto que produce durante el desarrollo
de un proceso plastico.

Angulo de dilatancin y su movilidad:

Debido a que los sélides friccionales no exhiben un dngulo de dilatancia constante
durante lodo el proceso elasto- plastico, es necesario formular una funcién de
evoluecién de esta magnitud. Este pardmetro también podria ser definido como
una variable inferna del proceso ineldstico, pero dado que su variacién puede ser
descrita en forma simple y satisfactoria mediante una funcién explicita, cuasi-
empirica de la variable de daiio plastico 9 = ¥(x") | se ha abandonado la idea
de una formulacién mas compleja.

Entre lns posibles formas de definir la evolucion de la dilatancia a lo largo
del proceso elnsto-plastico, se ha utilizado en este modelo una modificacién de la
ecuncién de P, Rowe ']  desarrollada por P. Vermeer y R. Borst ™ | que se
adapta muy bien al comportamiento de los hormigones, También se ha formulado
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en esta tesis, a partir de esta iltima, otra funcién mis simple que presenta una
buena aproximacién, La modificacién de Vermeer y Borst es la siguiente:

ain qﬁ(ﬁ-") — 8y,
1 — ain p(s) sin ¢,

(k") = aresin (1v.35)

siendo:

P(K") ¢ funcion de tozamienta interno apart. IV.4.c;
Py i constante denominada “dngulo de rozamlento Interne a velumen constante”.

Su exprasldn surge a partls de ¢"""”. ¥ ‘Zi"“"‘" -

ain ¢rlmm I E‘iﬂ- [T

1 = 3511‘ ¢mum di“_ ﬂ,llhm‘

sin i, =

¢|lm.n: . 351!
_d.‘irmﬂ.! =¥ ]3!‘.-

Come date erientativo, para hormigones:

La ec.cv.3s) describe una evolucién tal, que al iniciar el proceso plastico
se produce una disminucion de la dilatancia con un dngule (&) negativo,
creciendo luego con el incremento de " hasta aleanzar el valor de dilatancia
nula (k") = 0 para ¢ = ¢, (dngulo de rozamiento interno que permite un
proceso inelastico a volumen constante), a partir de este estado, la dilatancia
erece hasta alcanzar su valor méximo (k") = ¥™** | finalmente sigue un
proceso con dilatancia médxima constante fig.(IV.11). Para los hormigones no
deben ufilizarse angulos de dilatancia negativos, situacion que exige considerar
Ia niguienl.e limitacidn sobre la ec.¢/v.35):

0 PV B(A") £
p(x") =

. . 1v.36)
sin (k") — sin ¢, g

1 — sin d(r*) sin e,

arcain

Y (") = ¢,
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\[Imux =

¢

Y= Py v~ ¥ 00,
Y= ey ¥ @ Y=

artsen [ ﬂﬁ“ﬂ] ;"v‘d(ﬂ} ﬂw

1-sendl(nh) send,,

0 i Vﬁmﬁ;ﬁv
@ o

gof)-d', VOS> o,

fig.(IV.11): Evolucién del dngulo dé dilatancia 1) en funcién del dngulo de rozamiento interno ¢ .

Una altenativa sencilla a esta funcién de dilatancia, viene dada por una

relacién lineal entre o y ¢ fig(Iv.11). Eslo es:

w0 V(") < ¢,
¥ - { B =i 5 V) >,

(IV.37)
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glendo;

$(K") i tuncién de rezamiente Interno apart. IV.4.c;
¢, i constante denominada "dngulo de rozamiento Interno a volumen constante”.

Su expresion surge a partlr de MT, y At

e

Tanto la ee.¢iv.36) como la ee.¢1v.37) son similares en el hormigén, para el rango
que interesa ¢, < ¢ =< $™F fig.(IV.11).

IV.5.- CRITERIO DE FLUBENCIA PLASTICO PROPUESTO [P,

IV.5.a- Definicidn del eriterio — Introduccion.

Mientras en ensayos biaxiales de hormigones %% &5 ygual encontrar que
la superficte de discontinuadad wnicial es similar en su forma a las sucesivas
superficies de carga pldstica. En estados de compresién triaxial no se encuentran
ensayos experimentales para alias presiones hidrostdiicas que permitan afirmar
lo mismo. No obsiante, esta falta de conocimiento sobre el comportamiento
del hormigén para estados de lensidn triaxial afectados por allas presiones
hidrostiticas, existen criterios como el denominado eap model P13 gque hacen
la hipdtesis de que la superficie de discontinuidad inicial se cierra sobre el eje de
presiones hidrostaticas, mientras la superficie de tension mdzima o sequndeo limite
de fallo asi como las sucesivas superficies de fluencia (incluida la superficie limite
de tenston u'h'.:'mrl), se encueniran abiertas hacia el nfinito sobre el mencionado
eje de presiones hidrostaticas en la zona de compresién fotal. Esto implicaria,
que parn estos estados, donde —ay = —o; = —oy , se desarrollarin un proceso
de endurecimiento indefinido, sin aleanzar la superficie de de fallo total, Por
otro lado, debido a que el presente modelo estia orientado hacia el estudio del
dano total, no se ha intentado formular un ¢riterio de fluencia que considere el
comportamiento plastico en la reqidn diagonal donde aparentemente no se puede
aleanzar la siluacién de dafio total; por lo tante se propone una funcién de fluencia
ec.(iv.1) que sblo serd vilida en la zona del espacio de tensiones en la cual se tiene
la ceteza de que una carga radial conduce a alcanzar un estado de fallo total.
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Es por lo tante un rasge caractenstico de este modelo, que la misma funcién
Fle,¢) describa el limite de discontimudad mecial, v luego evolucione durante
el proceso de carga, fijando los sucesivos limiles de fallo.

En el (apart. IV.2.) se ha mencionado, que este modelo elasto-plastico
adopta el uso de funciones de fluencia homogéneas de primer grado en las
componentes del tensor de tensiones. Esta decision permite delinir una funcidn
de endurecimiento pldstico simple y con un claro sentido fisico, en este caszo
la cohesién ¢ . No obstante esta aparente ventaja, log criterios de fluencia
que gozan de esta caracteristica no pueden simular el comportamento de los
solidos friccionales & muy altas presiones hidrostiticas, donde se exige que los
meridianos se curven hasta hacerse paralelos al eje de presion hidrostdtica "7,
Sin embargo, no hay evidencias experimentales de que esto ocurra en hormigones,

pues los resultados experimentales aprovechables P2I113l10e]

, que surgen de
ensayos triaxiales a compresion, no aleanzan tan altas presiones hidrostiticas,
evidenciando solamente una leve curvatura en los meridianos sin que lleguen a
ser paralelos al eje de presién hidrostatica fig.(IV.12). Resultando de agui gue
los mendianos rectos pueden ser una buena aproximacién deniro del dominio de
trabajo al que normalmente se somete al hormigén. Consecuente con ln decisidn
de adoptar el uso de funciones de fluencia homogéneas de primer grado, se propone

el siguiente criteno:

f—:}-(d‘f_ﬁ) = E]_i_ﬁij [m.; o dy H(ﬂ-f"“-") =2 _r{_a_.h....}] = =0

(1v.38)

donde o , d y v son constantes adimensionales que modifican ln forma de la
funcién de fluencia, o™ es la tensién principal mayor* o3 < oy <0, = o™ y

¥ Nota: De In ec.{An-E.38), resiilta’

2::’/;‘9 sin(# + -231) + _f_,

D_'IJIIIW = a_l —

3
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¢ es la funcién de cohesién o endurecimiento plistico * definida en el (apart.

IV.4.b).

También se puede presentar la ee,civ.38) u partir de las coordenadas cilindricas

definidas en el espacio de Westergard. Esto es:

F = F(p,&c) = “_l—“; \/gp + av3E + Bla™) - y(—a")| ~ =0

(1v.28)

Si en la ecqiv.is) o en la ec.(iv.39) se hace ™" = 0 (estado de compresién
biaxial: o3 < oy < oy = 0 ), esle criterio foma la forma del eriterio de Drucker-
Prager en la zona de compresidn tolal, salve el valor de sus constanies de ajuste

I8 | Fsio es:

F=Fpe)=p + ook - VI =0 w0
siendao:
; o
==
V3
K= (1 = ﬂ) a

donde se advierte que a también puede ser considerada como una funcién del
angulo de rozamiento interno: o = f(¢) .

*  Nota: Para egte critetio de fluencia, la relacidn entre las funciones de coheslon, a4 compresién
slmple v traceldn shinpls, con las reapactivad tenslones iniaxialed eca (IV.22) (I, 23), se obtlenen a
partir dé Jas sigulentes expresiones;

ce(W) = & oc(K) = ao(K’)

(W) = § IR an(w)] = R op(w)

b
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IV.5.h- Determinacién de los pardmetros o, 4,7 .

Pardmetra o @ Lste pardmetro, es el encargado de ajustar la funcion de
discontinuidad inicial en la zona de compresion, con el fin de obiener la relacién
deseada entre la resistencia uniaxial y la resistencia equibiaxial fig.(IV.12). Debide
a que la ec.(1v.a0) deseribe la funcién de fluencia en el plano oy — oy , es posible
deducir de ella la magnitud de e« . Para ello, considerando un estado de
compresion plane y simélrice oy, = a3 = o3 = o = 0 en la eciivan), se

liene:

1 - 2a)
— l:,-ﬂh..._]- __‘;-)‘ — =10 (Iv.41)
L2 (

Por otro lado, puesto que es un proceso de compresion pura (o; < 0) , 5¢ liene
que la funcidn de peso ec.(1v.21) es constante y nula r(e) = 0, resulta la siguiente
ecuncidn de evolucidén para la cohesidn ec.ov.z0):

1 dea(w”)
o= h. ) R =g |m——— ————| R V.42
¢ = ho,5"¢c) &' = ¢ [f-‘g(ﬂ-r) e K (Iv.42)

integrando esta ecuncién de evolucién, resulta:

c = co(r") (1V.43)

y debido a que en este criterio de fluencia, la relacion entre la funcién de cohesion
A compresion simple v la respectiva tension uniaxial viene dada por ec.(v.22).
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1
¢ = ea(K!) = R age(k") = oe(k") (1V.44)

se puede escribir la ec.(/v.41), como:

Ton _ .1__ 41 (‘f'lde)
e 1—2a '

resultando de aqui la expresion del parametro o :

o = —T,ﬁ-T (IV.46)

donde oc y o4 representan la resistencias de compresién uniaxial y equibiaxial
para el limite de discontinuidad inictal K’ = 0 | respectivamente. Segin estudios
experimentales sobre el comportamiento de hormigones 7020097y relacion
%f;'-" oscila entre 1.10 y 1.16, de donde se obtienen valores de o comprendides
entre 0.08 y 0.1212... .

Parametre [ : La relacién que hay entre las resistencias uniaxiales de
compresion y traceidn R(s") = oc(k")/op(k"), cuando se alecanza el primer
limite de discontinutdad , pars: &' = 0 |, puede ser controlada a través del
pardmetro 7 .

Conocido « , y sustituyendo un estado de traccidén simple 0 = o3 = a3 =
oy = ap en la ec.civ.3a), se ticne:

1
(1-a)

l[op + aap + F(or)] = ¢ (1V.47)

y debido a que en este criterio de fluencia, la relacion entre la funcién de cohesién
a traccidén simple y la respectiva fensién uniaxial viene dada por ec.(iv.23):
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er(K") = % |R" ap(6")] = R ap(k”) (Iv.48)

se pruede escribir la ec.(iv.a7), como:

l+a+ 4 =(l-a)R (1v.49)

resultando de uquf ln expresién del pardmetro 3

B = (1 -~ (14a) (V80

donde R" representa la relacién uniaxial que hay entre la resistencia uniaxial de
compresion y Lraceidn cuando se aleanza el primer limite de discontinuidad, (para
K = ) Segiin estudios experimentales sobre el comportamiento de hormigones
(41036) 14 relacién F(s" = 0) es del orden de 10,0, que junto a un o = 0,1212,
da valores de A del orden de 7.66 .

Pardmetro 7 : Bste parimetro, funcién de la relacién de radios octaédricos

maximos a traccion y compresion r'W" | aparece solamente para eslados de

compresion triaxial, o sea cuando &y < oy < g = ™ = 0. Designando

con |T.M.| y [C.M.] los meridianos a traccién ( o3 = 03 < 0y ;0 0 = ~ %)
y compresion ( oy < 0y = oy ; 0 # =} ), de la superficie de fluencia plastica,
respectivamente, v expresando las tensiones maximas a partir de la ec.can-£.35),

COMO!

1
para [T.0]: 8 = = % wh gl 3 (_n +2 /3 J;) (IV.51)
i} A
T 1 ——
para [C.M.]: 0 = E = gt = E (I; b ) \/3 Jq) { (Iv.62)

tal que, sustituyendo éstas en la ec.(v.38) con ™" < 0, resullan las siguientes
ecuaciones que describen meridianos rectos de traccidn y compresion:
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para [T.M.J: (2"]! o 3) Vals + (v + 3(&') I, =3 (1 — I‘?I) e (iIv.83)
para fc.m): (Y +3) V3L 4 (v43a),=3(1 ~a)c (1V.54)

donde ¢ es el valor actual de la cohesion, que viene descrita por la funcién
de evolucién presentada en la ec¢iviag).  Considerando la relacién de radios
FERAR

octaédricos maximos a traceidn y compresion 70" | en un plano octaédrico
cualquiera I, = cle. | se tiene de las ses.(1V.53) y (1v.54):

3(1  a)e — (1 + 3a)

gttt £ _ (\/E‘J;)r _ ('\/J;)ip . (2 + 3}\/5 _ v+ 3 .
T pe (V2I). (V) 3Ml-a)e—(y+3a) 2y43
(v + )3

{(IV.55)

resultando de aqui la expresién del pardmetro v | que es consiante debide a que
los meridianos son reclos ecs.(IV.E3) v (IV.54):

3 (1 — prae
'T = _gu_g:uum P:L_l). “V'Ea)

Segin N.5. Ottosen PN g relacion mdmima entre radios octaddricos
4 debe ser una funcién de Ia prcsién hidrostatica [, , variando desde

aif
bl

r = 0.5 para: I, — 0, hasta ri* = 1.0 para: I, — oo | esto significa que la
funcién de fluencia pasa de una seccién oclaédrica iriangular, a una circular,
respeclivamente.  No obstante esto, los ensayos experimentales no muestran
13 gino que tiende a una constante que oscila alrededor de
P4 . 0,65 . De esto (llimo, se obtiene un valor de 5 = 3.5 . El criterio de
fluencia plastica de Willam-Warnke ¥ | al igual que el que se propone, mantiene
la relacion mdrima entre radios octaédricos congtante durante tode el proceso
'inelé,ﬂtjca, y cmnpréndidn entre 0.5 < % < 1.0 segﬁn sean las constanles de

tal incremento

ajuste que se utilizan.
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b)

008 (¥= 01212

fig.(IV.12): Criterio de fluencia propuesto:

a) En el espacio de tensiones principales o espacio de

Westergard; b) Seqin el plane oy — &y, 05 = (.
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fig.(1V.12): Criterio de fluencia propuesio:
segin el plane oy — oy, 05 = 0,

¢) Comparacldn con otros criterios de fluencia pldstica
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i) Seqiin los meridianos de traccion y compresion maxima,
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fig.(1V.12): Criterio de fluencia propuesto:

e) Compatacién con olros criterios de fluencia plistica

seqin los meridianos de traccion y compresién maxima.
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PLANO OCTAEDRICO para: Opy=-18

-0, ar=01212
0,08 o

fig.(1V.12): Criterio de fluencia propuesto: 1) Seqiin el plano oclaédrico o, = — 1.8,

IV.b.c= Forma de la funcidn de luencia.

La funcién de Auencia propuesta, describe en ¢l espacio de lensiones principales,
o espacio de Westergard, una piramide como la que muestra la fig.(IV.12,a). En los
planos meridianos de traccion mazima y compresion mazima fig.(W.12,d), debido
a que depende en forma lineal de p y de £ | describe dos rectas con una
relacion maxima de radios oclaédricos como ln expresada en la ec.iiviss). En el
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CRIT, FROPUESID @s0.08; =35
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g SAY0S DE GREEN andBISHOP
I
8
i
1\
2
T (1-a) 4a, [3a +37]
7 3
e
fig.(1V.12): Criterio de fluencia propuesto: q) Comparacién con otros <riterios de fluencia plastica
segin ¢l plano octaédrico o, = —1.8,

plano octaédrico fig.(IV.12,1) describe una curva con tres vértices, por donde pasan
los tres meridianos de compresién maxima y donde presenta uno de los tipos de
singularidad que produce una definicién miltiple del vector normal a la superficie
f (1v.7.). Por diltimo, en el plano principal fig(IV.12b) oy — oy , o3 = 0] , en
la zona de compresion total, presenta una funcién similar a la de Drucker-Prager
ec.(1V.40), ¥ en la interseccidn con el octante de compresidén tolal, presenta el olro
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tipo de singularidad que también produce definicion multiple del vecior normal
a la superficie (1V.7.).

Del andlisis de las figs.(IV.12) se puede deducir que, tanto en el pfana octaédrico
como en los planos meridianos y en el plane principal |o,—es |, a3 = 0] el eriterio
propuesto aproxima bien los resultados experimentales [MMINBRION 5 A denis, se
puede observar que para los valores de lensidn octaddrica comprendidos entre:

M

FoF i & - Emr d‘ih’l‘ I
2-.-0 = ]ﬂ'ﬂrﬂp - D)l 5 |ﬂﬂr(ﬂ‘.” o 0)| ¥ (dﬂ“unlﬂ dﬂndf il 'E‘“('l.lﬁll.t-rn.ll

numerosos ensayos experimentales para los hormigones), las funciones meridianas
rectas aproximan bastante bien el comportamiento real de este material,

IV.6.- CRITERIO DE POTENCIAL PLASTICO.

De la regla de flujo expresada mediante In ac.cAp-1.21), resulta obvio que el
incremento de deformacidn plistica & quedn definido a partir del criterio
de potencial plastice § |, quedando as{ establecida la cuola de dilatancia
admitida en el material ideal propuesto, durante el desarrollo de un proceso de
carga elasto-plastico. En otras palabras, la definicién de la funcién de potencial
plastico establece indirectamente la magmtud del electo de la dilatancia que se
producira.  en el sélido ideal que se modela. La variacién de este dngulo de
dilatancia, a lo largo del proceso de carga inelistico, ha sido presentada en el
(apart. IV.;.J), y mediante esta [uncidén se puede dar movilidad al criterio de
potencial plastico con el fin de lograr una mejor simulacion del {fenémeno de
dilatancia.

Existe una gran cantidad de funciones de potencial plistico & | definidas
para lograr la dilatancia deseada para cada material friccional ideal 7 | Eqy
este modelo constitutivo se ha utilizado una exfensidn de la propuesta realizadn

[23][114]

por D. Radenkovic , consistiendo en aduptm: &l crilerio de ﬁ-ucueia de
Mohr-Coulomb | que en este caso se considera su modificacién (anezo-C) como
criterio de polencial plistico. Sustituyendeo el dngulo de rozamiento interno por

el de dilatancia (apart. IV.4.d): o = ¢ . Esto es;
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GLi, 05, 0, by o) = %K b A (x, el g 2RE ‘/) ~ cte. =0

V3
(IV.57)
o bien:
G(&,p,0,¢,ap) = VI, + V3p (H, cosll — H;ﬂﬁ—ti—/.;:t—“—"-ﬂ) - oté. =0
(Iv.5a)

donde K, son constantes que dependen de la relacién inicial entre las resistencias
uniaxiales a compresion y a traccién ( Aneso-C ). Esta modificacién de la funcién
de Mohr-Coulomb, provee un vector de flujo plistico que se acerca a los resultados
experimentales obtenidos, sobre morteros de cemento y hormigones, por F.
Andenaes y otros !l fig(iv.13). En esta misma figura se puede observar el
error cometido en considerar un flujo asociadeo a la funcién de fluencia propuesta
(1v.7.), y la ventajn que proporciona el uso de ln propuesta de Radenkovie
aplicada a la funcién de Mohr-Coulomb modificada (anese.€). Esta iiltima,
puede preseniar una discrepancia con los resultados experimentales obtenidos por
Andenaes 1 para la relacion de tensién %% = 4 (punto singular), pudiendose
solucionar medinnte la definicién del flujo plistico de Koiter ec.¢Ap-1.124), con una
seleccién apropinda del factor de peso p''! .

IV.7.- RIGIDEZ TANGENTE - CALCULO DEL VECTOR NORMAL A LA
SUPERFICIE DE FLUENCIA PLASTICA (apart, IV.5.) — .

Para este modelo constitutive, en ausencia de degradacién de rigides, el tensor
langente elasto-plistico se expresa de ln misma manern que en la teoria de la
plasticidad clisica we.(ap1.6a). Esto es:

,,,, . {§)] [(%)" ]

qt = ﬂs = hl hPT @ = a_ul'F T D al_lg (I'V.EQJ
’ o do ? Ba
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fig.(1V.13): Flujo plastico producido por la supeificie de fliencia presentada en ¢l (apart, IV.5); flujo
plastico obtenido por E. Andenaes y otros m y flujo seqiin |a propuesta de D. Radenkovie #1191

donde %l; representa al vector normal a la superficie de fluencia plastica definida

enel apart. 1V.5) y a4 representa al vector normal a la superficie de potencial
plastico *. D; es el tensor de rigidez secante de cuario orden, representado
por una matriz de treinta y seis elementos; h.(e,q) es una funcién del estado
del proceso plastico que describe la evolucidn de la varinble interna de cohesién

¥ Nota: La funclén de fluencia plistica propuesta en el apart, V.5 provee un Tlijo pldstice gque
no cumple plenamente con los resultados experlmentales obténidos por Andenaes ¥ otros i1 (var fig.
IV.13). Sin embargo, en el capitufe V se muestran algunos alemplos tratados con la regla de flujo
azoclada a este criterlo de fluencla dando resultadoz satisfactorios. La modificacian del erltario de
Maohi=Coulomb propuesio en el anexo-C, junte a un Anguls de rozamiento interno fgual al de dllatancia
& = ¢ (funcidn de Radancovich modificada apart. 1V-6) da una supatficie de potencial plistico gue
4a ajusta bastante blen a los resultados experlmentales .
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¢ ac(iv.20),y h'(e,q) esotra funcién del estado del proceso plastico que describe
la evolucién de la variable interna de dafio pldst.ic:) K ecfiv.18),

A continuacién se definird en el espacio de tensiones principales, el vector
normal a la superficie de fluencia plastica propuesta (apart. IV.5), y se
tratard también el problema de definicion miltiple de este vector en los puntos

singulares que presenta esta funeion,

IV.7.4- Vector normal a ln superficie de fluencin phistinn.

] vector normal al criterio de fluencia plastico f = %; , expresado en el espacio

de tensiones principales, queda definido come:

gz
8F (e, 7

(IV.81)
&
gsiendo una componente genérica de este vector:
E.F 20. e 8 a.mdw a _d..mrm

P - ¥ e ———
EPa'.- 2 \/33; + 7 ﬁ aﬂ'i I aﬂ't
tal que sustituyendo en ésta: 2¢, — o, — o, = 3 [, — ("] = 3 5, | resulta:

oF _ 3
aﬂ'{ 2 \/”?:7;

+ o + ¥ (IV.83)

donde S, es un pardmetro que considera la de mfluencia de la tensién principal
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mdzima en la componenie de flujo f; = g}z ec.(IV.81), ¥ vale:

oL TS R e s

6(0’""“’) a(_d.umm) _ [ﬁe{arruﬂ B Ei___ m.ﬂ:) {’r{rnun

I ke o = T
”V.ﬂﬂ)
B <a,mu.u:l) {_a_ﬂmw)] ad_mum I ad,lmmr
ﬁ' = ﬂ |d.m.-hr| 7 |ﬂ-.r||uu|‘ l‘ja* = 6 35'.'
donde *
Tt a 1 i Finam
(£e"™) = §(a™" £|o™™)
2 2
o™, s . ( 2 cos(8 + %) [1 sjo 3 suly
8o, 3 4 \/H];am i+ 3)+ cos(30) |3 + T 2(J2)’ ()

1V.7.b- Puntes singulares de la superficie de fluencia — definicidn del vector normal

La superficie de fluencia que se propone en el (apart. IV.5) tiene puntos no
alisados donde el vector normal no es dnico en el sentido dado por Koiter

¥ Nota: La derlvada de la tension maxima respecta de ias compenentes de tenslan principal es

ﬂﬂ""“’ ad,uulm ﬂI; ﬂa.mf:d; 2&{3}1 -I- a-t;'.mu::l1 HH_”_

TOa, 0L do; ' a(l,)t e a0 de,
ﬂarnuu Il !?.{1 ( “n 3(,}3)* zﬂ; ( ?j) E;_
Hary = 3 fay + _\?‘ @+ ) dher; + 4\/5 sk L 3 J oy

Cen at  w a(Js) T4
“en Be ar: 2/ ' e 3
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(1 (apart. Ap-1.3.h). Estos puntos singulares se encuentran fig.(Iv.14): a) donde la
tensién normal maxima canbia de direccidn, en los tres meridianos de compresién
maxima, v en los meridianos de {raceién maxima y b) donde la tensién normal
maxima cambia de signo, en la interseccién de la superficie de fluencia con
los tres planns que definen el octante de compresion triaxial en el espacio de
tensiones principales: |oy = 0,03 < 0,03 < 0], |0y < 0,09 = 0,05 < 0] ¥
loy < 0,03 < 0,05 =0] .

# Primer caso de singularidad,

En la interseccidn de cada uno de los tres planos meridanos de compresion
maxima y de traccidn maxima, con la superficie de fluencia, se presenta una
definicién miltiple de su vector normal, configurando un tipico caso de simetria
respecto de cada plano meridiano. Esta situacion se resuelve definiendo un vector
normal intermedio, comprendido entre los dos simétricos, que lenga dos de las
tres componentes ig,uu.lca fig.(IV.14,a). Por cjmnpln, en el meridiano de compresidn
ey < @ =@ 0 @ =T], se presentan dos vectores simétricos y normales a la
superficie de fluencia fig.(IV.14,a):

aF JFN  gF gl v
para la sup. (1) 3 W 4 = { o L = f s } .
(1V.65)
aFt (1) (2) (2)
para la sup. (2) 1 . » = { -[? S S?g“ ‘? } v

donde sus componentes tienen la siguiente caracterfstica:

QFW | aFW

e R i —

Aoy l+g Bay lyz2

aFm BF

= ==

Bﬂ'l +t_ Bﬁ"g +3

QFN | gFw

[T EE . —  eese—

dery +1_ Aoy g
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fig.(IV.14): Tipos de singularidades que presenta la Tunclén de fuencla plastica (apart, IV.5): a)
Plano octaédrico: singularidades en los tres meridianos de compresion; b) Plano (:;r‘ . r;.J) s =10
: singularidades en 1a interseccion con el octante de compresidi.
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permitiendo definir un muevo veetor normal tinico, cmuprcndidn entre los dos

vectores antes cilados es decir:

or 1[6}"‘” . aF . )
e W ot— — V.66
o ' 2| de do ||,
donde:
ar| _ or
Bm 3 6353 +3

Se puede extender este criterio a todos los casos de singularidad que se presentan
en los tres meridianos de compresién maxima y traccién maxima,

® Segundo caso de singularidad.

En la interseccidn de la superficie de fluencia con el octante de compresién total,
se presenin otra situacién de discontinuidad en las derivadas. Esta singularidad
afecta a los estados de tensién biaxial que coinciden con los planos del actante de
compresgion total, como asi también a log problemas uniaxiales de compresién.
Para un estado tensional del tipo [0y < o3 < 4] , se fiene un vector normal

a la superficie de fluencia, cuyas componentes principales estin definidas por la
oo.(IV.81);

=8 _ 1 3 s
"Tae 1-a |28

+ o 4+ By (Iv:87)

donde &, = A = oy > 0 ec(iviea), T = v =i gy < 0 ecqiviea) y
%, estd indeterminado entre @ y 7 para oy = 0 fig.(IV.14,b). La indeterminacién
de este pardmetro de influencia provoca la indeterminacién de las componentes
f. del vector normal a la superficie. En estos casos de indeterminacion, se puede
recurrir a estudios experimentales para decidir su direceidn mis apropiada. Para
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ello, en este modelo constitutivo se ha considerado una formulacién cuasi-empirica
que decide la magnitud del parametro 3, ¢

('? T LR

({.j BRERLA
shoy =0 = ;=98 = v A (1 —p) 4+ 7 p| gw ;v ongp<1 (IV.68)

En el caso de trabajar con plasticidad asociada, este eriterio permite seleccionar,
para estados de compresion uniaxial, un flujo normal a la superficie de fluencia
definida en el cundrante de compresion (p =1 — &, =) fig.(IV.14,b), situaciin
que coincide con los resullados experimentales de Andenaes Pl De aqui | para
un estado tensional del fipo |7y < 09 = o, = 0] , resulta a partir de las ecs.(iv.67)
y (v.en) el siguiente veclor normal:

aF  ar 1 1 :
B—m=g‘;=*—§+&+-‘y] , con: p=1

{1V, 69)
ar 1

aﬂn_l—ﬂ.

Aprovechando esta expresion del vector normal a la superficie de fluencia,
resulia de particular interés conocer la relacion que hay entre las deformaciones
longitudinal-transversal, para un problema de compresion uniaxial. En el caso
de trabajar con plasticidad asociada G = F | el vector normal a la superficie de
fluencia ec.¢iv.69) pasa a trabajar como vector de flujo plistico, y a partir de él se
obtiene el incremento temporal de deformacion plastica & | en la direccién de la

carga, y ¢; en la direccién normal al incremento anterior. Asi se tiene:

0. = & = €
; (Iv.70)
& = & — &
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donde:
f"; - t:: oy = _l,n;::_lén
i Es 5
&= s g = wldy+an)] —
w_ 9n _ Br
b il

] 1
P ol i
=4 1-::[2 LR T]
.15._5‘ e =] @] = A

de donde resulta:

L[l Er
A i ] = & + v—2¢
l—a [2 i : By’
(1v.71)
; By
- A == t -
N ( Es)
dividiendo m.a.m estas dos expresiones, se liene:
142 +2y & + viFé .
G T s S P (IV.72)
2(1 — a) & (1 = ﬁf)
de donde surge la relacién de incrementos de deformaciones buscada:
¢ ‘ 247 o E
—:E—*a = —-f-E = LTMZE--LT 1- -Eﬂ) - 1 (mi = {Iv.73)
[ [45) 2(1 — r.x) Es Eg

donde 1~ recibe le nombre de module de f?ﬂissan'ﬁcticio que tl(ependc el proceso
elagto-plastico que se desarrolla.
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IV.7.¢e- Vector normal 4 ln superficie de fluencia plastica expresado segin ln forma
de Maynk-Zienkiewicz (anese-F).

Resulta de particular interés, para el cdleulo numérico, la expresién del vector
normal a la superficie de fluencia dada por Nayuk-Zaenkiewics (ancwo-F). Para
ello, a partir de la ec.(iv.63) ¥ 1a ec.(iv.64), se tiene:

413 1
8a4 1
3}- \/g P 1 aﬂ.muw
s B B K B ik
2Ty 0
21’13 0
comparando ésta, con la ec.cAn-F.4), restilta:
a}" s Hgtitun
ﬁ =y '\/Ii .fa + (44 fi 'I' 6 __ae-?_'ﬂ'_ ('V?E)

(T

sustiluyendo en ésta, la derivada E’%,

por su expresion ec.(v.6a " ), resulta:

aF
B V3 f, + o f +

|1 2 o 3Jy cos(8 4 %) 1_,:{,3(,9 + i)
46 [Ef; + (-\—"/-éamw | - )+ )} ¢1ﬂa(3ﬂ)a )f, = T oos(30) f.

(IV.76)
reordenando ésta, resulta una expresién andloga a la ec.(An-F.4). Esto es:
ar A .
B f=0f +Cify+ Cify i v-feoct (1v.77)

siendo los vectores f, los mismos que los expresados en la ec.(An-F.4), ¥y las
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conslantes €, iguales a:

&-
6= (a+5)

‘o 26 1. LR lal
Ci =3+ 7 [mw + 1)~ tan(30) cos(0 + © )

& cos(0+ ")

Co=~T0) " <os(39)
T
con: 0= ﬂ car ooy =0

[(1—p)F+py] i r @a=0

Como era de esperar, las constantes 5 y Oy , se indeterminan sobre

los meridianos de compresién y traccién, para & = % y para € = -

respectivamente.

& Indeterminacién de ln constante ;.

Para solucionar la indeterminacién de la constante € , es necesario obtener su
valor limite en el meridiano de compresion 8 —+ 4%, y en el meridiano de
traccion @ — —7 . Esto es:

.2
Cy= -./'3-{ ﬁ L (Iv.78)

siendo:

L = |sin(f + ?) — tan(30) coa(f + ?)]

i ain(0 + ) coa(30) — sin(30)cos(d + )
cos(36)
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aplicando a L la regla de L'Hospital, y tomando el limite para cuando:

# — +F ,ycuandor 8 — 7. Resulta
2 cos(30) cos(d 4 *) + sin(30) sin(f+ )] 1
L¥=lim |z i<l D] [
i—+% |3 ain(30) 9

£ o i 2 cos(30) cos(0 + !ﬂ;:t, sin(30) sin(0 + ?f)] 2
~=% |3 ain(30) 3

de donde surgen las expresiones de 3 para los dos casos particulares de
discontinuidad:

- 2%
para: 0 =4t = G',’i Z"I—,‘:Ti Oy = \/SM

(1v.79)

: . 486
para: @ = % = or® :n{?.m-; Cy=Vi+4 ==

33

8 Indeterminacion de ln conatanta Cg :

Pura solucionar la indeterminacion de la constante € | es necesario oblener su
valor limite en el meridiano de compresion ¢ —  +% | y en el meridiano de
iraccion 8 — —7 . Esto es:

& cos(l + %}

bha = () cos(36)

(1v.80)

aplicando la regla de L'Hospital, y tomando el limite para cuando: 8 < % |y
cuando: @ —» —I, surgen las expresiones de 3 para los dos casos particulares
de discontinuidad:
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{ . § —ain(@+ )] 8
pars! =+E = _,..II P = lim Y s ik | | At
I 8=+ =% C, ﬂf_.i-?':?ﬁ [ 73 ein(30) | e
(I1v.81)
.3 & —sin(d 4 )] 8
3AER ! = —f = _:'J * = 1 3 . — e _——;— - —
para; B E = u{Pﬂg ()3 sin(30) | 5

{V.8.. GENERALIZACION DEL MODELO DE DANO PLASTICO PARA
PROCESOS CON DEGRADACION DB RIGIDRZ ™.

IV.B.a- Considernciones generales,

Lot resultados experimentales muestran que para procesos de carga, mientras
el sélido se encuentra en periodo elistico, se produce a medida que erece la
deformacién total un cambio en la rigidez secante que se denomina degradacion
elastica de la rigidez. Este cambio de rigidez secante se manifiesia también
durante los procesos plasticos, en funcién del incremento de deformaciéon plistica,
sélo que en esta situacion la degradacion pldstica viene acompaiiada de fendmenos
de cambio de cohesidén, rozamiento interno y dilatancia,

Fisicamente la degradacidn de la rigidez se inicia con el crecimiento y posterior

DAt & enfre micro-poros existentes en la masa

conexion entre micro-fisuras
del hormigén. Dentro del contexto de la mecdnica de los medios continues, sc
puede considerar este fenémeno mediante una actualizacién del tensor de rigidez
Dy , en funcién de la evolucién de dos variables internas (escalares o tensoriales):
1) La variable de degradacién elistica d .y 2) La variable de degradacién
plasticn 'a,. . Estas variables tienen una forma similar a la descrita por Simo and
Ju DUy bor otros investigadores W™ pero, a diferencia de éstas, en el caso
que se presenta no es necesario definit una superficte de degradacion de rigidez
para formular su regla de evolucion.

Se supone una regla de evolucién de la variable de degradacion eldstica, a
través de la siguiente expresion, en funcidn del incremento de deformacién total:
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d = &, (k, & (Iv.82)

=T

donde &k, es un veclor definido en el espacio de tensiones que proporciona la

"

e
direccidon de degradacion d, ,y P, es un escalar posilivo,

La variable de degradacidn plistica esta asociada a la deformacién plastica,
y tiene una regla de evolucién general de la siguiente forma:

;z: = X H: (IV.83)

donde A es al pardmetro de cum;istcntin plastica que interviene en la regla de
flujo ec.cap-1.21). Haciendo H; = Zj gg en la sc.¢v.e3), se tiene una ecuacidn de
evolucién del tipo:

) T
d, = & & (1v.84)

donde 21 , s un vector definido en el espacio de tensiones que da la direccidn de
degradacidn plistica. Este, al igual que &, puede obtenerse a través del gradiente
de dos funciones definidas respectivamente en el espacio de tensiones principales,
Eistas superfictes de degradacion, fueron introducidas inicialmente en el espacio
de deformaciones principales por Dougill U905 (cqp. 3) y posteriormente fueron
utilizadas en el espacio de tensiones principales; o en ambos espacios a la ves,
por distintos investigadores (Bazant and Kim 01) Han and Chen | Sime
and Ju B0 Kliginski and Mroz 1™ . En el modelo que se presenia, esias
superficies quedan implicitamente definidas, adoptando formas muy particulares,
que seran tratadas en los siguientes apartados,
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IV.8.b- Beuncién constitutiva y rigidez tangente para procesos con degradacidn.

El fendémene de degradacidén de rigidez modifica la ecuacién constitutiva elasto-
plastica tangente presentada para plasticidad con pequefias deformaciones en el
apart, Ap-L3.c ec(Ap-153). Esta debe ser formulada nuevamente, y para ello
se partird  definiendo una energio potencial libre (a una temperatura dada)
compuesta de una parte eldstica y otra plistica 71 | de la formas;

‘P(E",.g",qﬂ) = ‘prl(ﬁniarsqﬂ) |- ‘Dﬂ(qt:r) (Iv.a5)

Donde, Wr(q,) es una funcién de potencial plistico y "Il"(:{",ap,qﬂ) nnn
Juncion de energia eldstica, siendo: € una vartable libre del proceso, que
represenia la deformacidn elastica en un clerto instante ¢ del proceso cuasi-
estilico; ¢, las variables mlernas plasticas que siguen una ley de evolucion del
tipo §, = A H.(o,q,) , y que incluyen, entre otras, la deformacién plistica
¢y la degradacién plistica d i gy olras vartables inlernas entre las gque se

encuentra la degradacién eldstica d .

A partir de los principios de la mecanica clasica, se puede escribir la disipacién
e
i

total de energia 5 mediante la siguiente expresion simplificada de la desigualdad
de Clasius-Duhem " (disipacién reducida):

5 =o' - ¥ = 0 (1V.86)

lista desigualdad expresa el balance de entropia para un continuo de Cauchy, y es
valida para cualquier proceso de carga admisible, Haciendo la derivada temporal
de la energia libre ec.gv.os), se tiene:

; aw” aw " . aw ",
+ - {@} ¢ +{5q:} B ¥ {'@} U
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y sustituyendo esta dltima en la ec.¢iv.se), resulia la siguiente expresion para la

disilmt‘dc‘ih:

[

1l
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|
et eemny
o] Co
e
My et
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e,
£
T
.

=

I

=

{Iv.87)

Para garantizar el cumplimiento de la desigualdad de Clasius- Duhem ec.ov.87),
cualquiera sea el incremento temporal de deformacién & durante el proceso
de earga, v siempre que el proceso de descargn sen elastico no-degradable, debe
ocurrir necesariamente que;

T
[ﬂ'“' — {g—}} ] = 0 A (Iv.aa)

de donde se deduce que la tension vale:

aw
= == (Iv.89)
¢ = o

En particular, parn un sdlido elasto-plistico que exhibe un comportamiento
eléstico lineal con degradacién de rigidez, la energia libre ec.(v.2s5) puede ser

escrita como!
1 - £ oy ’ -
Vi€ q.,9y) = 5 (e—¢€")! Ps(a ,3’) (e —¢") + 9"(q,) {1V, p0)

donde .DE(;:.!",QF) es el tensor de rigidez secante, de cuarto orden, que depende
de lns varinbles de degradacion elastica y plastica.
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Sustituyendo la ec.(v.00) en la ec.civ.ae), queda expresada la ecuacién constitutiva
para un solido elasto-plastico, a partir de la rigidez secante:

= Dy(d,d) (e—€) (Iv.01)

resultando de aqui una ley constitutiva incremental, tangente, para un proceso
de carga elasto-plastico:

‘Zg‘ d aa—‘g,—"i (e—¢) + Ds (- &) tly.e2}

o =

resgrupando los sumandos, se puede escribir la relacién incremental tangente
ec.(iv.e2) en forma andloga a ln ec.(ap-1.40):

g =0yd,d)e-cud,d) ¢ =6 - & (1v.93)

siendo!

o = Cpi= Dy i+ 22 d () = D Zhﬂ_ D' e
ad :

(1V.04)
donde &° es el incremenio de tension eldstico degradado, que es igual al
incremento de tension total mas el incremento de tension provecado por la

@

degradacion eldstica; y siendo:

& = O & = D .BP,_ZI;'S;! (e—¢€") = D; &~ ’Laﬂs *Il:l o

(1v.95)
donde &" es el incremento de lension plistico degradado, que es igual al
ineremento de tension pldstico tolal mas el incremento de tensidn provocado por
la degradacion pldstica.
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Conviene ohservar, que parn un proceso de carga sin degradacion eldatica ni

plastica €4 = OF = Ds = cte. , la ec(iv.e3) se reduce al caso simple formulado
en la ecfAp-149).

Al igual que en plastieidad clisiea (apart. Ap-I3.¢), para expresar la
ecuacton constilulva elasto-plistica tangente, es necesario partir de la condicidén
de consistencia pliastica de Prager (apart. Ap-I.3.d); eslo es:

Floe)= fle) —e = 0, (1V.08,8)

T
Flea,é,c,&) = {iﬂg’:'—c)} & -+ B_Fga',_e) e=10 (1V.96,b)
L&

Sustituyendo la ec.(v.96,a) en la ec.(v.o6,0), se tiene:
o T
g'f ad@ = (Iv.87)
er

y sustituyendo en esta iltima la ec.¢iv.10), resulta:

ni
{%‘F} o = ho,x"c) &' = h(o,r" ) (hur(r,ﬁ‘a",c) E") diviiGe
o

y sustituyendo a su vez en esta iiltima, el incremento de deformacién plistica
& por la expresion de su regla de evolucién ec (1v.3), se liene:

2 Tag)
{a_n*} & = Ak, (hu A . (1v.99)

donde el incremento temporal de tension, durante un proceso de carga plastica,
queda definido por la ec.ov.e3). Asi | la ec.(v.09) resulta:

T T
[ ag : aG
{g?} Crée — A {Ei:} c 8*; = Ah, (hﬂ" 5;) (1v.200)
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ngrupando términos se obtiene el pardmetro de consistencia plastica; esto es:

[ 8 [ 2] - (%)

{%Zr:}‘" e T S T
ASBGE

y sustituyendo esta iltima en la ec.¢iv,93), resulta la siguiente relacion incremental

de tension-deformacion:

ol ) ()
o (o B) [

] é {1V.102)

Pudiéndose escribir finalmente, a partir de esta dllima, la ley econstiluiiva
incremental tangente para un proceso elasto-plistico no-asociado con degradacion
de rigidez eldstica y plastica, como:

e =Crd.d) & (1V.103)

siendo CFF el tensor de rigidez elasto-pldstico tangente del material, que
contempla los fenémenos de degradacién elistica y plastica a la ves.

o {3} (%) o

cy = G‘:‘r_——[

L)

1 (f1v.1o4)

(5 o &
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La rigidez tangente ee.(iv.104) serd simétrica, si G es simélrica y si

2 {gg} es proporcional a {%ﬁ} . Se demostrara (en el apart. 1V.8.5),

que esta proporcionalidad es una forma mas general de definir la regla de flujo
asociada para procesos con degradacidn elastica y plastica.

A -::nntimmcién, 50 preﬂentnn dos lormas particulareg para formular la dt:gmdﬂ.t:iéll
de rigidez eldstica para obtener €7, y una para formular la degradacién de rigides
plistica para obtener % .

IV.8.c- Degradacién elasticn simple,

La hipétesis mas simple para considerar la degradacién de rigidez que ocurre
durante un proceso de earga elastico, ha sido introducida por Kachanov (0] g
se basa en utilizar una tinica variable de degradacidn eldstica d , de la que se
obliene el factor de reduccidn de rigidez secante (1 — d") . De ncuerdo a esto, la
rigidez secante degradada resulta:

Dy(d) = (l - d) D' (1V.105)

donde D" es el tensor de rigides inicial, Dg(d") es el tensor de rigidez secante
que depende de la variable de degradacion elistica d* . Esta variable vale
d" = 0 para un material en su estado inicial no degradado, y d' =1 para
un material totalmente degradado. Fl sentido fisico de esta variable estd dado
por el concepto de drea nominal degradada, que es la relacion que hay entre el
dren degradada y el area total de una determinada zona del sélido.

Distintos investigadores PIEABNBAZMAIMINNG] - eqinciden en que durante un
proceso de carga uniaxial, de compresidn o traccién, existe un comportamiento
inicial eldstico-degradable con médulo de Poisson constante hasta alcanzar el
7580/, dela tensién pico de compresién .rTf._i_'L" o traceién o’ | respectivamente
(eap. 2) (este limite puede tomarse para fijar la posicién de la superficie
de discontinuidad mjcm[)‘ La ec.qiv.108) permite cumplir con esle requisito
hipotética, Asi mismo, se admite que a partir de este limite se produce un
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incremento del modiilo de Poisson, acompanado de un proceso de micro-fisuracidn
que colabora en producir mayor degradacion (degradacion pligtica (apert. 1V.6.d)
). En este caso, la ec.(/v.103), provee una relacién tension-deformacién que cumple
con toda esta hipétesis de comportamiento.

Para estudiar ¢l caso particular de degradacién elastica de Kachanov, es
necesario sustituir el tensor de rigidez secante ec.(iv.i0s) en la ec.v.04) que da
el ineremento de tension eldstico degradado y en la que resulie de éstas, sustituir
In regla de evolucién de la variable de degradacion eldstica ec.(rv.e2), resultando
de aqui :

& = Oy &= Dy(d) &~ D@ (k&) D)o

7 " s 0 H 0 & i Dn =
@ =05 ¢ = Dg(d") &~ [D @ (k' ‘)] ((1—)u‘] L (Iv.108)

¢ 7

- 1 d = .Ds(&") € - m (\G E)#

donde €5 es simétrica, sf y sdlo si E es proporcional o igual a o ( esta cs una
forma de definir la direccién de In degmdncién eldstica, en la que la degradacién
de rigidez en un proceso elastico esti asociada al meremento tolal de trabajo de
deformacion ¥ ec.cap-1.23)).

Si =e considera que $ se mantiene constante durante todo el proceso de
cargn, ¥ ademis que | , la ec.(vi108) quedarfa formulada como sigue:

¥ nota: Para ef rango de comportamiento eldstice degradade, el "Incremento total de trabajo de
deformacin’ vale: @7 & = (1—d") i°, donde 2 w" = &' D" es el cuadrade de la norma de

energia de deformaclén para un punto ne dafado 11
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-

¢
(1-d)

& = Cp & = Dy(d') & - (e & )¢ (iv.107)

Resultando de aqui el tensor de rigidez degradado elasticamente:

w(d) = Ds(d) - (00" ) (1v.108)

¢
(1~d)

e En las ecuaciones antes mencionadas, el factor de reduccion (1 — d) puede

estar formulado a través de cualquier regla de evolucidn del tipe de la ec.(iv.82) que,
dependienda del proceso mismo, produzca la degradacién deseada. Aqui se ha
hecho la hipétesis de relacionar este factor con el trabajo de deformacion eldstico,
resultando la signiente funcién de degradacion propuesta;

(1. - 3“) = (l - *i'w“) (Iv.109)

donde " = a7 & es5 ¢l incremento temporal de energia especifica eldstica,
Sustituyendo la ec.rv.109) en la ec.(1v.108), se puede expresar la Lension total como:

o = Dy(d)e = D° (1 - *ﬁw") € (Iv.110)

y el incremento de energila espectfica eldstica sera ;

N ' om i T £
W =g & = d"'ﬁ .DU (1 R w") & (iv.111)

de donde surge el factor de reduccidn buscado:
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‘ o ‘
/ Lda—/ P )
o feiis (:l = 'I"U.“') i

=)

z In(1 — du') =

4

g1r T.D”Eh

B

(1 = ) = (1 - bur) = e Ctmacior v.112)

A partir de ésta, se puede escribir la energia especificn de la siguiente forma:

y de aqui la tensién valdra :

por lo lanto, el tensor de rigidez secante resulta:

W = é (] — & {'ﬂ'l";n::iu'?.r”j) {IV.113)
di* U (P & S Vs |
EHT = g = D e A i & {Iv.114)
Dy (@) = (1 = d)D° = D" e” FelPlweiall? (1v.118)

Sustituyendo lus ees.(1v.112), (IV.114), y (Iv.118) en lu ec.(v.108) resulta el tensor de
rigidez degradado eldsticamente, esto es:
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@) = D" e PRI _ § (¢TD0€) D" - PP

1.

(Iv.116)

) = 2 (1 b ()] e

En éstas sdlo queda por determinar la magnitud del escalar & | que
serh considerado como una constante.

e La determinacién de la constante P | surge de estudios llevados a cabo sobre
ensayos unidimensionales. Aplicando la ec.(/v.118) a un problema uniaxial, resulta:

Es = E° e P2 {1v.117)

donde FE" es el médulo de elasticidad inicial (médulo de Young) y £q  es
el médule secante para un cierto instante ¢ del proceso cuasi-estitico.
Determinando este viltimo médulo para una cierta delormacion ¢ | se puede
obtener de la ec.¢iv.i17) la magnitud de $ fig.(IV.15). Esto es:

Ey = B' = B¢ 0°CDN2 ﬁ: T
B! &
Ihee = — =E™éY
N 5 (€])
" 2 o0
f = — —— In (IV.118)

B () B

donde E' es el médulo de elasticidad secante, correspondiente al punito donde
concluye el periodo elastico fig.(IV.15).
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ai
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fig.(1V.15): Curva uniaxial de tension deformacion con un pediodo eldstico no-lineal.

La energia disipada durante un proceso elastico con degradacién de rigidez,
sera.

Wl = ‘;;(1 ~ " tﬁ-fiﬂ}'mﬂ-f..lli) = %g“‘ D" & (Iv.119)

IV.8.d- Degradacién elistica diferenciada.

Algunos investigadores (277

, sostienen que la degradacion propuesta por
Kachanov es insuficiente para representar el comportamiento elistico del
hormigén, siendo necesario recurriv a diferentes grados de degradacidn para el
mdadulo volumétrico secante K |y para ¢l mddulo de corte secante G¥ . Hste
tipo de degradacién selectiva, se debe a la diferencia que hay entre las curvas

volumétricas oo — €o 5 ¥ 1o digtorsional 7. — Yo fig.(IV.16),
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Ab1-

Toct,4 = I A
1

D
KDt Eoer) 1 Gy Yocr?

|
I
KE( €ocT) = ......_..._UDCT = E

. GE (Yoo =Tocr = Eg
: Jeger 301-21%9) : }DCT Yoer  201412)
1 - I' Loy
€ocr=5-Bv Tocr
G = K2, o= G Y

fig.(IV.16): Curva uniaxial de:

a) Tensién-deformacidn octaédrica normal,  b) Tensidn-deformacion
octaédrica de corle,

Del mismo modo que para ln degradacién simple, la degradacion diferenciada

puede presentarse como un caso general de la de Kachanov ec.v.105). Lsto es:

K2(dy) = (1 &) &°
(Iv.120)
() = (1~ @) &

resultando el tensor de rigides fisica secante, para un sélido isétropo, de la

contribucién de una parte volumétrica y otra de corte. Esto es, escrito en la
forma de matriz de 6 %6
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Do(d) = KP11" + QF U dev

(1v.121)
Dy(d) = (1 =d5) K"11" + (1 —dy) G° U dev
[ D! D, .D”s 0 0 0 | 4
TDp oDt 000 Dy = K{ + GF
5 0 0 ‘
Dy(d) = 4 2 .
G200 4
sim. G7 0 D= KP-ZG%
| Gy &7
¥ S0 inversa resulta:
p:id) = 1 g1+ L v dew
J 9K 7 G
(Iv.122)
L : i
D) = —5——11" 4 =—a— U™ dev
5 (d) 9(1 — s ) K© (1 — ds)Go

donde 1= {1,1,1,0,0, D}T es un vector unidad, dev =I-11 1" es el operador
desviador, I esla matriz identidad, y:

Para estudiar el caso particular de degradacion elastica dilerenciada, es
necesario sustituir el lensor de rigides secante ec(iv.121) y su inversa ee.(iv.122)
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en la ec.(iv.ea) que da el ineremento de lension eldstico degradado, y en ln
expresién que resulle de ésias, sustituir las reglas de evolucidn de las variables

de degradacién elistica eeoviazy dy = by (R &),y dg = $g (ky &)
resultando de aguf @

¢ o= O & = D(d) &+ [2ReB) 5, D3 d] p;' (@) e

ads, ady,

Bs(aﬂ') € +

e o
I
(%]
= 5
[ 5
Il

+ [(-x127) (Sx (ki 8) + (-6° U dew) (ke 8)] -

oo i 4 ——] “ldev| o
9(1 — dy ) K0 (1 - ds)a
(1v.123)

operando nlgebraicamente con ésta, v teniendo en cuenta que: dev 117 =0 ;
Udeo U’ dev = devdev = dev; e=deve; (117)(11") = 3(117%);
e — & 1" e ; 8 = dev o ;ln ec.v.123) resulta:

¢ &P 7 P P
==“=Dﬂi— Ff Eim . E..—‘
¢ = O ¢ s(d) (_d},{)(n‘) i1 (1_&){0):
(IV.124)

donde €, serd siméirica durante todo el proceso de degradacion elastica, si

y sdlo si by = ., 1 ¥ ko = a *. Bn olras palabras, la degradaciin de

¥ Nota! Estas dos formas de definlr las direcclones de degradacian eldstica, contienen
Implicitamentea “das funclones de degradaclén”: una para la parte volumétrica v otra para ia parte de
corte.
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rigidez volumétrica y distorsional estan asociadas al incremento de trabajo de

deformacién volumétrico y distorsional, respectivamente.

Si se mnmdera que dy y By son cunstcmtcs durante el proceso de carga,
y ademas que: h,, & = a,,1" & y que h,. & = 5 &,seliene que la ec.(v.124)

quedaria formulada como sigue:

'i‘k P ‘i"

e (DA ) @ =

(1 —di) (1-dg) "
{Iv.125)

Se puede deducir inmedintamente, que la anterior se cumple cualquiera sea el
& impuesto, resultando asi el tensor de rigidez degradado elisticamente:

ar "i’x 3 'i'ﬁ i
= Dg(d) — —— (o 1) (1" oy) — —— 83 (1V.126)
(1= di) (1 -dz)
donde:
i = %1% - K2 e = (1 - &) K'e

T . -
Tt = ’\/'_:‘3': - G’g(dnﬂ) Yoot = (] - dﬂa) "“ Tont

ee = 17 ¢
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e En las ecuaciones anles mencionadas, los dos facteres de reduccion
(1 "?'c) ¥ (I = d',_,) , pueden estar directamente relacionados con el trabajo
elistico de deformacién volumélrica y con el trabajo elastico de deformacion
distorsional, rvespectivamente, A continuacién se propondra una regla de

evolucion, para cada una de estas dos variables internas de degradacion elistica,
que cumpla ¢on la ley general presentada en la ec.¢/v.82).

Factor de reduccién volumétricor Se propone la siguiente funcién de

degradacién del médulo volumétrico:

(1 - 3}) = (1 ~ by w}) (1V.127)

donde " = .., ¢ o5 a incremento temporal de encrgia especifica elastica
I act Gy I rq P

volumétrica. Sustituyendo ln ec.(v.127) en la ec.(iv.120), se puede expresar la

tensién normal oclaédrica comeo:

Tt = KP(di)e: = K° (! — by mk) € (1v.128)

w

y el incremento de energia especifica eldstica voluméirica serd

Wy = To €, = K" (1 — By w;{) e & (IV.128)

de donde surge el factor de reduccion buscado:

r. ‘g 1
f 1.(:_}\' di =/ K° ¢ E: At
teil (] = 'ﬂ?NTH;‘-} (=
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- l— In(1 - &'mu}c) =

]'_ 0 ed
& g 1

(I - d}\a) = (1- Prws) = e k"5 (1v.130)

a partir de ésta, se puede eseribir la energin especifica volumétrica, de la siguiente
forma:

wy = é“ (3 - M'”K“':”“) {1V, 131)

= Gpu = K© e BREUIN 4 (1V.132)

donde:

KP (&) = (1 — dip)K" = K°®e ekl GRTaE

Factor de reduccién distorsional: Se propone la siguiente funcidén de
degradacion del médulo distorsional:

(1 — :i',';) = (1 — b w{‘,) (1V.134)

donde % = T.e 7°, es el incremento temporal de energla especifica elistica
a i 'T.;.;p b, P

distorsional. Sustituyende ln ec.v.134) en la se(v.120), se puede expresar la

tensiém corlante octaédrica como:
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T = Gy = G (1 = 3ba w) 7. (1v.135)

y el incremento de energla especifica elidstica distorsional serd :
Wy = Tt Fo = G (1 = 3o wh) i Hi (1v.136)

de donde surge el factor de reduccién buscado:

"I'r'

i [
f 2 dt= [ Ao
o (1 — 3‘1’5102;) Je=n

S e {ﬂ-(.‘. 3@'1';'-9:7) = GII“'YHN

A j & Ve @
(1 - !ﬂ;) = (1 = 3Bouwl) = &= WY (1v.137)

a partir de ésta, se puede escribir la energia especifica distorsional, de la siguiente
forma:

s 3
wh = —— (1 - o teaty, ”") (IV.138)

y de aqui la tensidn cortante octaédrica valdra :

]
d!\l—' & _ , = .(—‘v“ ‘:'\t't‘:ﬂ 'I", &i ”!t
ik T 4

A5 Voet (1V.239)
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y por lo tanto:

27, . — -
g = Lt g _ b, (adati™yi V3 A
JY::M
donde:
ij: (&L) — (.] - al'a) G“ = Gi.i c- {-ﬂ'l'q;‘;ll_ﬂ“?uq: (n/,”;)

Sustituyendo los factores de reduccién volumétrico y distorsional ecs.(iv.13o) v
(1v.137), y 1ns tensiones ocladdrien se,(iv.132) y desviadorn ec.¢1v.140) en la ec.(1v.126),
resulta la expresion del el tensor de rigidez degradado elasticamente en forma
diferenciada, esto es:

w(d) = Do(d) — (1—di) b (K°) () (117) -
— (1—d) e (26°) & &7

] ¥ w3 = . . “v.].".?)
GT(Q ) = .D.g(il’) - b K" %) /a ‘bf\' U" n): (‘5:.) (1 1'1*} s
— “".'l?ﬂn'l"n.\.uilu’ iﬂ' (2(}!“)3 err uﬂ'.l'
sustituyendo en ésta la ec.(iv.121), ¥ operando algebraicamente resulta:
cid) = K°(11") [1 — &y (K (ff,)“] o VhiiOIh/z
(IV.143)

L [U dev — &g 4G" ' :"T] a" AR

¢ La determinacidn de las constantes 45 y 'i'c.- , surgen de considerar el valor
que toman los médulos K2 (dy,) y G¥ (di) eunando se aleanza el limite de
elasticidad, durante ensayos uniaxiales, Asi | a partir de la ec.(v.133) se tiene:
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r ) (1 =: dr )[-u = R-u':- l'lun"rf']/] (IV.144)

tal que en el limite elastico, cuando €' = (&), , se fiene:

* 2 (KD),
.;-M ‘l'l'(c ].I z‘. ! i

(IV.145)

aiendo (I{f), el médulo volumétrico secante en limite elastico, y [e ], la
deformacién volumétrica en el limite de elasticidad. La relacion !‘—*J‘ Toen
¢l momento en que se inicia el crecimiento del médulo de Poisson i (Lmlitﬂ
convencional de inicio de la plasticidad, admitide por el medels),

A partir de la ec.(1vi241) se liene;

G2 (dy) = (1 — d3) G° = G"e BheS'rii (IV.146)

tal que en el l{mite eldstico, cuando € = (&), , se tiene:

N 2 (GJ‘J )1
Py = l £
¢ = ) G

(IV.147)

siendo (G2), el médulo distorcional secante al limite de elasticidad, y (7:,): Ia
distoreidn oetaddrica en el limite de elnsticidad. La relacidén ”—j—h =~ % en el
moniento en que se inicia el crecimiento del médulo de Poisson % (Limite
convencional de inicio de la plasticidad, admitido por el modelo)

A partir del ajuste de las constanies 'i'r; y 'i'g , las ees.(iv.133) v (1v.139)
permiten abtener buenos resultados de comportamento elastico degradado (cap.
5). Como allernativa al uso de las ec.(/v.120), existen expresiones empiricas que

permiten considerar la degradacién de los médulos volumétrico y distorsional
{20](33]
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e Por iltimo, para un sélido isétropo y como una alternativa desde un punto de
vista operativo, es conveniente preseniar el tensor de rigidez secante degradado
elisticamente Dg(a) ec.(1V.121) COMO!

& 1

Ds(d) = D; (Es(aﬂ),l-’:.-faﬂ)) (Iv.148)

siendo:

‘ID r
9 Kt U ) G “ q__ (IV.149,3)

ES(EHM D(ds,) + GE(ds)

(@) = SHEC) - 2 GR(d;)

: . (IV.149,b)
2 (3 Ki(dy) + GE(d))

KR (&) = (1 = @)K = K%g WFISN2 (Iv,149,¢)

GE(dy) = (1 = &) 6° = G & (Mad™iahire (1v.149,4)

I{“ = T(T"’Etlz—) (I1V,148,8)

o p— Ea (IV.149,7)

2(1 + w)

IV.B.e. Daogradacién plistica.

En este apartade se presenta un modelo simple para tratar el fendmeno de
degradacién de rigidez que ocurre en el hormigén por efecto de la deformacion
plastica. Se basa en admitir como hipétesis, que este fendémeno de degradacton
plistica se desarrolla a partir del momento en gue s¢ nicia el ablandaniento del
material (pérdida de cohesidn), situacidn que coincide con el inicio del perfado
de ??l.aﬂm—ﬁaumr;idﬂ (,lfmil.e convencional adoptado por distintos invcatigudums
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eI - Agi | ge formula la rigidez secante en un punto del sélido, en funcion
de la evolueidn de la cohesién en dicho punto, situacién que se confirma con
resultados experimentales que muestran claramente que cerca y mas alla  del
pico de tensiones, existe una pérdida de cemeniacién intergranular que se
evidencia también como un fendmenao de dc‘gmducién de la rigidem [10150] - Fate
comportamiento se pone de manifiesto cuando de aplican cargas ciclicas fig.(1Iv.17).

(A

fig.(1V.17): Esquema uniaxial de degradacion de la rigidez secaiite,

Definido el problema con base en la hipdiesis antes realizada, se tiene un sola
variable de degradacién plistica d =d , que permite formular la rigidez secante
degradada, por efecto del fendmeno plastico, del siguiente modo:

D“-,(&T.",&') = (1 — d’) DE(E) (IV.150)

donde pg(&n,aﬂ) es el tengor de rigidez que resulta de un proceso de degradacion
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eldstica y plastica, Ds(d") es el tensor de rigidez secante degradado elisticamente
ac.(iv.105), y d' es la variable de degradacidn plastica, cuya regla de evolucidn
es ln siguiente:

g0

it (IV.151)
— 2 (-4

donde ¢ es la cohesién definida segin la regla de evolucién expresada mediante
la ec.cv.ze). El valor inicial de d' serd nulo y se mantendrd sin cambios hasta
que se inicie el proceso de ablandamiento (& < 0) , a partir del cual valdra :

A C
=1 - b (IV.152)
Sustituyendo lu ec.civ.14) en la ec.iv.10), y ésta en la ec.orv.a51), resulla:
W | =
d = =) ( = h(oyk" c) ! (o, ", c) &) (IV.153)

de donde se puede oblener una formulacion que se identifica con la regla de
evolucién general de las variables de degradacion plastica ec.(iv.84); esto es:

‘;ir' = ET & (IV.154)

donde:

? = {1 = 8% -c ) { = hlek"¢)) hor'e) (IV-155)

es un vector, que representa la diréccion de degradacidn plastica. Esta forma
putticnlar de definie 2 lleva implicito una superficie de degradacién en el espacio
de Lensiones.
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Sustituyendo la sc.(iv.154) y la ec.civ.180) en la ac.(iv.95), resulta el incremento
de tension pldstico degradado expresado de la signiente forma:

oy d)

= O & = D.(dd)& -
= O ¥ = Dy(,d)@ e

(V. 188)

D)

¢" = Dy(d',d) & - [ﬂ*‘(a’) ¥ EI] (1= a)

y u partir de estn dltima, se puede escribir el tensor de rigidez degradado
plasticamente, comao:

n = Dy(d,d')

— " e
_ {=hdoyrtie)) AT (o, k7, ) (IV.157)
c

Por simplicidad, en la implementacion de estos modelos de degradacién (cap.
V), se ha tenido en cuenta una hipdlesis adicional a las ya realizadas, que
considera que la degradacién elastica y plastica no ocurren simultdneamente (la
degradacidn eldstica actiia hasta alcanzar la tensidén pico, y luego se hace actuar la
degradacién plastica), sin embargo la formulacion presentada,permite considerar
ambos fendmenos a de degradacién de rigidez a la ves.

IV.B.f- Regla de flujo asociada para materiales con dogradaeion ,

La teorfa de la plasticidad clasica, introduce el concepto de flujo plastico asociado
a través de una regla de normalidad a la superficie de fluencia plastica, ln que
estd definida en el espacio de lensiones medianie la ac.cap-1.22). La regla de flujo
asacinda definida en esta forma, ¢s equivalente ¢l axioma de maxima disipacién
plastica (MDP) para el enso en que ln rigides se mantenga constante " |
Esta idea sobre plasticidad asociada deja de ser valida para sélidos que sufren
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degradacién de rigidez durante el proceso de carga. Para una definicion mas
general del flujo asociado, vilido para estos sdlidos, es necesario admitir:

e en primer lugar que la energia libre puede ser descompuesta en una parte plistica
y olra eldstica ecqv.es), situacién que permite escribir la disipacion total de
energia = mediante una expresién simplificada de la desigualdad de Clasius-
Duhem ec.civ.a7), esto es:

I3
I

e (00", c%:v} _{ﬁi}“\ _{ﬂ_wr
ltr - {Bﬂ"} ] € {6"In & Pa. q. 59,, ﬁ,, = 0

(IV.158)

pero segin la ec.(v.a9), se liene que la tensién vale: o = 8% /0" | tal que
sustituida en la expresién anterior, permile formular la desigualdad de Clasius-
Duhem como la suma de una disipacién eldstica mas otra plastica. Esto es:

E=8"42"20 (IV.159)

donde la disipacion eldstica que se desarrolla durante el proceso de carga, vale:

[1]

. = Al B :

y la disipacidn plistica, que se desarrolla durante el mismo proceso de cargn, vale;

ow " av " "
=P . T s T ;
= {Be* } & {Bq" } 4. a € Zﬂq., Qs (IV.161)
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considerando ademds los tipos de degradacién eldstica y plastica propuesto en
los dos apartados anteriores, donde las vartables internas plisticas son: g, =
{g;i",a"} . v Ins variables internas eldsticas son: g, = {El"] , la disipacion elastica

y plastica, formuladas anteriormente, quedan expresadas respectivamente por las

signieutma eONACIONSs!

ar " 2 — V¥ if
o _ {, } d = = g d, (1v.182)

(1v.163)

Sustituyendo en estas dos dltimas la energia hbre propuesta en la ec.(viso),
y luego las reglas de evolucidn de las variables internas de degradacién eldstica

ec.(IV.92) y plistica ec.(/v.e4), resultan las siguientes expresiones para la disipacion

de energin elastica y plistica, respectivamente:

r T, e
__{%}a =~ (e—eY aﬂﬁ #) gy d
!

aa oz 1 B.Dg(a d,) ﬂﬂ) (E: é)

u'__zfadrd‘z_?-z( V0

[]
I

B

[t

,
(IV. 164}
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gy " e aw "
o7 ) € - leet ¥ -

oD:(d &)
od’

e

= (e— &) Do(d,d) & - %(: ~ )T (e—e) d — i

\
T ."NI i3 p
= — T I E r ;
|-|-' = iF EJ 6dji d\l lI'
. v 1 = 8Dg(d,d .
= (e-¢)" |Dy(d,d) - 5 >_,—"("——F) (e—e) & |& — i
L j _f
(IV.165)

donde la disipacién elistica se debe al proceso de degradacién elistica, y la
disipacidn pldslica se debe al proceso de degradacién plastica, més la energia
disipada por el mismo proceso plastico irreversible, La desigualdad de Clasins-
Duhem (segunda ley de la termodindmica) ec.gv.169) se sabisface siempre que
=0 y Z° =0, cumpliéndose esta iltima para cada 3.5' si se tiene unu

c’)ﬂﬁ(‘g’

1-r~) definida negativa (ver la definicién de e en las ecs.(iv.10s, 1v.121)).

® y en segundo lugar, se debe admitic también, que el axioma de la (MDP) supone
que ™) ;

Efe—e"4.90:€14.) = E'(€ —¢,0.: 8% :49.) (1V.166)

donde & es un estado de deformacién que puede ser oblenido a partir de ¢ por
medio de un proceso elistico, ( € = efe. ). En ausencia de degradacién de
rigidez, se obtiene un caso simple de la desigualdad anterior, la que toma la
conocida forma del 3egu.ndn pnstuia.fto de Drucker ee.cap-1.56) o & = aTe
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Desarrollando la desigualdad (nv.166) se obliene una forma local del axioma de Ia
(MDP):

.p G2
B e > ) (Iv.167)
e

sustiluyendo en esta dltima la disipacion plastica por su expresion ec.(iv.165),
resulia;

éT [Ds(znl‘f) ) Li}nl‘.‘;gp a,) ( cp) 2 ]é” = 0 ' (iv.16a)

i
que puede ger escrita, segin la ec.ov.95) ¥ la ec.(v.84), como:

[D (a" d )] e =0 | (1v.168)
sustiluyendo en ésta la regla de flujo ec.crv.3), resulta:

5,‘.(3“,3') 5\% =40 , (IV.170)

pero en un estado de carga plistica se debe cumplir siempre que A>0 (ver
también las condiciones de Kulin-Tucker apart. Ap-.l'.&'.a), por lo tante la ecuacidn
anlerior se puede escribir, como:

& o@ ) s, i

y teniendo en cuenta que, durante la misma situacién de carga plistica para que
A = 0, se debe cumplir en la ec.irviao1) que:
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1'1 I:p Y
[{f*-'f} a;r(&",a“’)é} >0 - & @) o (v-172)

Oa e

Paran que las desigualdades ec.(iv.171) ¥ ecqiviazz) se cumplan a la vez, es
necesario que exista proporeionalidad entre ambas, o sin perder generalidad exigir
su igualdad, esto es:

Te o & BP0y 3 i
pd d) 50 = od,d) o (VA7)

resultando asi, una definicién mas general de regla de flyjo asociada, vdlida
para materiales con degradacion de rigidez. Se puede verificar que en el caso
particular de rigidez secante constante (sin degradacion de rigides ): Cf{.(&' d) =

;.(a’"ap) = Dy = cte. , la regla de flujo asociada se reduce a la forma clasiea

gﬂg_. = % ., ya presentada en el Ap-1.

Para plasticidad asociada con degradacidn, donde 5;.(3'., &‘.) £ G;-(EJ,GT) ;
el ineremento de tensién ec.(v.102) queda definido por:

o ()] () o]
[h, (w” 03’-"1;}$)] + [{%é} ¢ %f]

&= CLt — -

(Iv.174)

donde gg- representa ¢l nuevo vector de flujo asociado que tiene en cuenta
el fendmeno de degradacidn de rigidez.  De la ecuacidn anterior resulla la
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siguiente relacion constifutiva tangente, para un proceso elasto-plisiico asociado
con degradacion de rigides:
o = C) ¢ (IV.175)

siendo O el tensor de rigidez elasio-plistico langenle del malerial para
plasticidad asocinda, que contempla los fenémenos de degradacién elastica y
plastica a la vez y 'pucdc ser presenindo en la siguiente forma:

e Lo () )
[m (h,ﬁ" G;“Géa)]‘ + [{%:} c %E'I (1v.178)

A

Parn el caso de la degradacién plastica propuesta en en el (apart. IV.8.e),
el flujo pldstico asociado toma una forma particular, que puede ser oblenido a
partir de la ec.(iv.173), Esto es;

% = G’,‘,"'(a',&"} G;(&l',aﬁ) %?;: (IV.177)

sustituyendo en ésta el tensor de rigidez degradade plisticamenie ec.(iv.157),
resulta:

-

g_g i Dﬁ(&"?&") - {'-h._u(ﬂ',[q‘,l’,ﬂ)) o h:l(ﬂ',ﬁ",ﬂ)]

C

sy am OF
ond,d) 5

a.-g - ﬂ- 1(3" a") » E - (—h.‘..} h:r D;t('me&") C"; %ﬁ =
da g H T fo c (_,h,:) h:{' D;l(z',a") ’

(Iv.178)
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gsiendo ésta ln regla de normalidad asociada a ln superficie de fluencia plastica,
modificada por la accién de la degradacion de la rigidez. A pattir de esta
definicién de flujo plistico asociado, se puede obiener para este caso particnlar
de rle.gmdar.'ién plfl.st.iCu, el pur*dm;}im de endurecimiento pldstico que se expresa
en la ec(v.176). Esto es:

c h, h?:' D;I(‘?IT) a"-r %E
e + (=h.) h?: .D.;I(IT':I) o

(iv.174a)

sustituyendo esta é¢uacién en la ec.(1v.176), se obtiena el Lensor de rigidez elasto-
plistico tangente degradado €7 , para este caso particular de degradacion
pliastica.
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(carituto vy  ANEXO A

PARTICULARIZACION DE LA VARIABLE DE DANO PLASTICO,

An-A.l.- PARTICULARIZACION DE LA VARIABLE DE DANO PLASTICO PARA
CASOS DE CARGAS ESPECIALES.

An-A.1l.a- Introduceidn.

En el capfiulo-IV (apart 1V.4.a) se ha definido la variable de dano plistico que
utiliza el modele constitutivo presentado en esta tesis. En aquel apartado se
presentd la definicién de esta variable para procesos de carga uniaxial de traccidn
y compresion, y luego se la generalizd a procesos de carga multiaxial mediante
las ecs.¢iv.14), (IV.186), (Iv.i6) v (Iv.1@). En este anexo, con €l fin de controlar el buen
funcionamiento de la definicién multiaxial de la variable de daio plastico &' |
se harda una particularizacién de ésta para los siguientes casos simples de carga
radial: traccién umamal, compresion untazial, problema de compresidn biazial

simétrica, y problema de corle puro.

An-A.1.b- Problema de trnecién uniaxial,

Dado un estado de traccién pura y simple para un punto de un sélido friccional
0= a3 = a3 < oy, resulla de la ec.(1v.16) la siguiente expresién para el incremento
temporal de la variable de daio plastico:

3

R =3 ((hade + (el &

im]l

&' = (huy)re] + (hua)ré + (M )o@ 4 (hur)e €+ (hpa)edh + (hus)ed (An-aA.1)

=(} =il =0 =ik =i

l‘.ﬂ" = (hiul)'j' E’; — q.l;"; (a-j> E.‘T ;
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y sustituyendo en ésta la energia especifica de traccion ajustada, por su expresion

matemalicn:
v o) + (aa) 4 (ow)] P (1) (An-A.2)

pe _
Jp = fp P = fr e i

se obliene, previa sustitucién de ¢ por ¢ (que coinciden en este caso

particular), la siguiente expresién:

1 oy (ﬂ:> &

i
ol E 1
gr (o) ‘
{An-4,3)
; 1 -
&' = —;'dﬁiﬁ% .
g

de donde resulta, como es obvio, la definicién de la la variable de dasio pldstico,

para un pmblmnn. de traceidn uniaxial ec.(1v.o)

1
W= —= | epidt .

r
Gr Jiao

(An-A.4)

An-A.l.c- Problema de compresidon uniaxial,

En forma aniloga al problema de traccién, se deduce para un estado tensional
=y = 0, de la ec.v.16), la siguiente

de compresion pura y simple a3 < a3
expresion para el incremento temporal de la variable de dafio plistico:

3
= E[(hm)ﬂ' + (hude] &
il

R = ()o@ 4 (ha)r &+ (hua)r & + ()o@ (ha)e & H(hus)ees 5 canam

sl =i ={) mi) =i

. . I iy
£ ={ha)e & = 5= (—aa) &
e
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y sustituyendo en ésta la energla especifica de compresidn ajustada, se tiene:

p =g t{=a) +(~0a)] _ ., (~os)

S !
Je = He = fg — (An-A.6)
‘ s P ¢ P )

resultando, previa sustitucién de & por &

particular), la siguiente expresion:

(que coinciden en este caso

1 Tz
= — = e (—gra) el
e (—Ua) ( 3) 4 3
(An-A.7)
wh = J-'— oo )
ge o

de donde resulla la definieién de la la variable de dario pldstico, para un problema
de compresion uniaxial ec.(v.12):

_l i
K = gT f Te éﬂ: di 3 (An-A.8)
¢ Ji=o

An-A.1.d- Problema de compresion biaxial simétrica.

Siguiendo el mismo procedimiento que en los dos casos anteriores, se puede
obtener, para el caso de un estado tensional de compresién biaxial doble simétrica
dy = 03 = a < 0; = 0, la expresién para el incremento temporal de la variable
de dafio plastico. Par ello a partir de la ec.¢iv.16), se tiene:

o E[(h“),ﬂ + (h)e] &

i=]

f';ll' — (h."‘)g,éli' + (h,d Tfj ( Ha)‘rf; (h,,;)frf"-’ (h'u-l)f“{B (.’l“a) 3 1 (AR-A.9)
=1 Wl -1 =}

T ; 1 A o
' = (hus)e & + (his)e & = s [{(~aa) & + {_“3} f.{!l
o
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y sustituyendo en ésta la energla especifica de compresidn ajustada

pe g o) + (=) + (—o)] S Gl M ) 5 g =)
e Je s g . Je -
(Ap-4.10)
reanltas
kan_fﬁ‘_ (—.r.r) l;!r; | 1'5"]
2g¢ (~o) L
(An-A.11)
PR, 31 -
o =g oe [ef + ¢

que escrita en funcidn de la regla de flujo generalizada ec.v.3), resulia;

(An-A.12)

iz [ 4 ]

- 2 Q;;v N aﬂ": ' ("}Hg

pero dado que G(o,c) es una funcién de polencial plistico de comportamiento
isotrépico, enel punto oy = 03 = 0 < 0, = del espacio de tensiones principales
el vector de flujo plistico g = 8G /e tiene dos componentes g3 y gy iguales
y simétricas, por lo tanto 87 /0 = 8G /8o, = 8G /8oy | quedando expresada ln
ec.(iv.12) de la sipuiente forma:

A ag |
e e = — ga {An-4.13)
gt TP T gg7ere

de donde resulta, la definicién de la la variable de dasio plistico, para un problema
de compresion uniaxial ec (v, 12),

1 ,
xV = e f Te Ei; ot : (An-A,14)
.{Jc 1=}

De esta iltima, se observa que la variable de daiie plistico, tiransforma
el problema multiaxial (en este caso biaxial doble simétrico) en uno de
caracter{sticas uniaxiales equivalentes.
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An-A.l.e- Problema de corte puro.

Siguiendo con el mismo esquema deduelive, se puede probar que en el caso
de corte puro, la variable de dafo o plistico interprela el estado muliiaxial
acluante, como la combinacién de dos estados uniaxiales equivalentes. Para
probar esta afirmacién, se introduce un estado tensional plane de corte puro
—ay = oy =T , o3 = 0, resullando de la ec.¢iv.16) la siguiente expresién para el
incremento temporal de la variable de dafio plastico:

& =3 l(hade + (hdel @

= (P )rd] 4 (Rua)réh + (has)r & o+ (R e &+ (haa)e & Hhua)eds s canass)

=0 wi ul) =0

. . o g B
= (ha)r & + (ha)e &= == (00) &+ 5= (—o3) &
gr Jo

y sustituyendo en ésta las energlas especificas de compresion y a lraccién
ajustadas, por sus respectivas expresiones matematicas:

o) + (o) + (@)l _ 4 ton)

. - ’j
!l"r = gy w5 = g7 e s
(An-A.16)
= r —iF _I_ —r -I_ —i¥ —
R O R R S
e e

se obliene, previa sustitucién de &) por & y ¢ por & (que coinciden en
este caso particular), la signiente expresion:

1 oy ' R
R'=— —= (my) €] + — —y) ¢
g oy (T Ty e 8
(An-A,17)
i upr :I' (X3
K = =g &y 4 = oe &

i o]
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de donde resulta, come es obvio, una variable de dasio pldsizeo, formada por la
contribucién de la variable correspondiente a un problema de traccién uniaxial
e {IV.2) fas un pz'-:flﬂﬂnm e cmn.prcsién uninxial e, (1V.12);

i i

; 1

¥ = glr o ot % = / oo dedt . (An-a.18)
T b= 15 tai
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(caerruo vy ANEXQO B

FUNCIONES DE COHESION UTILIZADAS EN EL MODELO DE DANO PLASTICO.

An-B.1.- FUNCIONES DE COHESION UTILIZADAS EN EL MODELO DE DANO
PLASTICO.

An-I.1.n- Introduccidn.

Para hormigones, se podrian proponer diferentes expresiones analilicas que
describan la evolucién que sufre la cohesién en funcién de la variable de dano
plistico " durante un proceso de carga uniaxial de traccién ep(n") y compresién
ce(s") . Una posibilidad, que es la que se ha utilizado en este modelo de
dafio plistico, es deducirlas a parlir de curvas uniaxiales de tensién deformacién
plastica ( op — €}, , ¢ = ¢ ), que surgen de olras curvas uniaxiales de tensidn
deformacién tolal ( ap — ép | ¢ — €c ) que resultan a su vez de estudios
experimentales de traccién y compresion respectivamente. En forma esquematica

esto es:

ao fiane I Paad it
—t

a partlr de; T - b T —€ c— '

Las curvas o — ¢ se pueden obtener a partir de las curvas o — ¢ | a través de
una integracién en el tiempo de la ecuacién constitutiva elasio.plistica, para un
problema uniaxial. Asf |

=e-El'd (AnB8.1)

integrada para cada tiempo ¢ del proceso de carga uwniaxial cuasi-estitico,
properciona la magnitud actual de la deformacion plastica buscada:

i t t
¢’ = / e di = / edi — / E;' o di (An-8.2)
f =i t=0 v im0
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Una vez conocidas las curvas o — ¢ se transforman a curvas de o — & |
mediante la propia definicidon de la variable de dano plastico para un proceso
uniaxial de (raceidn ec(v.0) o compresidén ec.(1v.12), segun sea el caso (ver sub-
siguientes apartados). A partir de las curvas o — &%, mediante un factor de
egcalan ke o kg ee(1v.22) 0 ec(iv.23), segin se trate de una curva de traccién
o compresién respectivamente, se oblienen las curvas ¢ — & y e — ¢ que
intervienen en la regla de evolucién de la wariable interna de cohesion ec.(iv.19).

A continuacién, se presentarin tres expresiones de la tensién en funcién de
la variable de daiio plastico o — & | y se detallard la forma en que han sido
obtenidas a partir de funciones uniaxiales del tipo o — " .

An-B.1.b- Funcién tensién-deformacién plistien lineal ¥ su transformacidn en una

funcién tensién-daiio pldistico.

Desde un punto de vista simple, se puede hacer la hipdtesis de que e
comportamiento uniaxial tension-deformacion del hormigén a traccién, después
de finalizar el perfodo elistico, carece de endurecimiento e inicia inmediatamente
una etapa de ablandamiento lineal #0230 fig (An-B.1). Esto es:

€y
ar(eh) = ob ( - :ﬁ;) (An-B.3)
iy

La energin especifica plistica que disipard un punto del sélido durante todo el
proceso de carga cuasi-estdtico a traccién, serd para este caso particular:

(5 1] O‘ﬂ f"“
i el
ar = / ap by dl = i A {An-8.4)
f=0 2

Partiendo de la misma definicién de &” , para un proceso de carga uniaxial

ec.(1v.2), s¢ puede abtener la transformacién de (o7 — &) == (a7 — #") . Bslo

e8!
A 1/ e\ L
K = — op &p di = = op [1- L) i di (An-f.5)
it "» '
1 Jiwo Ir Ji=o Ep |
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fig.(An-B.1): Funcién tensidn-deformacion plastica lineal, para tratar el comportamiento del hormigén a

traccian, y su transformacion en una funcién tensidn-dafio pléstico.

resolviendo la se.can-p.5) y sustituyendo en ella la ec.(An-8.4), resulta:

{(An-8.5)
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y de uquf :

'l H'P - _'l 2 i% .|- f_;:‘ > — 1 i)’
] — E];'n fgi“ - E"I“

gy h
(1 - «") = | 1= i
; e

sustituyendo esta tltima en la se¢an-8.3), queda la funcion de fension uniaxial,

(An-B.7)

expresada a partir de la variable de dano plastico #" :
ap(n") = :T-?- (1- m"]l": {Aii-B.1)

de donde surge su derivada como:

__E;-p_" = = —m fAn-R.82)

An-B.1.c- Funcién tension-deformacidn plastica exponencial y su transformacion en
una funcién tensgién-dafio plistico lineal.

En traccién pura, se pueden utilizar también funciones de tensidn-deformacion
pldstica que aproximen en mejor modo el comportamiento del hormigdn. Existe
un gran nimero de funciones de este tipo que han sido formuladas a partir de
estudios experimentales 0303 - Fn este trabajo, se ha considerado una
funcién exponencial simple fig.(An-B.2) que se aproxima bastante bien a ofras
expresiones mibs complejas " que han sido propuestas para la simulacién

del comportamiento del hormigén a traccién con ablandamiento. Iisto es:

ar(éy) = op [ae "] (An-B.10)
La energin especifica total que disipara un punto del sélido durante todo el
proceso de carga cuasi-estitico a traccion, sera para este caso particular:

o = E.—I-«!,‘.
g = j ap & dt = o, f ae " ehdt = oy a (—- —-—)
=0 tmil b

%
o @

ﬂ"Tb

»
1'1.1_0

(An-B.11)
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Trh

Y
+T

fig.(An-B.2): Funcién tensién-deformacion plastica exponencial, para tratar el comportamiento del
hormigon o traccion, y su transformacion on una luncién tension-daiio plastico lineal.

La pendiente al iniciar el proceso plastico, surge de particularizar la derivada de
la ec.tan-B.aoyen o =0, Fslo es:

deq (€
A= L = 0 el - 0
A= Tdel = —opabe™|, = —apab (An-B.12)

\“,I;. =1
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de donde se deduce, que para a > 0 se tienen pendientes A’ negativas, De la

ec.{An-B.11) ¥ ec.(An-B,12), & pueden encontrar lag constantes a y b, FEsto es:

(R
@ = py f—
4
4 _ fAn-E.13)
A
b = ==
! /iR

Para (ransformar la funcién de la ec(an-B.10) en otra del tipo o7 — & |
serf necesario partir de la definicién de «” | para un proceso de carga uniaxial

sc.(iv.9). Aai se liene:

(R ST (O o —_—
k' = = op ¢ dl = el / a.;[ [.r:n ﬁ.—'u...] e di {An-B.14)
dp di=a O Jico

resolviendo ln ec.tan-m.14) y sustituyendo en ella la ec.can-m.11), resulin:

=he?, o0
o = Lo s (_ e
- il T -

gT b r;'.:l'r
. @

wt _'II: 2 [1 - ,,-M.’I-} (An-B.15)
ar
—
- ]

et = 1 — x

sustituyendo ésta en la ec.(an-8.10), resulta una funcién de tensién uniaxial lineal,
ex]::reamln 2 pn.rtir de ln variable de dafo plastico Kl

op(k") = opa (1 — k") (An-B.16)

donde la constante a surge de la pﬂndiﬁntc al origen en el espacio o — & ¢

{An-B.17)

derp( e
...._..( T — f— ‘T‘i]" il — —_ i . ‘ﬂ,

drr

wr=il
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tal que sutituida en la ec.¢an-8.18) resulta;
#T(K-"') — a';l"{'| (1 - h'.") (An-B.18)

dle donde surge su derivada como:

A X i
d—a;—f::—) -_— e ﬂ';’. = cta. (A”-H.‘pj

An-B.1.d- Funcién tensidn=deformacién plistics exponencial ¥ sn transformacidn en
nna funcién tensién-daiio plistico.

Para los casos mas generales de traceién o compresion uniaxial en hormigones,
ge propone una funcién tensién-deformacion plastica, compuesia de una primera
parte con endurecimiento, hasia alcanzar la tensién pico o™ | seguida de un
ablandamiento hasta hacerce nula la tension, Una funcidn analitica o — ¢ que
concuerda bastante bien con los estudios experimentales, tanto a traccidn como
a compresion uniaxial, viene dada por la siguiente expresion® fig.(An-B.3):

—ha? —ﬂu"]

.1'(5") — 1'1"" [ﬂ.l e = {3 £ (An-8.20)

giendo!

a; = x(1 + a)

iy = {1

donde y es una constante que determina la posicién del pico de tensiones o |
y a y b son dos constantes adimensionales que se oblienen a partir de las dos
condiciones siguientes:

¥ Nota; Debldo a que la funcldh due 16 prapona servird para aproxlmar tanta &l compartamlento
4 traccion como a compresion unlaxial, mediante sl ajuste de unas constanies, se ohviara el uso de
una potacldn con sub=Indices “T" a “C", yva que la formulacian podrd  utilizame Indistintamente en
une u otrg caso.
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o) = 0° [a e — g, ¢

|
|
|
|
|
| gp
9
|
[
1
!

( eF)HC EP

fig.(An-B.3): Funcién tension-deformacion plastica exponencial, para tatar el comportamiento del
hatmigdn a traceldn o compresion.

e Condicidn de enerpgia

g!, __/ T ‘-:,;, dl‘ = o,l'l / lx(1 'l' ﬂ-) E—MF - a e-—?h"] é“ dt
f =i

=i
R f_.--:l--" i
— i o (An-@.21)
n:l:ﬁ) ( Eb JF':[))]
o [X | Xa

g'=a -3'+T+'2%]=%“ [x + Sex—1)]

—hel

g"=a’ |x(1+a) ( — — i

¢ Condicidn de pendiente al origen:

= " |"‘X(1 + a) e h & oge™ 261

ar=t

#r=0

{An-B.23)

A = " |[-x(1+a)b + 2abl = " b [-x + a(2-x)
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as{ , fijando la posicién del pico de tensiones x | de la ec.(an-B.21) y ec.(An-B.22)
se obtiene a y & . Obsérvese que para x = 1 y a > 1, la funcién parte
con pendiente inicial positiva (endurecimienio inicial), en cambio para a < 1 la

funcién comienza con una pendiente inicial negativa (ablandamiento inicial).

Para transformar la funcién de la eccan-8.20) en otra del tipo o7 — k" |
seri necesario, como en log casos anteriores, partir de la definicién de &' para
un proceso de carga uniaxial de braccién ec.(iv.9) o de compresidn ec.(/v.12), segiin
sea el caso, En este apariado se deducira una funcidén genénca que luego puede
ser utilizada para estados de traccién o compresion mdistintamente. Esto es:

Lo o e [ et
LTI L Rl |7 = -. i
KY) = pr ./;=”ﬂ‘ " d pm [;!L(] + a) ( b “) a ( % |, )]

o' [x(1+a) p a "
oo Lo |k ! — = b A e | i R 1
o = 2 [ iy - £ e
{An-B.23)
reagrupando térininos, se liene:
, o’ [x(1 4 a) a e® [ x(1+a) o a g
K = y——; [“-"—'E'"'—— == "B—b + F '——b—'f + ﬂ e (An-B.24)
v sustiluyendo en ésta g” por su expresion ec.(iv.21), resulla:
ﬂ_ﬂ' =] 'I I_ i X(]' -I'- -ﬂ.) i'."_hr _+_ i a ﬂ_-ﬂklr
[x+§@x—ﬂ] 2[x4%mx-ﬂ
o= 1 1 - I—'l’. x(1+a) et 4 uc':""r]
2y + a(2y—1)]
{An-03.25)

si se multiplican ambos miembros por: a (2 x + a (2Zy - 1)], ¥ a lo que resulte
de aqui se le suma a ambos miembros; [y (1+ ﬂ.ﬂi —a[2x + a(2x-1)],
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se obtiene:

{lx{l--l a)l’ — a [2x -+ u(Bx—l)l} toal2x + a(2-1)] & =

2

= [x(1 +a))* — 2ax(1+a)e™ 4 (e"")

(x—a*x+a") + {a [2x + a@y—1)] &} = {[x(1+a)) - [ae™]}

(An-B8.26)

{x(l fa) - M} (An-B.27)

de donde resulta:

~hpt
[ = =

B |

siendo: W(s") = (x ~a’ x4+ ) + {a |2 x 4 a(2x = 1)] &'} . Suslituyendo
la ec.cAn-B.27) en la sc.(an-8.20), se obiiene;

= 1 R
a(k") = o" {1(—;—“—) [x(l +a)— '\/@(H")] - L—‘ {x(l + a) - \/Q(m')} ]}

(An-2.28)
de donde resulla la cxptcuién de tensidn uniaxial en funcidn de la vanable de

dano plastico:

]

o) = % {x (1+a) VOlwr) - 0(x")} (An-8.20)
dﬂ (lﬂ“dﬂ' BUIEE 8U dﬂ'riv&dﬂ comao!

da(k") _ do(x") di(s")
dev dli(kr)  drr

do(k?) ] x(1+a) + -
2o = {jm_ ].} {2x + a(2x - 1)}

{An-F_30)
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El maximo de la funcién expresada en la ec can-g.20), se encuenira parn a = 0,
al anular su derivada; esto es:

B S —
P — 0~ Mi+a) = 2w

{An-H.31)

oy = (%) vy

sutituyendo en ésta 0(x”) por su expresién, se obtiene la siguiente ecuacién

cuadratica en 3T —(y¥) 41 [ (1 —a’ 4 2a(k")" + Bm’(u")f"“)] +

(L o

i
i
da’

‘.(1 1 ,u_)ll

(1 = (g")””) =0 , que permile obtener el valor de ™ para el que

+

-

a
e
se produce el pico de fensién.

Sustituyendo la ec.¢An-8.31) en la ec.can-8.29), resulta el valor de la tensién en

e

el pico, en funcién de los pardametros a ¥y ox™. E'stn !

a" pley 3

de donde resulta la siguiente ecuacion cuadritica en a :

1t
at—a?2 [f;’%jf %ui - 1] 41 =0, cuya rafz maxima vale:

a’"lf ; D_p“- :‘ u’.f”"
T 2({xlm:)‘lﬂ.t;) -1 - 2\/((_;{,;5@_“) = ((X”f")-:"t?'_”) {AH-B.13)
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(caprrutoy)y  ANEXO C

CRITERIO DE FLUENCIA DE MOHR-COULOMB MODIFICADO.

An-C.1.- CRITERIO DE FLUENCIA DE MOHR-COULOMEB MODIFICADO.

La utilizacién del criterio de fluencia original de Mohr-Coulomb para materiales
del tipo del hormigén, presenta el inconveniente de no cumplir con la relacion
inicial entre la resistencia uniazial de traccion y compresion R" = |ol|/|of| para
dngulos de rozamiento interne ¢ comprendidos dentro de los valores naturales
del hormigdén, 30° = ¢ < 35" (apart. Ap-L3.f). Enlre las soluciones que se
adoptan habitualmente para resolver el problema, estd la de aumentar este angulo
de rozamiento interno hasta alcanzar la relacién inicial de resistencia uniaxial
requerida. No obstante, ésta no es una solucién si se trabaja con plasticidad
asociada, pues el eriterio de Mohr-Coulomb definido como superficie de potencial
plistico con un dngulo de dilatancia ¢ = ¢ , produciria en el sélido un efecto
excesivo del fenémeno de dilatancia (apari. IV.4.d). Debido a esto, se presenta

la necesidad de utilizar una regla de flujo no-asociada % # %‘E con el fin de
controlar el incremento de deformacién plastica volométrica & . Otra solucién
que se utiliza muy a menudo, es la de limitar el dominio del criterio de fluencia
de Moht-Coulomb en la zona de traccion total, dentro del espacio de tensiones
principales, con un criterio de barrera que no es otra cosa que una disminucion
de tensidn llevada a cabo mediante el criterio de Rankine V% (apart. Ap-
1.2.f). Pero esta combinacién de eriterios (Mohr-Coulomb con Rankine), adolece
de algunos inconvenientes que se indican en el apart. Ap-I.3.§.

Con el fin de poder trabajar con plasticidad asociada, y de evitar el
inconveniente que presenta la utilizacion de la funcion de Mohr-Coulomb definida
con un dngulo de rozamiento interno muy allo (apart. Ap-I.3.f), se propone en
este aparindo una simple modificacion del criterio original antes mencionado,
consistente en afectar la tensidén principal mayor oy de un parimetro de ajuste
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ap que permite regular la relocién de resistencia uniaxial, hasta cumpliv con el

valor deseado. Esto es, a partiv de la ec.idp-ro4) se liene:

Floe,d,ar) = (mﬁ!ﬁ'_ﬂ) + (Mtg'?'_ﬂ‘n) sing — ¢ cosgp = 0
(An-€,1)

siendo:

oy = ™™« Tenslén principal mayei

wiin

o =a 1 Tensidn principat menor 3
€ ! Cohesldn lnterna entre particulas del sélido, Apart, 1v.4.b,.

¢ 1 Angulo de reramiente interno entre particulas del sdlido. Apart. IV.d.c.

Qap ¢ Pardmetro de ajuste de la tensicn principal mayor @y .

operando algebraicamente con ésta, puede ser presentada en forma andloga a la

ec.(Ap-L83)

ﬂ'm“* = d¥p a_m.u* Hth!' —de '\f/m (An-C.2)

)

A partir de ln ec.(An-c.2) se puede oblener el valor de ap necesario para cumplir

siendo:

i
oz

R“ = RMrrhr =

b [ 3=

iy
= tan’ (Z |
M abr

con la relacién de resistencia uniaxial requerida Ry = o Hpgone ; cualquiera
que sen el dngulo de rozamiento interno ¢ que se proponga (cuidando que este
angulo esté comprendido entre 0" < ¢ < 90" ). Esto es:
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paya; "= — M= \/Rum.r
para) M — gt 2¢
iy \/HMuhr
(An-£.3)
resultando como es obvio)
|G_g |ﬂ_miu | 9 e \/R.Mq-l'u\

R = R'yrine =

‘d,u.i o 'ﬂ,muwl = ) %E = g Rﬂfc-m
an ItMnhr'

obteniendose, a partir de esta dltima, la expresién del dangulo de rozamiento
interno ¢ , en funcién de la relacién de resistencia uniaxial requerida Ry, , ¥
el parametro de ajuste ap :

Hagws \ 7
¢ = 2 |arctan \/-?’l'i 3 (An-C.4)
It

Para formular |a ec.can-€.1) en funcién de los invariantes del tensor de tensiones
o vy de su desviador 8 | es necesario parlir de la expresiéon de las tensiones
principales en funcion de dichos invariantes (pc.mn»#.asj). Fsto es:

a, ; sin(f + 2%) 1
T = 2_\'{‘3_; ,51',1;,(9) : -+ Iﬂ—l 1 {An-C.8)
@y V8 | sin(8 + ) L B

pero dado que el ¢riterio de Mohr-Coulomb no tiene en cuenta la tensién prineipal
intermedia o5 , se obtiene de la anterior:
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= 2 12 . 7 f'_: -
&7y = ;75(;7:) A (9 o 25) s 3 ==

L!

- 7215(.!,]1!1 [,u'nﬂ cod (9 -+--2%) + coal sin (5 -I-'-!g)] I J_f;:
¢
a.r%u,)”“aen (aHg) 4 f; _

= :/2_5(-.7,)1” [niﬂ.ﬂ cos (n‘? + 4%) + cos@ sin (9 44;)] o+ L

.

apemncln con éslas, se llegn a:

de donde resulta :

(apay — ay) = -,/:f; .(1 — ap)ens | { :/;E")- sin f?“ - %(ﬂn - 1)

g (ﬁ!ud‘-; + a‘n) = \/.}; (l + CE")COJG = (._l_i- ‘WH). smnf| | —1(&" -+ 1)

| Py

(An-C.7)
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sustituyendo estas dos illimas en la ecian-c.1), resulla la funcién de Mohr-
Coulomb, expresada en forma andloga a la ec.cap-r.85):

1 1 .
Pl Dby, n) = 5B+ /T, (B cont - KM ccosp =0

(An-c.8)
siendo:

R‘I _ (aﬂ'i'l) » (l'ﬂﬂ) |

3 5 ain
(an + 1) e (1 - ‘T’E) !
Ky = . 2 atn
K, = I—rﬂl—g—izainé = w = K, sind

También se puede escribir ésta en funcién de los invariantes definidos en el
espucio de Westergard. Esto es, multiplicando la sc.(an-c.0) por V3, resulta:

F(E!ﬁi 6‘1 c, qs)ﬂfn,) —

. it B a1 =
= \/ZEE":‘ 4 \/ﬁp (K,cmﬂ — K:,W) '\/ﬁ!.' cosgh =0

{An-C.2)

expresion que da una superficie de fluencia con meridianos rectos, y que permite
ajustar la relacién de resistencia uniaxial para un dado angulo de rozamiento
interno fig.(An-C.1).
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2)
2= \/Eﬂ-er - ‘\/2 Ja
5
w7 2
{; rA"Eﬁ?’Q /’J-
= g de 0 _ _J%,'t‘/ﬁ cos ¢
. Pr = (83K, + K, sin¢)
P 2V/2IK, : s : -
g = aretan _3E|+-H1*i"¢'_ 2oy > £y = vie ( -
[ 1 | e >
‘,b = nrekan —h& { - \/3 Tt =
¢ 3HI o=, H;ningﬁ . ‘,\
. L 5. cpls
-1 A
L&) (58
B hg‘ '&.‘-\:ﬁ?\
A ¢
5 y o T__h 25\{6 cos
‘mﬁ' 0y p(.' — (3K1 — K! .gi.n..gﬂ)

RITERIOESTANDARD
RITERIO MODIFICADO

DRUCKER PRAGER

-f]a

fig.(An-C.1): Criterio de fluencia de Moli-Coulomb madificado: a) Seqiin los meridianos de traccién
y compresian mdzima. Ir) Segin un plano octaédrico cualquiera.

—
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c) i
= .
Y ' . B r:ri"
; g = — =
_'2._ ¢1 -RMﬂhr tand (E & g)
e 7 5 e .
2¢ \/RM..;H // ,h‘ E__M; i
VAT |
/ - ap = 1
/l 1= ¢ = ¢
/( ‘i’ H' — (R'Mnln'm.‘)
)/I MG 3 (ap = 2

2= (¢ = ¢ = ¢

| R = 2 (Riinrs,)

[ ap = 1

~3— L@ = ¢ = ¢

R = (Buary) = 2 (Rurares,)

fig.(An-C.1): Criterio de fluencia de Mohr-Coulomb modificado: ¢) Segin el plano principal
ay = T, o3 =10,

An-C.2- REGLA DE FLUJO ASOCIADA A LA FUNCION DE FLUENCIA DE
MOHR-COULOMB MODIFICADO.

Lo regla de flujo nsocinda o esta funcidn modificads, para un problema
sin degradacién de rigidez, resulta de una generalizacién de ln expresién
correspondiente a la funcién original de Mohr-Coulomb, Expresande el vector de
ﬂ‘ujﬂ p[d‘ﬂ-ica en la forma detallada en el apart, An-G.1,a I)m:'t,ip de los invarianies
del tensor de tensidn y su desviador, resulta:
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a

Ejg- = g — (,_-"]_ H: ‘I' (-"3 gg 'I‘ C*.;I gﬂ H W _ﬂ{"{ﬁ (AR-C.10)
donde los vectores g,, g,, ¥ g, son independientes de la funcién de polencial
plastico (apart, An-G.1), en tanto las constantes € si dependen de esta funcién,

y valen:
ag /g
S T
ag aG tan(30) ( sin @ aingﬁ)
Cy = - ol = (K ycosl— K y——————— | —
Pt el (o T\ S

L . 08 @ ain
- -'(-f:) (—K,am.ﬁ—ﬂ',%;ﬁiﬁ)

'y = coa [E;(l +tan(38) tan @) + I;%(Mn(%} — {an 6)] :

99 V3 1 _
0 2 cos(30) (J.)V

V3 ()} , cosf sing
Ga = m“;(‘m (—j;)"l_- (_K'j aml‘l—ﬂ';——‘/..s—)

':"5:

= (HE,v/3 sin @ + K ; cos 0 sin o) :
o (2J; cos(30)) '

Para salvar las singularidades que se presentan en la definicién del flujo plastico,
en correspondencia con log punios angulosos, se sigue el método del redondeoa de
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aristas (apart. Ap-1.3.g). Pata ello, se sustituyen los valores de @ correspondiente
a cada punto singular en la superficie de Mohr-Coulomb ec.can-c.8), de donde
resulta una particularizacién de ésta en lax arisias,

I . .
Para: 8= % o —lﬂ';ul-ﬂglﬂ',ﬁ—ﬂ'ﬁ%ﬂ] —¢ cosgh =10

3 2
4
I .
‘ Para: = -—% — EIE;, +% [H,\/S o}« K;sj;ﬁ“ ~c coagh=1(

(An-C.11)
con lo que se obtienen las siguientes constantes ¢ para los puntos singulares;

i i 1
) = § K,
Para: f = L = \We. _1 K.V3-K "”'“Lﬁﬁ
6 1= 5 i 3 \/5
| Cs=0
b (An-€.12)
( 1
G! = E Ku
Para: !'r'r-—-E — {0 .y K34 K siﬂ.qﬁ_
6 3T 5 1 2 V@
| | Ca=0
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(caritutov)  ANEXO D

ABLANDAMIENTO POR DEFORMACION COMO PROPIEDAD DEL MATERIAL.
DIRECIONALIDAD DEL DANO PLASTICO - POST-PROCESO DE RESULTADOS,

An-D.1.- ABLANDAMIENTO POR DEFORMACION COMO PROPIEDAD DEL
MATERIAL.

An-D.1.a- Introduceidn.

Lios materiales friccionales sometidos a procesos ineldsticos provocados por
la accién de deformaciones impuestas, exhiben después de un cierto limite
un fenémeno denominado ablandamiento, Durante un proceso de carga®
cuasi-estdtico uniaxial, este ablandamiento se presenta {isicamente como
una disminucién de la tensién total acompafindo de un incremento en las
deformaciones 7 . Este mismo concepto ha sido expresado por IK.Z. Valanis
en el espacio n-dimensional (alfie)140] e |a piguiente forma:

e < 0 (An-D.1)

Fsta ecuacién, establece una condictén suficiente para definir la existencia de
ablandamiento durante el comportamienio de un punto del sélido. Fn la ec.can-
0.1), el incremento temporal de tensidén viene definido por la ec.(iv.103), coma:

o =cnd,d)e (An-D.2)

donde G;f(f,&”) es el tensor de rigidez fisicn {angente degradado, expresado
como matriz de (6 x 6) . Sustituyendo la ec.Can-D.1) en la ec.An-D.2), se obtiene
la siguiente forma cuadritica:

derd,d)e<o s Y e, £ 0 , (An-D.3)

¥ WNota: Entlendase of concepto de “carga”, en el sentide dade por la “condlicidn de consistencia
plistica®™ de Prager ec.(Ap-1.58).
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de donde se deduce que para que exista un proceso de ablandamiento en un punto
del sélido, se debe cumplir que la matriz €/(d,d) sea definida negativa 1017

tomo se ha mencionado en log apartades. TV.1 y IV.4.b, subsiste en
el criterio de muchos investigadores, la hipdtesis de que la micro-fisuracién en
los materiales friccionales, se debe a una pérdida instantdnea de la cohesion
intergranular (consecuencia del deslizamiento sufrido entre granos o particulas
del sdlide [11](23)[44)(on]{7)[120] )‘ luego de superar ciertos limites de deformacién.
Debido a esto, se considera que el ablandamiento es un fenémeno inexistente a
nivel intergranular 11 | manifestindose solamente a nivel macrosedpieo, como
congecuencia del comportamiento promedio de una zona del sélido de dimensiones
finitas. Coincidente con este razonamiento, varios investigadores sojlsiisalfie]
han puesto en duda la validez del concepto de ablandamiento come una propredad
de cada punto del material (fenémeno local), considerando que es un fendmeno
de estructura o de conjunto " (fenémeno no local) que provoca una situacion
indeseable de inobjetividad en la respuesta PPN 1y han propuesto modelos
constitutivos que parten de la hipotesis de no admitir el ablandamiento como una
propiedad del material " . No obstante, en total acuerdo con esta hipdtesis,
el modelo que se presenta realiza un andlisis numérico en el espacio discrelo,
donde cada punto de este espacio representa el comportamiento de los infinitos
puntos materiales encerrados en su drea de influencia, Por ello, se considera
que a este nivel, si tiene sentido admitir el ablandamiento como un fendmeno
dependiente del material y del tamafio de la zona de influencin del punto en
¢l espacio discreto. Este concepto es aceplado implicitamente por distintos
ilwcstigudorﬂa (s)lr{ 1)1z 14][ 18} {2a] 20][0)(54][se)(123]{134] ‘ quienf!ﬂ consideran de una u

otra forma la medida del punto discreto en la ecuacién constitufiva,

An-D.1.b- Introduccién al fenémeno de loealizacién de deformaciones y bifurcacién

en ln respuesta de un sélido cargado.

Cuando el sélido ha sido deformado suficientemente dentro del rango plistico,
mas allé del pico de tensiones miaximas M) | se observa frecuentemente que n
partir de un cierto instante del proceso de carga cuasi-estalico, se produce una
fuerte concentracién de deformaciones en una zona muy limitada [00)18]  gye
en el presente modelo constitutive se ha denominado zone de dano pldstico. Este
fenémeno, llamado también localizacion de deformaciones, ocurre en una gran
variedad de materiales dictiles y frigiles, y a menudo es el motive que conduce a
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la rotura del material U908 - Una ves que se inicia la localizacién, comienza a
crecer la deformacién en la zona danada, acompanada de una disminucién de la
deformacién (proceso de descarga) en In zona restante no-dafiada PR fg (An.
D.1). Segin algunos investigadores IS0 1y wparicidn del fendmeno de
localizacion de deformaciones eali ligudc: a una bifurcacion (apen. II) en la
respuesta de los puntos situados en la zona de dano. Esto coincide con algunos
resultados numéricos obtenidos en el cap. V. También hay otros investigadores
que consideran que los fenémenos de Jocalizacion y bifurcacion en la respuesta,
no estan asociados entre si ¥ ocurren en instantes diferentes 14

La estructura tedrica para el andlisis cldsico de bifurcacidn en elasto-
plasticidad, ha sido presentadas por R. Hill dentro de su teorfa general de unicidad
y estabilidad para sélidos elasto-plasticos (1958) % donde relaciona la
bifureacién en la respuesta con una localizacién de deformaciones en una banda,
denominada banda transversal, Este estudio tedrico, tema que no es ohjeto de
ln tesiz, ha sido ampliade por Rudnicki and Rice (1975) ) |y en un reciente
trabajo de K. Willam and N. Solbh ¥ ge considera que la bifurcacién en
la respuesta no solo debe se analizada s partir de un simple estudio de valores
propios de C'(d’,d’) , sino que también debe ser complementado con el estudio
de las condiciones erflicas de pmpu.yucidn de ondas de aceleracion plana. Por ello,
estos iltimos autores proponen un andlisis de valores propios del tensor acistico
de segundo orden, o matriz de localizacidn LU QT,k(‘I’l) = C:';-’I-;M TN
donde n repregentn el vector normal al plano de discontinuidad de deformaciones
o plano de fa.lln, que se forma por efecto del fenémeno de la localizacion de
deformaciones. Para mayores detalles sobre esle tema, se recomienda consuliar

lag referencias [olzieo)selano]1i]142]

An-D.1.c- Objetividad on la respuesta y su relacién con la localizacién de
deformaciones — Energias disipadas por unidad de drea G/ y G .

Clomo se ha visto, el ablandamienio da origen a rigideces tangentes
a;r(a",&" ) definidas negativas y esto junio a la definicién negativa de la maitriz
actstica @, , determinan la localizacién de deformaciones, fenémeno que podria
estar ligado a la bifurcacién de la respuesta en el punto [

El problema de lu objetividad en la vespuesta de los modelos basados en
formulaciones locales, que consideran el ablandamiento como una propiedad
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del material en el punto de andlisis, no estd totalmente aclarado, habiendo
resultado de este lema una gran cantidad de opiniones controvertidas
ezl alafsiiaa)izs)ao)laa)so) s ea)ima)celaclnlnzanzal tao]1an] No obstante, se
dard seguidamente una axplicacién al prncedimicntn que se ha utilizado en el
presente modelo consfitulivo, para garantizar la objetividad en la respuesta. Se
parte aceptando como hipdtesis, que la localizacion de deformaciones define una
marcada zona de daie pldstico, donde se disipa una energia plastica limitada al
tamano de esta zona, mientras tanto fuera de esta zonn de danfo se degarrolla un
proceso de descarga elastico, De acuerdo a este razonamienio, la magnitud de
ln energin disipada dependera de las dimensiones de la zona de daiio plistico, a
menos que este Lamaiio sea tenido en cuenta en la ley constitutiva del material,

Por simplicidad en la explicacién, se tratara primeramente la objetividad en
un hipotético modelo uniaxial y luego se extenderdin las consideraciones al modelo

propuesio,
An-D.1.¢.1 Problema de objetividad en un hipotético modelo uninxial.

En un problema uniaxial esquemitico, como el de una simple barra constituida
de un material homogéneo e isdlropo y sin degradacién de rigidez, de seccién
transversal constante fig.(An-D.1), que incluye el ablandamienio como propiedad
del material, se¢ puede ver en forma sencilla el comportamiento con localizacion
de deformaciones, y también el problema de inobjetividad en la respuesta en caso
de no considerar las dimensiones de la zona dafiada en la ley constitutiva,

Si se somete In barra de la fig.(An-D.1) a sostenidos incrementos de
desplazamientos € en sus extremos, llcgu.n'i. el instanie del proceso de CATEA CUASRI-
estitico, en que el nivel de tensiones en cualquier punto del sélido habra alcanzado
la. tensién de pico (punto €), o segundo limite de fallo (apart. IV.4.b). A
partir de este punto se iniciard un proceso de carga con ablandamiento que
continuarda con una bifurcacién en la respuesta como consecuencia de una
localizacidn de deformaciones en una zona del sdlido de dimensiones L' .

La ecuncidn conglituliva uniaxial langente, para un miaterial sin dcgmdacién de
rigidesz, es:
o = Eye | (An-10.4)

Llal que aphcada al ejemplo propuesto, permite escribir:
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fig.(An-D.1): Localizacién del dafio plistico en una barra sometida a incrementos de desplazamientos
contiolados en sus extiemos,

[

p Y J_p
T [H.. o &E’TI ) = % 7R a {An-D.5)

* S ]
, 155 [2 4 B8
.EJT

donde L' esla longitud de la zona danada, Es el madulo de elasticidad secante,
y Ep el médulo de elasticidad tangente, que es negativo para un proceso elasto-
plistico con ablandamiento. Para un proceso de carga de este tipo, se liene que

cuando crece it decrece & , de donde resulta que la ecuacién anterior se cumple
Ei\'.‘ll'lpl'f_‘ ql.“‘.:

e o — < 0 y (An-12.6)
Es

£ 4 2
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siendo éstn la condicidn que debe cumplir el tamafio de la zona danada en funcidn
de las rigideces secanle y tangente:

5ol =

m e {An-0.7)
1- g

Esta condieién ha sido establecida por 7. BaZant (&)1} (ver su generalizacién en
el apen-II), y presentada también por N. Ottosen " con el fin de establecer
una criterio de estabilidad global para los maieriales con ablandamiento por
deformacion. 5i el fendémeno de localizacion se produce durante el desarrollo
de un proceso elasto-pléstico uniaxial, se puede relacionar la ec.can-£.7) con la
pendiente de la curva uniaxial* o — ¢ fig.(An-D.2). Asi | esta pendiente puede ser
expresada como una funcién del tamano de la zona danada. Esto es:

A = {f_ﬂ' - dor Eg
oder (de—det) _ Lk
) L -

=

(An-D>.8)

sustituyendo ésta en la ec.(An-D.7), resulta:

Nota! Para of cago particular de un materlal del tipo de Prandti-Reus (apart, Ap.l.3.¢),
la pendients da {a curva unlaxial o — ' calnclde con al “pardmetro de endurscimients pldstico”
A eciAp-L.B1) 3] para este materlal, se tlene que: h, = & ec.(Ap-1.38), tamblén se tlene

una funcién de fluencla del tipo de (a de Von-Mises: F = /3J; —&(k) =0 ec.(ApL73), y un

*

incraments de trabaje plistica sxpredads por In se.(Ap-d.29.b) Kk =T &, Sustituyends todo aito
an la expresicn del pardmetro de endurecimlento pldstico ec.(Ap-1.51), v considerando e teorema de
Euler para funciones homogéneas de grada n en @ , te obitiens;

aF ¢ OG _ ﬂ_l 5
A= on ("" E})] = ldi” 7 (")]

En un caso general, para materiales gus no colnciden con el de Prandil-Reus, sdlo se téne
proporclonalidad entra A y A .

i
L3
n
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L= 1M=L [—i] (An-D.9)
By

de donde se deducen las condiciones de extremo de A" fig(An-D.2), lns que
coinciden con las de Pietruszczac-Mraz (1000111] .

{,, : L'« L = | = A| = |E;s|, (plasticidad can abiandamiento)

LT LY =0 = | = A'l — 0, (plesticidad parfecta)
(Ap-D.10)
LY ay '
o A
i I Ees o W
| = " Ve ln
| A\ N
i |
| |
i |
Es \ = Eg i —
El .-E-P E' f' E

fig.(An-D.2): Esquema uniaxial de la respuesta elasto-plistica de un punto de un material con
ablandamiento.

Por otro lado, para este problema uniaxial, la densidad lotal de energia
disipada o energia espectfica plastica es igual al drea encerrada por la curva a—¢” |

O 8CA:
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g =
g* = / a’ & di = f od dl o, (An-0.11)
¢ =0

y la energia disipada por todo el sélido sera:

Wwr 2./ g" dvr (An-D.12)
Vr

Se puede probar para este ejemplo simple, con ablandamiento lineal, que
cualquiera sea el tamafio de la gona dafiada L' | siempre que cumpla con la
ec.(An-D.9), 8¢ tendrd la misma energfa disipada WP | Para ello si la longitud
de ln zona dafiada L' se incrementa p veces, para mantener la misma energia
disipada al finalizar €l proceso de carga cuasi-estitico, serd necesario corregir la
pendiente A’ de la curva uniaxial o — ¢ en la misma proporcion. Esto es:

el = L [— EEJ:} (An-[2.13)

resultando de aqui , para una funcién de ablandamiento lineal fig.(An-D.2), una
deformacidn plastica iltima, igual a:

e
gl o= Lt (An-D.14)
e A
y una densidad de energia disipada plasticamente, igual a:
picy?
g = : ff_)_ , {An-12,15)

2 p A
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que sustitufda en la ecan-b.az) permite comprobar que la energla disipada en
todo el volumen del sélido es independiente de p |, o sea:

V 1 ,ﬂ.r *
W= fvr;}" dV? = g" p V¥ = 5 (LA;)— vr (An-D.18)
¢

Como se ha visto, la objetividad ha side lograda en funcién de la condicidn
sc.(An-0.9), la que exije una dependencia entre la pendiente de la curva uniaxial
o — ¢ (o indirectamente la densidad de energia disipada) y la longitud de
dafio plistico, quedando la ley constitutiva del material ec.can-p.4), para este caso
particular:

; i1 Es .
GgEMEE T L (An-D.17)
1- 7{?
donde A' = — Fg % , por lo tanto el incremento de tensién resulta:
Lr :
g o= [E-‘s m] e (An-D.18)

De esta expresién simple, se puede ver que el ablandamienio no es una
propiedad exclusiva del material FE; |, sino que depende también del tamaiio
de la zona dafiada L' . Se podria decir, que la ec.(An-D.18) constituye una forma
de preseniar una formulacidn no-local a partir de una ecuacién constitutiva que
originalmente dependia solamente del punto mismo (formulacion local).

Es importante observar en la ee.(An-D.12), que la energia total disipada ha sido
obtenida a través de una integracion en el volumen dafiado. 5i se quiere, se puede
integrar sobre el volumen total, previa consideracion de ln relacion de {amano que
hay entre este volumen y ¢l de la zona danada. Esto es:
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ro = — = dV?' = r, dV (An-[3.19)

sustituyendo ésta en ln ec.an-p.12), resulta:

Wt = f g' v, dV (An-P.20)
v

Fsta relacién de tamafio, es otra forma de introducir la influencia del
comportamiento no-local, sobre la energia especifica disipada por cada punto

danado,

& Enerpgin especifien plstica para un proceso de traceién uniaxial < Relacién

con la energia de fractura &7 .

La mecinica de fractura, presenta la energia de fraclura por unidad de drea
¢/ DO eomo una propiedad del material;, y la define como la energia que
ts necesarto disipar para abrir una fisura de drea unilaria. Siguiendo con el
esquema uniaxial propuesto, se tendrd una energin disipada por unidad de area,

para una fisura totalmente abierta, igual a fig.(An-D.3) 1117 ;

W

G = T (An-D.21)

donde W/! es la energin disipada al final del proceso de carga cuasi-estatico, y
Al el drea total de la fisura abierta.

Para un modelo de material basado en la mecdnica de los séhidos continuos,
como el que se presenia, serd esta energin el parametro vinculante con la mecdnica
de fractura, que permila oblener objetividad en la respuesia ] Para ello, se
hace la hipétesis de que In energia total disipada durante un proceso de traccién
uniaxial elasto-plistico con ablandamiento y sin degradacion de rigidez Wi | es
igual a la energia total disipada por un fendémeno de fractura W/ . Esto es:
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fig.(An-D.3): Esquema de interpretacion del dafio! a) por la mecinica de fractura, y b) por la mecénica

del continuo.
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v
W = G A = WL = \/g#. i dV (An-D.22)
i

siendo:

g!;— tia energia especifica pldstica para un procesa da tracclon pura,

Clonsiderando que en ¢l continuo la longitud de la zona dafada vale L7 =
Ve/A!L fig.(An-D.3), resulta de la eccan-p.22) la siguiente energia de fractura:

&

£ i i t‘ -
T ¥ & (A Da 93)

de donde resulta para este simple ejemplo, la siguiente relacién entre el tamano
de la zona dafada y la energia especifica plastica '

G = g I?F
-
(An-D.24)
G/
r ——
9 L

De esta forma, para cada [7 se obtiene una energia especifica g} | que
sustituida en la ec.cAn-D.11) 6 en la ec.(An-D.14), permite encontrar el pardmetro
A que interviene en la rigidez tangente y permite definir la ecuncidn constituiva
ac, (An-0.17).

s ¥nergia especifica plistica para un proceso de compresién uniaxial -

Relacién con ln energin G

S ¢l proceso de cargn es de compresion pura, sin degradacion de rigidez
el dane plistice vendra provocado por distintos mecanismos, tales como
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aplastamiento, dislorsion y fisuracion Iransversal a la deformacion inelastica de
estiramiento (casi paralela a la direccién de compresién midxima 7] ),
Consecuentemente, 81 ¢ fouese una propiedad del material, no podria ser
identificada con ninguno de los mecanismos fisicos antes mencionados, Mas bien,
ésta puede ser definida hipotéticamente en funcidn de la energia disipada a partir
del instante en que se inicia el proceso de localizacién de deformaciones (en la
rama de ablandamiento), deminio en gue la respuesta del sélido se torna sensible
al tamane que tiene la malla de elementos finitos en la zona donde se ha localizado
el dano plastico. De acuerdo con esto, una definiciéon consistenie de la energin
especifica plastica, para un proceso de compresién pura gp , surge de considerar
la siguiente forma aditiva; g% +¢%' , donde _q.'_r’,-fl es el area que existe por debajo
de la curva o — ¢ desde el origen hasta el punto donde se inicia la localizacién
de deformaciones fig.(An-DA), y g{a’_ai es ln parte restante del drea encerrada por
ln misma curva, por lo que es identificable con los mecanismos de fisuracion
transversal por localizacion de deformactones mneldsiicas de estiramiento, Debido
n esto, g{{." es una energla independiente de la malla de elementos finitos y por lo
tanto es una propiedad del material, en cambio yE-i se postula, por conveniencia,

1
como: gk

= G'/Lr | donde L' es la longitud de la zona daiada y 7' se
adopta como una propiedad del material, que puede obienerse de la siguiente

relacidn:

we

B = {An-D.25)

donde W e la cncrgfu. diaipndn desde que se inicin la localizacidn de
deformaciones en una bn.nda, hasta «] final del proceso de carga cuasi-estatico, y
A? el drea total de las fisuras abiertas fig.(An-D.4).

Lia explicacién del concepto antes mencionado, parte de admitir la hipétesis
de que la energia total disipada durante un proceso de compresién uniaxial elasto.
plastico con ablandamiento W[ | s igual a la energia total disipada en un ensayo

uniaxial de compresion uniaxial W* | que vale:
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i o] i U y v
W=W LW = WGt A = wg=fg{; dv+fg:_.‘ 7
v v

fAn-D.2d)

donde W y W< son las energias disipadas por el sélido antes y después
del limite de localizacidn respectivamente. Considerande que en el continuo lu
longitud de la zona danada vale Lt = V?/A! fig.(An-D.4), resulta de la ec.¢an-0.26)
la siguiente energia por unidad de Area daniadn:

3
Gt = / gt! L dv (An-D.27)
v V

de donde resulta para esle simple ejemplo, la signiente relacién entre el tamano
de la zona daiada y la energia especifica plastica:

G"’ — g.‘l;!‘l LF
[
{An-02.28)
g;l 1 = “G:
e Lr

De esta forma, para cada L' se obtiene una energin especifica gb' |, que
gustitufda en la ec.cAn-D.11) 0 en ln ec.can-D.14), permite encontrar el pn.r}inmtrn
A" que interviene en la rigidez tangente y permite definir la ecuacién constituiva
e (An-D.17).

¢ Particularigacién de la longitud de dafio al dominio discreto.

Se hace la hipétesis de que una fisura real (discontinuidad en la masa del sélido)
puede ser representada en la meednica de los medios conlinues por una zona
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a4 @i
a Funto de localizacidn *{ Punto de locallzacidn
j q P°
[
L e
€ £RU g R
lF
[ T T T T T —= Forma ariginal
—=Forma deformada
|
1
L
t P
p————
LP

fig.(An-D.4); Esquema de interpretacion del dafio a compresidn

daiiada de dimensiones finitas (zonn de danio plistico), donde las deformaciones
tienden a ser muy grande respecto de las que se desarrollan en la zona no danada.
Por otro luclu, también se admite como hipéteaia,. que en un soélido real como el
hormigén, en una zona de longitud 1" | se desarrolla un mimero finito de micro-
fisuras separadas una de otras una longitud [ que depende del tamano del
drido gruese M fig.(An-D5). Segin esto dltimo, se tiene que en la longidud
danada L' caben N/ = I'/L' micro-fisuras, por lo tanto la ec.can-p.24) y ln

ec.(An-D.2a) se pueden escribir respecltivamente, como:
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fig.(An-D.5): Micro-fisuracion y separacién entre micro-fisuras para un material del tipo del hormigon,

(An-D.28)

o= N Y % T NiE

Si ahora se discretiza el dominio a través de elementos finitos, resulta que
cada elemento podra contener un nimero finito de micro-fisuras, igual a:

N = . {Ap-D.30)

donde L' &5 la fangitud caracteristica del elemento finito en la direccidn
perpendicular a las micro-fisuras. Sustituyendo esta dltima en la eccan-p.29),
resultan las energins especificas plasticas afectadas de la longitud caracteristica
del elemento finito;
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= o yo g = =— (An-D.31)

para un proceso de traccién y compresién respeetivamente. Asi | para cada
elemento finito, conocida su longitud caraclerfstica I*" y las propiedades del
material ( G o G ), se pueden caleular sus energias especificas plisticas (
g% o g¢&' ). En funcién de éstas, se determinan las correspondientes pendientes
de las curvas uniaxiales o — € a traccién y compresién, a partir del punto en
que se inicia la localizacién de deformaciones, y con estas iltimas se determinan
las rigideces tangenies correspondientes:

. i Ey |
g = i & : Eﬁ € (AnD.32)
con.
A= A" = oo, para tedo procese elistico
(o G
A" F , para up comportamlento efasto-plistice a
LA
traccion con ablandamiento |
A (g:ﬁ}") , para un campartamiento slasto-plistico a compresion

A= A" =

previe a la focallzacion da deformaciones |

ot
A" (F para un comportamiento elasto-plastico a compresion
r.l

con ablandamiento posterior a la locallzacian de

\ deformaclones
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An-D.1.c.2 Problema de objetividad en el modelo multinxial de dafio plastieo,

Se ha visto para el caso simple de comportamiento uniaxial, que la objetividad en
la. respuesta para un proceso con localizacion de deformaciones y sin degradacidn
de rigidez, se consigue considerando una ley constitutiva para cada elemento
finito, obtenida a partir de una medida caracteristica de este (L*") y de un
parametro del material ( Gf o G°' ), segin se desarrolle un proceso de compresidn
o traccion respectivamente. Asi resulia una energin especifica plastica o traceidn
o compresion ( gh o gh' ) tinica para cada elemento finito, que permite formular
una rigidez tangente.

El modelo que se propone, considera el problema multiaxial como un problema
uniazial equivalente mediante la definicién de la variable de dano plistico
formulada en la sc.viia)

, . PR R 1 [
i = b, (o, n",c) & = —r O h A — g € = = a ¢ {An-0.33)
gr ge- g
con:
: G/
gr = E;,_r
. - pl. ("ln
.qlf-' - q L"'"

de donde resulia que la variable de endurecimiento es una energia normalizada
con respecto a una energia uniazial equivalente §' (deseonoeida “a priori”), que
resulta de la evolucién del proceso mismo, como una combinacién de dos sub-
procesos objetivos (de traccién y/o compresién pura), que hacen que al final de
éste w? = 1, garantizando asi que la respuesta multiaxial sea también objetiva.

Fn forma andloga al comportamiento nniaxial descrito en los sub-apartados
anteriores, el valor actualizado de la energia normalizada (variable de dano
plastico) " , permite obtener el parametro de endurecimiento A (pendiente de
una curva o — ¢ uniaxial equivalente que encierra una energia especifica g* )
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que interviene en la rigidez tangente de una ley constitutiva definida para cada
punto de integracién de cada elemento finito:

Qe
|
=]
s
f——
3
ey,
. [
&
S e

1 € (An=[3,34)

Col

tal que habra ablandamiento, siempre que ¢ < 0, debido a que A es siempre
positivo o nulo.

An-D.1.c.3 Longitud earacteristica de un elemento finite L',

En los sub-apartados anteriores, se ha introducido el concepto de longitud
caracteristica de un elemente finite L' | como el pardmelro geoméirico que
interviene en la ley constitutiva del material con el fin de hacer que la respuesta
del sélido sen insensible al tamafo de la malla de elementos finitos (objetividad),
N. Ottosen and Q. Dahlblom "1 definen esta longitud caracteristica como
la mdzima longitud de la regién elemental, medida en forma normal al plano de
fisura. Esta definicién coincide con la de Z. Bazant 0% | A pesar de la claridad
de ésta, para un simple andlisis J. Rots et al. " muestran que esta medida no
solo depende de la geomeiria de la malla, sino que también esti influenciada por
¢l estado de deformaciones al que estd sometido el elemento finito, y propone en
forma heuristica una longitud caracteristica para cada cada caso simple fig.(An-D.6).

Segin Z. Bazant and B, Oh " | para un elemento fimto cuadrado de drea
A" . totalmente fisurade, con una orientacién de fisura que forma un dngulo ¥ con
el eje x, del sistema de referencias global fig.(An-D.6), la longitud caracieristica
vale:
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32
a)
€5
P o ==
ey
4
X2 L

c)
(Poz05€
s cos O

%y

fig.(An-D.6): Estimacian de [a longitud caracteristica de un elementa finite para diferentes estados de
deformacién "**

L,lﬂ = ﬁ
cosd

{An-12.35)

La controversia sobre la determinacion de esta longitud crece mis ain cuando
algunos investigadores hacen depender a esta medida del volumen de influencia
de cada punto de integracién numérica BNl - No obstante, las referencias
(240148] Jemuestran en forma rigurosa que a partit de una condicién de disipacidn
de energia a nivel global (de todo el sdlido), se obliene una longitud caracterfstica
que depende del tamafio del elemento finito, del campo de desplazamiento que
actia sobre ¢l | y de una funcién que depende de la orientacién de la fisura dentro
del elemento finito. Para mayor informacién al respecto, se recomienda recurrir
a ln referencia citada, ya que el tema esta fuera del alcance de esta tesis.

Una conelusién importante de la referencin 1Y | es que para easos simples,
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cuande los elementos son cundrangulares y de lados aproximadamente iguales, la
longitud caracteristica resulta muy aproximada a la propuesta en la referencia
(4] oc¢an-p.a5). Durante la pruebas realizadas con el modelo que se propone,
se ha utilizado esta dltima relacién obleniendo respuesta satisfactorias. En cada
une de los ejemplos del cap. V, se menciona la longitud caracteristica adoptada,
respetando siempre la desigualdad expresada por la ec.can-p.241).

An-D.2.- DIRECCIONALIDAD DEL DANO PLASTICO BN UN PUNTO Y SU
RELACION CON EL FLUJO PLASTICO - POST-PROCESAMIENTO DE
RESULTADOS.

An-D.Z.a- Introduccidn.

Se ha mencionado en el apart. IV.I, que se puede considerar el dano en
cada punto del sélido (dafio local) como un fenémeno adireccional, y que ln
direccion macroscépica (fisura) viene definida por el lugar geométrico de los
puntos dafindos. No obstante, cada punto del sélido exhibe un comportiamiento
isotrépico en el espacio de tensiones, en el espacio de deformaciones plasticas
se manifiesta una cierta direccionalidad del dafio, que estd relacionada con la
deformacién pldstica. Asf |, se admite como hipétesis que la direccion y magnitud
del dafio local, resultan de un analisis del tensor de deformaciones plisticas €' @

& = f i@ di (An-D.36)
=i ad.

De esta forma, el pardmetro de consistencia plastica A puede ser interpretado
como la magnitud del incremento del dafio en un punte, y el flujo plistico
como la orientacién del dafio en el espacio de Lensiones principales.

Debido a que el modelo que se presenta no requiere la direccion nt la magnatud
del dasio durante el proceso resolutivo, esta hipétesis no necesita formar parte
del cilculo, sino que sélo se la liene en cuenta como un post-procesamiento de
resultados, para mayor informacién sobre la respuesta del sélido. Los resuliados
obtenidos con este andlisis (cap. V) coinciden muy bien con los estudios
experimentales y también con los obtenidos con otros modelos ortétropos, que
si necesitan determinar la direccién del dafio durante el proceso de cileulo,
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An-D.2.h- Direceidén del dafio plistico en funcidn de lag deformaciones plasticas -

Relaciin con otros modelos,

La ecuacion constitutiva ec.dv.er), muestra que el incremento de deformacién
plastica & exige unn relajacién del incremento de tension &" en la direccién
del flujo plastico ﬂﬂ- fig.(An-D.7). Este decrecimiento de la tensién en una cierla
direccién dentro del espacio de tensiones, da muestra de la direccionalidad loeal
del dafio pldstico. Asi , el modelo entiende como direecién prineipal de dano
(normal al plano de dafio local), la deformacién plastica principal mayor ¢ .

03 ) CENY

Para ¥z 0 vate 0°

-

024,80
a=t8 4

li":.ﬂgé—.iﬂﬁg=.ﬁ-'_§v

fig.(An-D.7): Direccitn del veetor de flujo plastico y de tensiones, en el espacio de tensiones principales:
a) para una genérica funcidn de potencial G, b) para una funcién de potencial del tipo Rankine.

Segin esta hipotesis, se puede demostrar también que los modelos
constitutivos, formulados para tratar el fendmeno de fisuracién a traccién del
hormigén, que utilizan funciones de fallo del tipo Rankine (apart. Ap-1.3.¢)
(rajpagziBolbaes)i2s] - ayalian el daiio local (en un punto del sélido diserelo)
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indirectamente a partir de un andlisis de las deformaciones inelasticas o de dano.
Para expliear esto, conviene recordar previamente que estos modelos estudian: la
direccion del dario a partir de un andlisis del tensor de tensiones & | admitiendo
como direccién normal a la fisura la de la tension principal mayor o | siempre que
ésta haya superado el umbral de traccion maxima; y la. magnitud del dario a partir
de la deformacién uniaxial ¢ (deformacién de fisuracion). Estndltima satisface,
durante un proceso de carga con ablandamiento, la siguiente ley constitutiva:

aft = Err & | donde E esla pendiente de In curva de ablandamienta &y —&7
por lo tanto tiene un significado anilogo al parametro de endurecimiento plastico
A que netin en la ecuacion constitutiva se.(an-p.34). Para estos modelos, durante
un proceso de tracidn sin degradacién de rigidez, se puede escribir el incremento

de tensién en forma u.mﬂngu. o la eciciv.e3) listo es [234] ,

& = .D‘gi = .D;; € = o — o {An-D.37)

Admitiendo que la deformacién ineldstica crece segin una regla de flujo
generalidada como la presentada en el (apart. Ap-I.3.c), y que la funcién de
Rankine es utilizada como funcién de potencial plistico G = maz. [oy] — o*® =
0, resulta en el espacio de Lensiones principales (sistema de referencin local para
cada fisura) para un estado de tension oy < o3 < o, con oy >0, el siguiente
incremento de deformacién plastica:

{An-D.38)

I
oD B

iransformando esta deformacién plistica definida en un sistema de referencia local

a uno global, resulta:
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cos® 1, ain’ 4, : ain 240,
&€ = | sind, cos’ 1, ; sin2d, | € = N & (An.39)
sin 29, —ain2d, cos 24,

donde 9, represenia el Angulo que hay entre la tension principal mayor y el eje
xy del sistema de referencia global, y MW una matrniz de transformacion de un
sistema de referencia local a uno global, Sustituyendo esta iiltima ecnacién en la
ec.(An-D.37), resulla la ecuncién constitutiva expresada en un sitema de referencia
global, en la forma tratada por estos modelos de fisuracion 119

o =D& — D, W & (AR-D.40)

De todo esto surge, que la direceidn del incremento de deformacién inelistica
&" definida en coordenadas locales de la fisura, coincide con la direccién del flujo
plistico dado por la teorin de Rankine, y a la vez con la direccién de la tensién
principal mayor fig.(An-D.7). Asi | en el caso particular en que esta superficie de
fallo sea adoptada como de potencial plistico, la direccién normal a la fisura
puede obienerse indistintamente a partir de la tensién principal mayor, o de |a

deformacién inelastica mayor.

An-D.2.c- Forma en que se obtiene la direccidén del daio plistico, la magnitud, la

energia disipada por cada fisura, y ¢l factor de retencidon de tensiones cortantes.

La magnitud, direccién y demis informacién sobre el estado de dafio local (en un
punto del sélido discrelo), se obliene a posteriori del proceso de calculo, una vez
que se ha logrado la convergencia hacia un estado de equilibrio,

# Direccidn del dafio pléstico: Para este modelo, la inicincion del dano en
un punto del espacio discreto, ocurre cuando la variable de dafio plastico se
hace mayor que cero & > 0 . A parlir de este instante, se entiende que hay
dario pldstice orientado segiin una direccién cuya normal viene definida por la
componente principal mayor del tensor de deformacién plistica fig.(An-D.8):
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v, = (") (An-D.41)

donde € es la deformacion plastica definida segin win sistema de referncias
glr,\lml, y ¥, es el fmgulu que l'my entre la rlt;furr:mnidn prineipal mayor v el eje
#; del mismo sistema de referencia. Para un problema plano se puede escribir ln
sc.(An-L41) COIMO;

2.

€11 1 Eag

(An-D.42)

La deformacién plastica expresada segin un sitema de referencia definido en
el espacio de dafio local & | resulta de un cambio de base aplicado sobre €7 | a
través de una matriz de transformacion de coordenadas T, "* fig.(An-D.8). Esto

©5!
e’ = T, & (An-D.43)
donde:
3 . .
cos? 1, ain’ 4, ;.iuu 249,
T, = ain'd,  eos®V, -~ S 9in 24,

—atn 20, s 249, cos 24,

) €11
[ 4 — E“
Tiz

el"

; -".“
ﬂ.’ = E' i

ti

el
siendo T,'l = N siempre que ¥, = ¥, ec(An-p.38). Analizando el signo de
las componentes principales del tensor de deformacion plastica, se sabe s hay
aplastamiento o fisuracidn, o sea que hay aplastamiento si ¢ < 0 y fisuracion s
e =0,
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fig.(An-D.8): Orientacién de la fisuracion respecto del sistema de referencia global,

® Magnitud del dafio plistico: Bl modelo presentado, basado en la mecdnica
del conlinuo, considera el dafio como una deformacién localizada en una clerta
zona de dimensiones finitas a la que se ha denominado zona de dario plistico
(apart. IV.1). En virtud de esto, se puede considerar que una fisura real
es la acumulacién en una zona de dimensiones infinitesimales de todo el dafio
distribuida en la zona de dasio pldstico ", De esta manera, mediante el post-
procesado de los resultados, se obtiene una magnitud de dario equivalenie al de
una fisura real. fig.(An-D.9). Esio es:
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e SRR

fig.(An-D.9): a) Fisura real, y  b) fisura distribuida equivalente a la real,

diyt = dly — dlY = [d) 4 e, Y] — dO)
iyt = e, dl

(An-.44)
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de donde resulta:

Iy = f en, dl} (An-D.48)
Lir=

donde L' es la longitud caracterfstica de un elemento finito, definida en la
ec.(An-0.35),

¢ Energia disipndn por eanda punto de ls vona dafinda: Debido a que se ha
“hechs la hipétesis gue la energin disipada es igual al trabajo plastico, se tiene:

' = al & (An-D.44)

resultando de aqui que el trabajo plistico total en un cierto instante 1 del
proceso cuasi-estalico vale:

1]
W — / [ / o ;,J'] dvr (An=[».47)
v f=i0

donde V? es el volumen de la zona dafada,

e Factor de retencidén de tensiones cortantes: Uierlos modelos de fisuracion,
como los mencionados en las referenciag PPN Cqceptan que la rigides al
corte en ln zona dafiada sea constante y aproximadamente igual a [#; G, donde
Bs es un factor de yeduccion de la capacidad inicial de retensién de fension
cortante, Asi , en un cierto instante del proceso elasto-plistico se tiene una
tensién corlante igual a:

ayg = Gs vz = Pe G 7 (An-D3.48)

en cambio, si el proceso de carga hubiese sido totalmente elastico, esta tension
hubiese valido:
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T 6
0.9 BG T° Gg'

T :Valor actual de la tensidn cortante

T :Valor de la tensién cortarte restitate
06k de un proceso totalmente elastico

<
]
T

fig,(An-D,10): Evolucién del factor de retencién de lensiones cortantes a lo largo del proceso plistico

f

T3 = ae Tz (An-D.49)

De la ecian-p.a8) y la ecian-D.49), se concluye que el factor de retension de
tensiones cortantes g es la relaciéon que existe entre la lension cortante en
el instante actual o,; y la tensidn cortante en el mismo instante para el caso en

que el proceso sea tolalmente elistico o}, . HEsto es:
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¥ G =
B = A (An=D.50)
12

In el modelo que se presenta, debide a que se trabaja con una ley constitutiva
acoplada ec.(iv.103), la rigidez al corte no necesita ser impuesta a través de un
parimetro como el (g , sino que resulta del proceso mismo. 5i se quiere, se
puede obtener [z en este mismo post-proceso, de donde resulta que no es una
constante, sino que varia a medida que evoluciona el proceso plastico fig.(An-D.10),

En estudios experimentales llevados a cabo por Cedolin y otros P se puede

ver que para hormigones resullan curvas G muy parecidas a la que resulian
del post-procesado de los resultados obtenidos con el modelo, en los ejemplos
analizados en &l cap. V.
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CAPITULO V

EJEMPLOS DE APLICACION.

V.1.- INTRODUCCION.

En este capitulo se presentan los resuliados que se han obtenido, con el modela
de dafie plastico que se propone, analizando una serie de probetas y elementos
estructurales bajo diversas condiciones estiticas y geométricas, llevando siempre
el ensayo numérico a situaciones iltimas, consistente en el agotamiento total de la
pieza ensayada, Gran parte de estas pruebas, que se han realizado con el objeto
de controlar el modelo, corresponden a estudios experimentales y numéricos
realizados por diversos investigadores. Debido a que fue  necesario desarrollar
ejemplos que resaltaran algunos aspectos particulares del modelo que se presenta,
de los ocho ejemplos de comprobacién que se dan, dos no corresponden a ningiin
ENEAYO Previo,

La aplicacién del modelo de daiio pldstico , ha sido materializada mediante
un programa de elementos finitos, desarrollade exclusivamente con esta finalidad
(PLAST-FIS apart. Ap-IL2.). Este programa se encuentra actualmente
capacitado solamente pata resolver problemas de tensién y/o deformacion plana,
a pesar de que el modelo constitutive goza de la generalidad suficiente para ser
utilizado en tres dimensiones.

V.2.- ENSAYO DE COMPRESION Y/O TRACCION BIAXIAL.

V.2.n- Consideraciones generales sobre el enanyo.

4]

Se ha adoptado el ensayo de Kupfer, Hilsdorf and Rusch
verificacién del modelo constitutivo, debido a su amplia documentacién y
la caracteristica de ensayo modelo que ha adquirido, dado la cantidad de

COmo primera
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investigadores que lo han utilizado como referencia para verifiear ensayos

experimentales y numéricos,

De este ensayo, consistente en estudiar el comportamiento de una probeta
de hormigén de 20.0 x 20.0 x 5.0 em. fig.(V.1), sometida a diversos estados de
carga fig.(V.2,a), solamente se han verificado los siguientes casos: — Compresion-
compresion con una relacion de tensiones (ou/ey = —1/0 y oy = 0) o
compresion simple. - Compresion-compresion con una relacién de tensiones
(ggafayy = =1/ =1 y a3 = 0) o compresion doble sundirica. — Compresion-
compresién con una relacién de tensiones (o4;/0,, = =1/ — 052 y a3y = 0) o
compresion doble asimélrica, - Traccién-traccién con una relacién de tensiones
(oaa/oryy = 1/0 y sy = 0) o traccion simple. — Traceibn-traccién con una
relacién de tensiones (o3/0y = 1/1 y o35 = 0) o traccién doble siméirica. —
Traccién-traccién con una relacién de tensiones (og3/ay = 1/0.55 y o5 =0) o
traccidn doble asimélrica.

l.as earacteristicns gcnmétricns y mecanicas utilizndas para realizar el ensayo
numérico, son las que muestra la fig.(V.1). La mayoria de los datos del modelo
de material utilizado, surgen de un simple anilisis llevado a cabo sobre un
ensayo uniaxial a compresién y traccidn, para valores menores de la relacién
de resistencias a compresidn uniaxial y a compresion biaxial doble simétrica, que
para hormigones es casi una constante o, /oc = 1,16 PAITI8] (4000, 12.9.¢),
y la obtencién del pardmeiro 5 del eriterio de fluencia propuesto, que actia
en problemas de tensién triaxial (apart. IV.5.6) y que para el hormigén puede
congiderarse como una constante =~ 3.5 .

Se ha discretizado el dominio con cuatre elementos finitos plancs de cuatro
nodos fig.(V.1). Se ha ulilizado para cada elemento una integracién numérica de
Gauss-Legendre ' de 2 x 2 puntos.

La vinculacidn y los tipos de cargas aplicados, se muestran en cada una de las
figuras que describen la respuesta tension-deformacion para cada caso particular
figs.(V.2).(V.3).(V.4).

Con el objeto de mantener la relacidn de tensiones impuesta cr“fa‘“ , nlo

largo de lodo el proceso de carga, ha sido necesario utilizar en todos los casos

37

el método de control de desplazamientos propuesto por Crisfield {apart,
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Ap-IL3.¢), que ha permitido obtener la respuesta del sélido en procesos con
ablandamiento,

Fl problemna de plasticidad no-asociada conduce a desarrollar una matriz de
rigidez tangente no-siméinca, ocacionando serios problemas en la resolucién del
sistema de ecuaciones (apart, Ap-I1.3.). Existen distintos camines para solucionar
de alguna manera este inconveniente YA yiilizdndose en este caso el mélodo
de rigides inicial K, (apart. Ap-IL.3.).

V.2.b- Anilisis del ensayo.
a.-) Compresién-compresién - (og9/0y = ~1/0 y o5y = 0) —.

Como se cbhserva en la fig.(V.2b) se ha logrado una buena coincidencia de la
respuesta oy, — €59 con la correspondiente al ensayo ':xpcrinmntnl tanto en
plasticidad asociada como en plasticidad no asociada. En la eurva o4y — ¢ ,
coincide muy bien en el perfodo elastico-degradable y luego se obtiene una buena
coincidencia hasta el pico de tensiones con plasticidad no asociada, en cambio con
plasticidad asociada se logra mejor aproximacion después del pico de tensiones,

En la fig.(V.4.a) se comparan con el ensayo de Kupler, los resultados numéricos
obtenidos por olros investigadores para este mismo tipo de carga. Entre estos, el
de Han-Clien ®% g5 uno de los que mejor aproxima el comportamiento uniaxial,
observiindose para el resto de los ensayos numéricos una gran dispersién en los

resultados.

En la fig.(V.6,a) s¢ muestra el estado de fisuracién que predice el modelo en
los puntos de intcgrnnién de Gnuan-[,ﬂgendm. El andlisis de dicha fsuracion
se ha realizado de acuerde a la metodologia presentada en el apart. An-D.2,;
asi &l pnst-prucesudur del modelo interpreta que ln fisuraciéon se prnducc cunnda
la deformacién plistica en el punio tiene una componente positiva (estiramienio
meldstico), la orientacién de cada fisura se representa mediante un Lrazo ortogonal
a la direccidn de la correspondiente deformacion plastica principal positiva y Ia
densidad de lineas verticales paralelas da idea cualitativa de la apertura de esias
fisuras. El esquema de fisuracién oblenido para el tipo de carga aplicado, coincide
con ¢l descrite por Nilssen (2] fig.(1.6) apart. IT.3.c.

b.-) Compresién-compresién ~ (Fa/oy; = ~1/ —1 y o5 =0) -
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Fn la fig(V.2.€) se observa una buena aproximacion con el ensayo experimental,
alejandose un poco en la vecindad del pico de tensiones. También conviene
observar en esta figura, que al final del ensayo numérico se encuentrn un
comportamicnto con tendencia o una sebre-rigidizacién , comporlamiento
supuestamente atribuible a un fenémeno de bloqueo en los elementos finitos de
cuatro nodos " | producide por una integracidén completa de Gauss-Legendre
de (2% 2) durante un estado plistico incompresible & = 0 , consecuencia de
un campo de deformaciones altamente restringido por el tipo de carga aplicada.
Problemas de este tipo han sido recientemente estudiados por Crook and Hinton,
en la referencia 19

En la fig.(V.4,b) s¢ comparan con ¢l ensayo de Kupfer, los resultados numéricos
obtenidos por otros investigadores para este mismo tipo de carga, pudiéndose
observar en este caso mucha mayor dispersion en la respuesta que para el ensayo
de compresion uniaxial.

Iin este cago no se ha detectado fisuracién en el plano del ensayo (2,,2;) , no
obstante, segiin Nilssen *¥ fig(11.6) apart. IL3.¢, este fendmeno se desarrollaria
en planos paralelos al de carga: L 2y .

c.-) Compresién-compresién = (oa /oy = =1/ =052 y oy = 0) -

En In fig(V.2d) se observa una mayor diferencia, que en los casos anteriores,
respecto al ensayo experimental de Kupfer. En la curva o33 — ¢ de esta
figura se encuentran errores del 3.0 */, y 156.0 */, en el pica de tensiones
y la correspondiente deformacién, respectivamente, con respecto al ensayo
experimental. En la eurva oy; —¢,, se desarrolla un proceso casi con deformacién
constante para plasticidad no asociada, y en plasticidad asociada ocurre lo mismo
hasta el nivel de tensién pico, desarrollandose luego una pérdida de deformacion
como consecuencia de la excesiva dilatancia que produce la componente de tensién
mayor. En ambos cagos se tiene una razonable coincidencia hasta el nivel de
tension pico. Al final del proceso se produce un aumento en la deformacion
£y en el mismo sentido de la tensidén ey, |, situacién que probablemente se debe
al dafio que ha sufrido el sélido en la direceién paralela & ey .

En la fig(Vd.c) se pueden ver los resultados obtenidos por ofros maodelos
numeéricos para este mismo lipo de carga. De esta comparacién surge que la
respuesta que mas se aleja del pico de tensiones estd un 10.2°/, por encima del
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ensayo de Kupfer y &l que mis ge acerca al ensayo de referencia estd también por
encima del pico de tensiones en un 3.0 7/, . En lo que respecta a la deformacion
correspondiente al pico, s6lo en el modelo de Klisinski-Mroz ™ hay coincidencia
(pero en esle caso Iﬁ tension se encuentra un 6.0 */, por encima de la correcta).
En general se puede decir gue existe poca concordancia con el ensayo de referencia.

En este cago, al igual que para compresion doble simétrica, no aparecen fisuras
en el plano del ensayo, pero es razonable intufr que pueden ocurrir en planos
paralelos a éste.

d.-) Cnsos de traceién biaxial,

Los resultados del ensayo de Kupfer et al. ™ a traccién biaxial, sélo muestran
una rama ascendente, casi lineal, que aleanza en todos los casos una tensién de
aproximadamente 30.00 kg/em?® . Para tales casos, el modelo propuesto supera
escasamente los  31.00 kg/em” figs(V.3.a),(V.3.c).(V.34d), con una deformacion de
pico ligeramente mayor que la oblenida por el ensayo experimental en los tres

casos: {raccidn simple, traccion doble siméirica y traccion doble asiméirica.

Los modelos numéricos cilados en los ensayos anteriores, no brindan
resultados de traccion, por lo tanto no ha sido posible presentar una comparacién
de respuestas de la misma forma que para compresion.

Los estados de fisuracién obtenidos para estos tres ensayos de traccidn, se
muestran en las figs.(V.6,b),(V.6,c),(V.6,d) y coinciden cualitativamente con el esquema
de Nilssen 39 fig.(1.6) apart. I1.3.c.

En lo que respeeta a la energia disipada durante todo el proceso de compresién
simple W? | se ha obtenido una diferencia del 15.0 °/, entre la energian
(7* impuesta como dato y la correspondiente obtenida al final del proceso elasto-
plastico. Este exceso de energia disipada, se debe a que durante el desarrollo de
este ensayo numérico, amin no se habia considerado la hipotesis realizada por la
cc.(an-0,26), En lo que se refiere o la energia disipada durante el desarrollo del
proceso de traccidn simple W/ | se ha obtenido una exacta coincidencia entre
la energia G impuesta como dato y la correspondiente obtenida al final del
proceso elasto-plastico, cumpliendo totalmente la hipdlesis realizada en la ec.can-
p.22). En procesos multiaxiales es mas dificil conocer el grado de error cometido
por el modelo.
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Por altimo, en la fig.(V.5), se muestra la evolucion del factor de retencion de

tensiones cortantes [y = Er'f: = %ﬁ- (apart. An-D.2.e), que resulta del post-
procesamiento de los resultados, Debido a que se han normalizado a la unidad las
escalas de los ejes de referencia, este grifico es reflejo de los resuliados obtenidos
fanto a compresion como a iraccidén, para un punto de integracién que sigue
un proceso elasto plistico con ablandamiento. Conviene también observar la
coincidencia con los estudios experimentales de Cedolin et al. 1 (comparar con
la fig.(An-D.10) ),

Como comentario final, hay que decir que estos ensayos han sido
realizados también con elementos planos de ocho nodos, habiéndose obtenido
comportamientos insatisfactorios para todas las combinaciones de carga, al
final del procese elasto-plistico, tanto con reglas de integracién reducida como

completa (ver también los comentarios hechos por Oliver y Fernandez en la ref,
[04] ).
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fig.(V.1): Ensayo de compresion y/o traccién biaxial = Caracteristicas gerométricas mecinicas y malla de
elementos finitos utilizada en ol ensayo numérico,
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fig.{V.2.b): Comparacion entre el resultado obtenido por el modelo, y el ensayo a compresion uniaxial de
Kipfer et al. 1™ Caso de carga a2 (0aa/oy = —1/0 y a3y = 0)
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fig.(V.2,c): Comparacién entre el resultado obtenido por el modelo, y el ensayo a compresién biaxial doble
simétrica de Kupfer ot al. 74 | Caso de catga bu=: (0ua/oryy = —1/ =1 y a3y = 0)



e Capitile ¥V ; Efemplos de aplicacian, —~280-

(RNEREREN]:
[ - e

Oy Qg3 - | py
/éu' o5z |

|

@n

X

~ * ENBAYO DF KUPFER [74)
* MODELO PROPUESTD

PLASTICIBAD NO-AsOciapa A = 1R"

* Tyy — €33 1
TFgp— &4 ! K
PLASTICIDAD ASGCIADA
%
gy — €33 ! o
T3y = €34 ! :
&
%

S TR R T T S -
n{" "
£

:
-
=1
1
-
ra
-
= "
-~
-
L
-h
L]
-
*

i | |}
0-18 a.18

=

w

=
3

I T T
na b.02 D.0d 0.08 0.0 0:10 01[3 Deld

fig.(V.2,d): Comparacién entre el resultado obtenido por el modelo, y ¢l ensayo a compresion biaxial
doble asimétrica de Kupfer et al. 17!, Caso de carga ¢.=: (o749 /0ryy = —1/ — 0.52 y a3 = 0)



240~ Capftula V | Ejemplos de aplicacidn, —

m .
#
X3
: ) EEERERARY
g_ tﬂﬂ o

o /s

Xy

® MODELG PROFPUESTO |

FLASTICIDAD NOsASociapa W = 15"

Mgy — €35 1 O

Ty =€ 1 &

T T T T T T T T T L] T I ¥ ¥ LK L§ ¥ 1 !
Hali GaOU 0216 Ouild Oe32 O.4d O.48 0,56 0.64 0.78 0.00 0,00 D.5F 1.04 1353 120 1=20 1=%6 =44 L322 1.G0

* £ +Ey 10

fig.(V.3,a): Resultado obtenido por el modelo durante el ensayo a traccién uniaxial. Caso de carga d.-:

(rrnfﬂr“ = ]fﬂ Y Oy = ﬂ)



L

I}

]

e e U

22

Energlo disipada

i1 ]

1] 24 EL -] 1] 32 3 3B - [ i:]
i I i i i :

Pora cada slsmanto finlic .'(9-;)' -

ve
Enargha torsl disipada W = / fre _i.f_ dV
v

Capitule V ; Ejamplos de aplicacion. —241-

VALOR EXACTD DE LA LHEHGIA TOlAL & DISiPAR

'ﬂn

® MODELO PROPUEATO

ENERREREY

d"’{“-:/:

Xi

PLASTICIDAD No-asaciapa T = 15”

¢! ,

pore VPV = Wh= f gh dV = 3 (g5) V* = 32.0 kgem
5

1 1 1 I I i
0.00 0.02 0.04 0.00 0.08 0.10 0.1%

T
Ra1d

T
0.18

T T T T T T ¥ T 1 T L J
O.08 D.20 0.2 D.44 0.20 E.j:lﬂ O.40 0.%3 D.34 0.%F O-I0 .40

Despe [em]

%10

fig.(V.3,b): Energia disipada por el modelo durante el ensayo de iraccién uniaxial. Caso de carga o .-

(ﬁ,;fdu = lfD Y Ty = 0)



g
i |

38

—343. Capitula V : Elemplos de aplicacldn,

) LT,

* MODELD PROPUEETO @
PLASTICIDAD NO-azaciapa T = 15"

Foy = €33 = Opp—dy -0

¥ 1 I T 1 T T T T T L L T T T T . T T 1
0.00 (0% Ga10 0s1% Ge2t .35 0.30 0.3% 0H.40 0.45 D.90 %% 0.60 0,688 ﬂl_?n .75 D00 083 0.90 0.9% l.00

€y 6 %107

fig.(V.3,c): Resultado obtenido por el modelo durante el ensayo @ traccion biaxial doble simétrica. Caso
de carga d.=: (/e = lf]. Yy oy = 0)



#Jg s

1B

i

= Capltulo V : Ejemplos de aplicacicn, ~2ed F

& MODELO PROPUESTO -

]
PLASTICIDAD Nosasociapa I = 15
Pgz = L33

53 — Ejy

T T T T T T T T T T T T ™ T T T T 1 T I 1 )
fs00 f.00 Oaif D.24 0,33 0.40 0.40 0.5 H.8d 0.72 0.80 O.08 0.96 1.04 liii laZl .20 1.%8 ladd 152 1lak0

+E +En *10°

fig.(V.3,d): Resultado obtenido por ¢l modelo durante el ensayo a traccion biaxial doble asiméirica, Caso
de carga d.=; (722 /0y = 1/0.55 ¢ a3y = 0)



260 S0 300 o To B84 ZEQ @50

220

228

[®grern?f
.:I'r_m

ED

(] < T T R

h |

—Zdd4- Capitulo V ; Elamplos de aplicacian,

Vo' /o

-

5

& ENSAYD DF KUFPFER (Fd}; =

& MODELO DE MROF at 3l [ro] :
"
Fyy— 1ty +
Wi
Tyy — fp * 2
B k]
& MODELS DE HAN-CHEN  [s8] @
¥ L]
o33 — gy "
M
: o33 — €y ¥

& MODELO OF BUYUKOITURK [24]

Tg3 — 33 &
1 gy — €y =
e MODELO DI BVORKIN et 8l faz] -
i L
’ Tp=€u ! &
¥ & MODELD DE MURRAY st 8l [87] -
=
| T =€z i ¥
’ d =t i *
¥
T T T T 1 i 1 I T L} T i 1 I I T T T 1
~0.72 <050 =040 <024 -0, 08 .00 0:24 040 (1114 Oa¥2 .00
Ly -E» w10
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V.3.- ENSAYO DE TRACCION EN DOS DIRECCIONES ORTOGONALES -

PRUEBA DE LA DIRECCIONALIDAD DEL DANO.

V.#.n- Consideraciones generales sohre el ensayo.

Se ha realizado este ensayo de traccién sobre una probeta de hormigén de
20.0 » 20.0 x 5.0 em. del tipo de la de Kupfer et al ™ fig(V.7.a), con el fin
de mostrar el comportamienio macro-direccional que exhibe el dano en la masa
del sélido, después de que un cierto nmimero de puntos inician su comportamiento
ineldstico con ablandamiento (aparta. IV.1y An-D.1).

Esta probeta cibica ha side somelida a dos estados de cargas fig.(V.7.b):
Primero se tracciond en la direccién w, (carga Pyp ), hasta alcanzar el estado
iiltimo (estado en que el sdlide no puede seguir resistiendo cargaz); y luego se
aplicé la segunda carga en la direccién normal a la anterior, =; (cargn Pjye ),
hasta aleanzar nuevamente un estado (]{' dano considerable,

Las caraceristicas geométricas y mecdanicas ulilizadas para realizar el ensayo
numérico son las que se muestran en la fig.(V.7). Como se puede observar, el medelo
de matertal utilizado coincide con el de Kupfer apare. V.2 .

Se ha discretizado el dominio del sélido con 121 elementos finitos planos de
cuatro nodos, y se ha utilizado para cada elemento una integracién numériea de
Gauss-Legendre 1 de 2 x 2 puntes.

En el ensayo descrito en el apartado anterior ha sido necesario aplicar
cargas, controlando desplazamientos en ciertos puntos mediante el procedimiento
de Crisfield 7 | con el fin de mantener constante la relacién de tensiones
a4,/ durante todo el proceso de earga. En el problema que se estd analizando,
no ha sido necesario mantener constante esta relacién de tensiones, por que son
dos ensayos uniaxiales superpuestos. Debido a esto, no se ha ulilizado ningin
método de control de desplazamientos, y en vez de aplicar cargas, se han impuesto
desplazamientos en las caras: primero en la direccidn 2, (5!1.,”;] hasta alcanzar el
estado 1iltimo, y luego se ha aplicado el desplazamiento en la direccion my (dupe ).

Se ha resuelto el problema de plasticidad no-asociada, utihzando el método
de rigidez inicial K, al igual que en el problema anterior.
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V.3.b- Andlisis del ensayo.

En la figs(V.8), se pueden observar las curvas de evolucidn de la tensidn vs. la
deformacion, para distintos puntos del sélide, tanto en la direccion 2y como
en la =, . En ellas, el trazo AB describe el proceso que se desarrolla bajo la
aplicacién del desplazamiento duyy ,y el trazo B — €' describe el proceso que
se desarrolla bajo la aplicacién del desplazamiento dupe , mientras se mantiene
constante ¢l desplazamiento dul))y" en su valor maximeo fig.{V.7.¢).

Durante el desarrollo del proceso AB  (en la direccién @4 ), al llegar al
punto Lup figs.(V.8) mas alld del pico de tensiones, se produce una localizacion
de deformaciones en una banda definida por los elementos 56 al 66 figs.(V.9,a) y
(V.9,h), donde la relacién tensién-deformacién, para todos los puntos contenidos en
esta banda, siguen un proceso con ablandamiento figs.(V.B.a) y (V.8.b). Fl resto de los
puntos que estan fuera de la banda de localizacion, sigue un proceso elasto-plastico
con ablandamiento por un camine distinto, hasta alcanzar el limite L', figs.(V.8,¢)
y (V.0,d), a partir del cual inician una descarga elistica.

Aleanzado el valor de desplazamiento &uly” (Punto B ), se aplica un
desplazamiento dupe en la direccién m; . Debido a que el dafio producido en
el proceso anterior se ha localizado en una fajo paralela a la direccién oy y el
resto del solide no ha agotado su resistencia, sino que la mantiene cast intacta,
se pueden aplicar nuevas cargas en direcciones distintas a la  x;  figs(V.8,¢)
y (V81). El proceso BC | se inicia con un comportamiento elistico hasta
alcanzar el nuevo pico de tensiones, que coincide con ¢l valor de la tensidén al
lfinite L,u (inicio de la descarga elistica en el proceso de carga anterior):
alit. = oi#® . 5i se sigue incrementando el desplazamiento dupe , se alcanza
el limite Lye figs.{V.8), que marca el inicio de una nueva localizacidn de
deformactones, en una banda transversal a la anterior, definida por los elementos:
6,17,28,39,50,61,72,83,94,105,116  figs.(V.9.) , (V.9.¢) y (V.9.4), y donde sus
puntos siguen con un comportamiento tension deformacién con ablandamiento
figs.(V.0,6) y (V.8,f). Enire los puntos restantes que no pertenecen a esta banda,
estin aquellos que se encuentran dentro de la faja de localizacion desarrollada
durante el proceso anterior, para los cnales la respuesta tension deformacion se
desarrolla con una rigidez nula; y estan los que no pertenecen a ninguna de estas
dos fajas y siguen un proceso elasto-pldstico con ablandamiento por un camino
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distinto a los puntos daiiados, hasta aleanzar el lmite L. donde se inicia un
proceso clistico de desearga fig.(V.8.0).

Al concluir el proceso de carga BC | se puede observar en la fige (V.10) que
la banda de localizacién desarrollada durante el primer caso de carga, no ha
respondide frente a la aplicacién del segundo easo de carga.

A partir del punto €', se han presentado grandes problemas de convergencia
hacia la solucién. Debido a que ¢l ensayo tenia por objelo mosirar el lendmeno de
macro-ortotropfa o macro-direccionalidad, y habiéndose cumplido este abjetivo,
se considerd innecesario proseguir mas alli de este limite.

En las figs.(V.9,b) y (V.0.d) se muestra el estade de fisuracién que predice el
modelo en los puntos de integracion de Gauss-Legendre. El andlisis de dicha
fisuracion se ha realizado de acuerdo o la melodologia presentada en el apart.
An-D.2.; asi el post-procesador del modelo interprela que la fisuracion se
inicin cuando la deformacién plistica en el punto tiene una componente positiva
(estiramiento ineldstico), la orientacién de cada fisura se representa mediante un
trazo ortogonal a la direccién de la correspondiente deformacién plistica principal
positiva v la densidad de lineas verticales paralelas da una idea cualitativa de la
magnitud de la apertura de estas fisuras, El esquema de fisuraciéon obtenido
revela la formacién de dos fajas donde se ha localizado el dano plistico figs.(V.9,a)
y(V.9.c).

La energia tolal disipada al finalizar ¢l proceso de carga AB  ha sido de
34,00 kgem , siendo ésta un poco mis elevada que la disipada en el problema
anterior (Kupfer et al.), con cuatro elementos finitos, Probablemente esta sobre-
energia disipada se deba a que la localizacion no se produjo inmediatamente
después de superar ¢l pico de tensiones,

Aligual que en el ejemplo de Kupfer el al. presentado en el apartado anterior,
se han obtenido resultados insatisfactorios con elementos planos de acho nodos.
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fig.(V.T): Ensayo de traccion en dos direcciones ortogonales- Caracteristicas geométricas y mecdnicas
utilizadas en ¢l ensayo numérico,
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fig.(V.9): a) Ensayo de traccién en dos direcciones ortogonales~ Mode de localizacion de las deformaciones

al finalizar ta aplicacion del desplazamiento b,y .

b) Ensayo de traccién en dos direcciones

ortogonales- Estado de fisuracidn al finalizar la aplicacion del desplazamiento 81, . Representacion

de todas las fisurns,
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fig.(V.9): ¢) Ensayo de traccidn en dos direcciones ortogonales— Modo de localizacién de las deformaciones
al finalizar la aplicacién del desplazamiento &g . d) Ensayo de traccion en dos direcciones

ortogonales— Estado de fisuracién al finalizar la aplicacion del desplazamiento Sty . Representacion
de todas las fisuras.
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fig.(V.9,¢): Ensayo de traccién en dos direcciones ortogonales— Estado de fsuracian al finalizar la
aplicacién del desplazamiento 1. . Representacion de Tas fisuras mayores al 37/, de la maxima,
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fig.(V.10): Ensayo de traccién en dos direceiones ortogonales— Estado de tensiones al finalizar la aplicacion

del desplazamiento it e .
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V.d.- BNSAYO A TRACCION SIMPLE DE UNA PROBETA ENTALLADA,

V.4.n- Consideraciones generales sobre el ensayo.

Fste ejemplo ha sido propuesto para probar la olbjetividad en la respuesta del
modelo propuesto, respecto de dos mallas de elementos finitos con distinto grado
de diseretizacién fig.(V.11,c). Este caso ha sido ensayado por Petersson 9] eon el
fin de determinar la magnitud de la energéa de fractura por unidad de drea G/
y ha sido analizade en forma numérica por Glemberg " en su tesis doctoral.

El ensayo congiste en un paralelepipedo entallado fig.(V.11,0) de mortero de
cemento, que ha sido sometido a un estiramiento a través de un desplazamiento
impuesto en la cara superior de la probeta, hasta agotar totalmente su resistencia
a traccion fig.(V.12),

Dada la simetria que presenta la probeta respecto del eje de referencia vertical
ity , se ha estudiado sélo la parte simétrica derecha del sdlido fig.(V.11,b). A pesar
de tener también otro plano de simetria horizontal que pasa por el gje x, , no
se considera la posibilidad de estudiar por separado las sub-partes superior e
inferior, debido a que se pretende mostrar la evolucion y localizacion del dano en
la zona por donde pasa este eje de simetria horizontal.

Se ha diseretizado el dominio con dos mallas de elementos finitos de 12 y 30
elementos planos de ocho nodos fig.(V.11,c), y se ha utilizado para cada elemento
una integracién numérica de Gauss-Legendre ' de 3 x 3 puntos.

Para la resolucién del sistema de ecunciones no-lineales, se ha utilizado el
método de rigidez inicinl K, apart. Ap-IL3., conjuntamente con la técnica de
control de desplazamientos con un camino plano, propuesta en el apart. Ap-I1.3.d,
combinada a su vez con el método de control de plastificacién, propuesto en el
apart. Ap-IL.3.e.

V.4.h- Andlisis del ensayo.

Fn la fq.(v.12) se puede observar las curvas de evolucion de cargn  vs.

desplazamiento durante todo el desarrollo del proceso cuasi-estitico de carga.
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B el ensayo numérico ge ha ulilizado una cohesién inicial (correspondiente
al lfmite de discontinuidad inicial) de ¢’ = 27.8014 kg/em? | que junto al angulo
de rozamiento interno de ¢ = 32 y a una relacién de resistencias uniaxiales
en el limite de discontinuidad inicial igual a HY, . = 3.265 eccap-rag), dan
una resistencia a traccién méxima inicial de of = 30.82 kg/em®  ec.api.96).
Fsta resistencia es un 7 “/, mas baja que la utilizada por Glemberg en
su tesis ™ | por lo tanto la carga méxima alcanzada resulta menor en esta
misma proporcién fig(V.12,b) y (V.12,c). No obstante esta diferencia, se ha logrado
una buena coincidencia con los resullados del ensayo de Petersson y con el de
Glemberg.

La energfa disipada con las dos mallas de elementos finitos, tiende a un valor
ligeramente superior al que se ha introducido como dato: W/ = 0.127 kg/om =
(2em » 3em) = 0.762 kgem. fig.(V.12,), siendo siempre menor la oblenida con la
malla mas densa,

Las fisuras se inician a ambos lados del eje de simetria horizontal y a medida
que evoluciona el proceso de ablandamiento y localizacién, se observa una pérdida
de simetria , quedando definitivamente localizada en una banda de elementos
finitos por debajo del eje de simetrin fig(V.13,0). Los puntos que estin fuera de
dicha banda de localizacién, inician un proceso de descarga elastico fig.(V.13.b).
Al igual que en los problemas antes presentados, el andlisis de dicha fisuracion
s¢ ha realizade de acuerde a la metodologia detallada en el apart. 4n-D.2.;
asi el post-procesador del modelo interpreta que la fisuracién se micia cuando
la deformacién plastica en el punto tiene una componente positiva (estiramiento
ineldstico), ln orientacién de cadn fisura se representa mediante un trazo ortogonal
a la direccién de la correspondiente deformacién plistica principal positiva y la
densidad de lineas verticales paralelas da una idea coalitativa de la magniind de
la. apertura de estas fisuras.
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fig.(V.11): Ensayo de una probeta entallada, a traccién simple — Caracteristicns geométricds mecanicas

y malla de elementos finitos utilizada en ¢l ensayo numérico.
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fig.(V.12,a): Ensayo de una probeta entallada, a traccién simple - Energin disipada por el sdlido
diseretizado con las dos mallas de elementos finitos.



—260-

Capitulo V ; Elemplos de apllcacion.

A

‘soqsuy sojusiap (@-W) 0F £ {v-W) 21 2P segiew sop uoo consgld oLEp 3p
SjEpow |2 10d SEplUZiQO Sef LoD ! tar1l uossiala jod [eleswpadng BUlg) US SEPIUAGO ojunEzejdssp
B seainy s ap uoperedwoy - duns BOIOEN € ‘epeeiud ejaqoid eun ap ofesugy AT A) By

TR ttg ‘assp

i 1 1 1 i i k| 1 1 | 1 1 1

QE*0 ESE=0 OB°0 S0 0£c0 S9°0 09°0 L5870 050 PO ‘opTo S0 0F"0 S2°C O02Fp SicQ OiT0 S0°0° 0870
1 1 1

1

”mi ——
0L SANS0Kd | 0T1300H

V- —

sl MOSS¥ILIA I OAVSND ——— — / -

gz 0

(B2 o3 iy

ael gal oeri bel 0 ‘}
(By) @ ?} B2

o

(VH i Vs

s



Capitulo V : Ejemplos de aplicacion,

~&T0-

CARGA ( ka)
A B &l 100 120 140 160 180 200 320 240 2ED

all

———— ENSAYOS IE PETERSSOM [nig]

Pras— T
MODELO [E GLEMBERG [54

—a M-B

1 ] L] ] ] ] ] T T ¥ T [ ] [ ¥ [] ¥ ] ¥ 1
0,06 9.05 0.50 015 0.20 025 0.30 0235 0.4 0.¢5% 0.50 0,55 0.50 0.65 0.70 075 0-8B0 0.83 O30 0.55 - I.00

desp. by fem) %107
fig.(V.12,c): Ensayo de uma probeta entallada, @ traccion simple — Comparacidn de fas curvas carga-
desplazamiiento obienidas en forma experimental por Petersson (1200 con las obtenidas por Glemberg
1541 con dos mablas de 12 y 30 elementos finitos.
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fig.(V.13,a): Ensayo de una prabata entallada, a traccién simple ~ Estado de fisuracian obtenida por el
modelo para las probetas discretizadas con las mallas de 12 (M-A) y 30 (M-B) clementos finitos.
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fig-(V.13,b): Ensayo de una probeta entallada, a traccién simple = Deformadas obtenidas por el madelo
para las probetas discretizadas con las mallas de 12 (M-A) y 30 (M-B) elementos finitos.
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V.5 ENSAYO A FLEXION DE UNA VIGA EN VOLADIZO,

V.b.n- Consideraciones generales sobre el ensayo.

Este cjemplo se presenta para probar la objetividad en la respuesta que ofrece
el modelo propuesto respecto del uso de tres mallas de elementos finitos con
distinto grado de discretizacion fig{V.14), y también para verificar la capacidad
del modelo para simular estados de flexién dominante, combinados con corle
(ﬂ,ex'ién transversal).

El ensayo consiste en aplicar un desplazamiento vertical, sobre el eje
baricéntrico, en el extremo de una viga en voladizo constituida de hormigén
en masa fig(V.14). Bl ensayo se desarrolla desde el inslante inicial (material
inalterado) hasta alcanzar un desplazamiento que provoca la pérdida total de
la resistencia de la pieza. fig.(V.15,2).

Tl dominio de la viga ha sido discretizado con tres mallas de 6, 24 y 96
elementos finitos planos de ocho nodos fig(v.14), utilizindose una integracién
numérica de Gauss-Legendre 'Y de 4x4 | 3x3 y 2x2 puntos, respectivamente.

No se ha observado para el caso de sobre-integracién el fenémeno de blogueo,
ni en el caso de sub-integracién el desarrollo de modos de energia nula. La razén
de utilizar una cuadratura con tantos puntos en la viga de seis elementos finitos,
se debe a la necesidad de disponer de puntos mds cerca del empotramiento y
de aumentar la densidad de estos en la zona daiiada, permitiendo asi seguir el
camine evolutivo de la fractura, por debajo del eje baricéntrico fig(V.17).

Para la resolucién del sistema de ecuaciones no-lineales se ha utilizado el
método de rigidez tangente Ky apart. Ap-IL3.

Las caracteristicas geométricas y mecanicas utilizadas para la resolucion de
este problema, se presentan en I fig.(V.14).
V.5.b- Anidlisis del ensayo.

La fig.(V.15,2) muestra las curvas de evolucién de ln carga P vs. el desplazamiento
de su punto de aplieacién. Es importante notar la total coincidencia de los
resultados para lag tres mallas de elementos finitos.
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La fig(V.15,b) presenta las curvas de disipacién de energia Wwr o vs el
desplagamiento del extremo, enconfrindose para log ires casos una marcada
convergencia hacia el valor correcto de la energfa disipada W* = 495 kgem
ya que el valor de entrada ha sido W7, = G' A7 = 473.0 kgem , La energia
sobre-disipada posiblemente se debe al proceso de aplastamiento que se desarrolla
en algunos puntos de la viga.

La fig.(V.15,c) muestra la evolucién de las curvas de tension vs. deformacion
en el punto més daiiado de las tres mallas de elementos finitos. En esta se puede

. 1 ; .
apreciar que la energia especifiea g7 = %s erece con la inversa de la longitud
&
caracterfstica plistica del elemeneto finito L™ = VA* apart. An-D.i.c.1, con
el objeto de garantizar la misma energia disipada en las tres mallas,

Las figs.(V.16) muestran la deformada de la viga para las tres mallas de
elementos finitos, en los respectivos estados iiltimos, exhibiendo una marcada
cuiia de localizacién de deformaciones que delimita el tamafio de la zona dafada.
Obsérvese que esta banda de localizacion se gitin siempre dentro de la primer
columna de elementos finitos, adyacente al empotramiento (formacién de una
especie de rétula plastica), permitiendo que el resto de la viga se comporte como
un sélido rigido.

Las figs.(V.17) presentan el estado de fisuracion alcanzado por las tres mallas
de elementos finitos. Al igual que en los problemas antes presentados, el andlisis
de dicha fisuracién se ha realizado de acuerdo a ln metodologia desarrollada en el
apart. An-D.2.;asi el post-procesador del modelo interpreta que la fisuracién se
inicia cuando la deformacién plistica en el punto tiene una componente positiva
(estiramiento ineldstico), la orientacién de cada fisura se representa mediante un
trazo ortogonal a la direccién de la correspondiente deformacién plastica prineipal
positiva y la densidad de lineas verticales paralelas da iden cualitativa de la
magnitud de la apertura de estas fisuras, En estas figuras se representan las
fisuras que superan el 3/, de la maxima, mostrando una definida forma de cuna
que decrece hacia el cordén inferior de la viga. Fs posible interpretar que eslas
fisuras distribuidas dentro del elemento finito, representan una simple fractura.
Fn cambio en una regién mis amplia, que abarea parte de la cara superior de la
vign, se presentan fisuras cuya apertura es menor que el 3°/, dela maxima,
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pudiendose interpretar a éstas como micro-fisuras que no han prosperado en su
proceso evolutive.
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fig.(V.14): Ensayo de una viga en voladizo, a flexion — Caracteristicas geomélricas mecinicas y malla de
elementos finitos utilizada en el ensayo numérico.
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fig.(V.15): Ensayo de una viga en voladizo, a flexion — a) Carga P’ vs. desplazamiento vertical en el
extremo libre.  b) Energia total disipada, vs, desplazamlento vertical en el extremo libre. ¢} Tensién
principal méxima de traccién vs, deformacién principal méxima de estiramientn, on of punto de integracion
més dafiado (cara superior de la viga, péximo al empotramiento),



i voladize, a flexién = a) Deformacién de la viga de 6 elementos finitos
1) Deformacion de fa viga de 24 clementos finitos en el
¢) Deformacién de la viga de 96 elementos finitos en el estado

fig.(V.16): Ensayo de una viga ¢
on ol estado iltimo — localizacién del dafio -
estade dltimo - localizacion del dafio —
filtimo - localizacion del dafio —
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¢)

=

fig.(V.17): Ensayo de una viga en voladizo, o flexidn = a) Fisuracién de la viga de 6 elemenios finitos en
¢l estado iiltimo - fisuras mayores al 3 ° f o de la mixima=. b) Fisuracidn de la viga de 24 elemenlos
finitos en el estado iltimo — fisuras mayores al 3 ° / o e la maxima-, ¢} Fisuracidn de la viga de 96

elementos finitos en el estado Gltimo — fisuras mayores al 3 "f,.. de la méaxima-,
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V.0.- ENSAYO A FLEXION DE UNA VIGA ENTALLADA SIMPLEMENTE
APOYADA

V.8.n- Consideraciones generales sobre el enzayo,

Este ejemplo prueba la capacidad del modelo eonstitutivo, para simular estados
de concentracién de tensiones en el fondo de una entalla, provocados por un
meeanismo de flexion pura. Este problema ha sido analizado experimentalmente
por Petersson '™ para estudiar la fractura en medo-1, y ha sido reproducido
en forma numérica por Rots et al. "™  Rots U] De Borst ' y Oliver y
Fernandez ®

Bl ensayo consiste en imponer un desplazamiento creciente en el punto medio
de la cara superior de una viga de hormigén simple, de seccién transversal
rectangular, simplemente apoyada, con una entalla en el cordon inferior en el
centro de la luz fig.(V.18). El ensayo se desarrolla hasta alcanzar un desplazamiento
que provoque un dafio considerable en la viga fig.(V.19,a).

El dominio de la viga ha sido discretizado con una malla de 84 elementos
finitos planos, de ocho nodos fig.(V.18), utilizandose una integraciéon numérica de
Gauss-Legendre 'Y de 3 x 3 para la zona vecina a la entalla, y de 2 %2 para
la zona restante. También se ha probado el uso de una integracién reducida de
2 x 2 en la zona de la entalla, encontrandose problemas de modos de energia
nulos para estados plisticos posteriores al pico de tension. Esta situacion habia
sido advertida por Rots "*¥ utilizando en eu trabajo una integracién numérica
muy particular,

La resolucién del sistema de ecuaciones, durante el proceso no-lineal, se ha
realizado con el método de rigidez inicinl K, apart. Ap-IL3..

Las caracteristicas geoméiricas y mecanicas utilizadas para la resolucién de
este problema, se presentan en la fig.(v.18).
V.a.b- Anilisis del ensayo.

En la referencia "9 ge presenta la respuesta experimental carga-desplagamiento
obtenida por Petersson. En ella se advierte una banda experimental bastante
amplin que da muestra de la dispersion obtenida durante estos ensayos. Dicha
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situacién es posible que se deba a las dificultades que presenta ln realizacion
de ensayos precisos duranie el periodo de ablandamiento, donde la rigidez de la
maquina de ensayo puede influir sensiblemente en los resultados, dando origen
a tales dispersiones. La fig.(V.19,8) muestra la evolucion de la cargn aplicada
P wvs. el desplazamiento de su punto de aplicacién; en ella se advierte una
buena coincidencia con los resultados experimentales oblenidos por Petersson
123 ajustandose al limite inferior de la banda experimental antes mencionada,
En la fig.(V.19,b) se muestra la relacién que hay entre los resuliados experimentales
y los obtenidos por Rots 1" en forma numérica. No obstante esta es ln mejor
simulacién numérica que se encuentra en las referencias, ya que permite observar
lo. sensibilidad de los resultados a la forma de la funcién de ﬂbfqudamimlm
impuesta.

La fig(V.20), presenta la curva de disipacién total de energia que se desarrolla
durante todo el proceso de carga. La pendiente de esta curva fiende a hacerse
horizontal a medida que crece el dafio en el sélido,

En la fig.(v.21), se puede observar la evolucién del factor de retencidn de
tensiones cortantes [y durante el proceso elasto-plastico vs. la energin tolal
disipada en el punto de integracién numérica mis cercano al fondo de la entalla.

La fig.(Vv.22) presenta la evolucién de la tension principal mayor vs. la
deformacién principal mayor, en el punfo de integracion numérica mas cercano
al fondo de la entalla.

En las figs.(V.23) y (vV.24) se observan respectivamente la deformada de la viga
con su banda de localizacién de dafio y el esquema de fisuracién que obtiene el
modelo para la zona de la entalla, encontrandose total coincidencia con una tipica
fractura de modo-I. Al igual que en los problemas antes presentados, el analisis
de dicha fisuracién se ha realizado de acuerde a la metodologia desarrollada en el
apart. An-D.2.; as{ el post-procesador del modelo interpreta gue la fisuracion se
inicia cuando la deformacién plastica en el punto tiene una componente positiva
(estiramiento ineldstico), la orientacion de cada fisura se representa mediante un
trazo ortogonal a la direccién de la correspondiente deformacion plastica principal
positiva y la densidad de lineas verticales paralelas da idea cualifativa de la
magnitud de la apertura de estas fisuras,
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[on las figs.(V.25,a) , (V.25,b) v (V.25,c), se dibujan los estados lensionales que
aleanza In vign al final del periodo elastico, en el pico de tensiones, y en el
limite tltimo, respectivamente, En ellos, se representan las tensiones principales
mediante un {razo, que es proporcional a su magnilud, y se puede observar la
forma en que avanza la zona de materal inerte hacia la carn superior de la viga,
estrangulando paulatinamente la zona de compresion, a medida que avanza e

proceso de earga,
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fig.(V.19): Ensayo a flexién de una viga entallada simplemente apoyada - a) Carga aplicada P o,
desplazamiento vertical en su punto de aplicacién: comparacidn entre el modelo propuesto y los resultados
experimentales de Petersson [, b) Carga aplicada I vs. desplazamiente vertical en sii punto de

aplicacion: comparacion entre los resultados de Rots "™y los estudios experimentales de Petersson
(23]
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fig.(V.20): Ensayo a flexién de una viga entallada simplemente apoyada — Curva de energia total disipada
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a)

b)

fig.{V.24); Ensaya a flexion de una viga entallada simplemente spoyada = Esquema de fisuracion de la
vign:  a) En el pico de tensiones, y  b) en el estado dltimo,
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V.7.- ENSAYO A TRACCION DE UNA VIGA CANTILEVER PRETENSADA.

V.7.a- Consideraciones generales sobre el ensayo.

El problema que se trata en este apariado, se refiere a una viga cantilever
(seccién doble T) de hormigén con una entalla en uno de sus extremos situada
sobre su propio eje baricéntrico fig(V.26). La viga ha sido sometida a un ensayo
numérico con el objeto de evaluar su respuesta bajo dos tipos de solicitaciones:
a) Pretensado en la direccién paralela al eje baricéntrico, seguido de una  b)
aplicacién de carga perpendicular a dicho eje, que trata de abrir la entalla. La viga
ha sido ensayada en forma experimental, bajo estas condiones de carga, por Sok,
Baron and Frangois '™ y estudiada nuevamente tanto en forma experimental
coino numérica, con algunas modificaciones en la seccién transversal original, por
Rots et al. % | Los datos y pardmetros del material que se ufilizan en este
ensayo numérico, han sido exirafdos de este Gltimo trabajo.

La malla de elementos finitos que se ha utilizado fig.(V.26), esta compuesta por
elementos planos de cuntro nodos, sobre una faja donde la viga es mas estrecha,
y por elementos de ocho nodos en la zona restante. Para todos los elementos se
ha utilizado una integracién numérica de Gauss-Legendre M1 de 2% 2 puntos.

Se ha resuelto el problema con plasticidad asociada haciendo uso de la funcién
de fluencia de Mohr-Coulomb modificada (anezo-€).

La solucién del sistema de ecuaciones no-lineales, ge ha llevado a cabo con
el método de rigidez inicial K, apart. Ap-IL3.a., juniamente con la técnica de
control de desplazamientos a través de un camino plano, propuesta en el apart.
Ap-IT 5.4

Inicialmente se realizé un ensayo sin la aplicacién de las cargas de pretensado,
pero durante la evolucion del proceso inelastico, aparecieron grandes fisuras
normales nl eje baricéntrico de la pieza, debido a problemas de flexion en los
cordones. Situacién similar se le presenté a Rots el al. en el ensayo numérico
de la referencia '* |y para evitar este efecto secundarto, se ha sometido a una
carga previa de pretensado, paraleln al eje baricéntrico, materializada a través de
desplazamientos impuestos en un tdnico incremento, y seguidamente se aplicd la
segunda carga, normal al eje baricentrico, pera en forma incremental fig.(V.26),
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V.7.b- Andlisis del ensayo,

La curva earga-desplazamiento obtenida con el modelo propuesto, se dibuja en
Ia fig.(V.27.a), donde se compara también con el resultado experimental de Sok et
al. M3y con los resultados numéricos de Rots et al ¥ . Fn esta figura,
se puede observar que se ha logrado una buena concordancia con los resultados
experimentales y con las respuestas numéricas de Rots, para el caso en que utiliza
una funcién de ablandamiento bilineal. También se puede apreciar que la carga
aplicada no alcanza el valor nulo a pesar de encontrarse en un estado muy proximo
al dltimo. Es probable que esto se deba a la componente vertical de la carga de
pretensado, que ofrece una resistencia a la apertura de la viga, y al problema
de concentracién de tensiones ocacionado por la forma en que se ha vinculado Ia
viga en su extremo.

Fn cada uno de los ensayos numéricos de la referencia [ se ha pre-
establecido la energia de fractura por unidad de drea fisurada 7 |, con el objeto de
lograr coincidencias en los valores de las cargas maximas de los ensayos numnéricos,
con la obtenida en el resultado experimental. En cambio, en el presente ensayo
numérico, se ha adoptado una de las energias de fractura: G/ = 0.255 kg/em y
directamente, sin ajustes previos, se ha realizado el ensayo numeérico.

on la figura fig.(V.27,0) se presenta la curva de energin total disipada vs. el
desplazamiento entre caras de la entalla, En ella se observa que la energia tiende
al valor introducido como dato; Wr = 0.255 x (178.0 x 10.0) = 453.9 kgem.

En la fig.(V.27,c) se puede ver la evolucidn de la tensién principal mayor, vs. la
deformacién principal mayor @, — ¢, , en el punto mas severamente danado (el
mas proximo al fondo de la entalla).

La localizacién de deformaciones se encuentra en la zona esperada, fig.(V.28),
y su profundidad abarea de uno a olro extremo de la viga. En la misma figura,
se puede ver la evolucién de las tensiones en diez puntos alineados, situados en
la banda de localizacién de deformaciones de la viga, para los distintos niveles de
earga aplicada. En ésta secuencia de grificos, se puede observar, cdmo un punto
que esti sometido en un instante del proceso de carga cuasi-estdtico a un estado
de traceidén, en un instante posterior puede pasar a un estado de compresion o
viceversa. Fsto muestra la capacidad del maodelo de reproducir procesos de cargas
radiales y no-radiales,
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Tl estado de fisuracion dominante fig(V.28), es paralelo al eje de la viga,
pero aparecen también, a pesar de la carga de pretensado, fisuras secundarias
y ortegonales a la principales.

Por tiltimo, en la fig.(V.29) se puede ver el estado tensional al final del proceso,
donde se representan las tensiones principales, donde la magnitud del trazo y su
orientacién dan una idea del estado de solicitaciones que sufre la viga. Fn esta
figura se aprecia que la zona central esti totalmente agotada, no pudiendo resistir
mas tensiones (zona de material inerte); en cambio la zona restante, mantiene la
tengion de pretensado que se le impuso al iniciar el ensayo.
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fig.(V.27): Ensayo a traccidn de una viga cantilever pretensada - a) Respuesta Carga vs. desplazamiento

relativo entre las dos caras de la entalla,

carng de la entalla,

b) Disipacién de energia vs. desplazamiento relativo ontre

¢) Tensién principal mayor Vs, deformacion principal mayor oy — ¢; en el punto

de integracion mis proximo ol fondo de la entalla.
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fig.(V.28): Ensayo a traccidn de una viga cantilever pretensada - Banda de |ocalizacidn del daiio y

evalucion de las tensiones en los puntos mis daiftados de esta banda, para cada nivel de catga.
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fig.(V.28): Ensayo a lraccidn de una viga canlilever pretensada — Estadoe tensional 2l final del proceso
elaste-plastico.
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V.8 ENSAYO DE FLEXION Y CORTE EN UNA VIGA ENTALLADA - MODO
MIXTO DE FRACTURA: Modos -1- y -II-.

V.8.0= Introduccidn,

Hasta ahora se ha cotejado el modelo constitutive propuesto, con ensayos que
conducen a una fractura tipificada como de modo -I- (fisura que experimenta un
desplazamiento normal entre sus caras). En este apartado se verifica la capacicdad
del modelo para simular el denominado mode mizio de fractura, es decir, cuando
se desarrolla un mecanismo de fractura que involucra los mados -I- y -1l- 4 la
vez, produciendose un desplazamiento normal acompaidiado de un deslizamiento
entre las caras de la fisura F¥1%%  Bg muy importante que un modelo numérico
sen capag de representar este comportamienio combinado, ya que a excepcién de
algunos casos parliculares de simétria de carga y forma, las estructuras fallan
bajo un modo mixto de fractura -y,

De una escasa cantidad de experimentos disponibles sobre el modo-mixto
de fractura, se ha elegido como ensayo de referencia el de Arrea and Ingraffea
7 fig.(v.30), debido a que también ha sido considerado por otros investigadores
(a8 81220023] pupn evaluar sus respectivos modelos numéricos.

Sobre este ensayo se encuentran en las referencias simulaciones numéricas :
1~ insatisfactoring ' .2 medianamente satisfactorias 14y -3~ bastante
bien logradas [ . En el primer caso, Rots et al. 1 no han podido obtener
coincidencia con las curvas de respuesta experimental, ni con el eamino que
ha seguido la evolucién de la fractura; en el segundo caso, Glemberg 51 ha
mejorado las curvas de respuesta, sin llegar a obtener una buena aproximacion
con los resultados experimentales, y no ha podido seguir un buen camino de
evolucién de fractura; y en el flercer caso, Rots and De Borst U2 han
lograde una buena aproximacién con la respuesta experimental, pero sin obtener
un camino correcto en la evolucién de la fractura USIRE] Feia mejora
en la aproximacién de la respuesta experimental, se ha obtenido gracias a la
consideracion adicional del nuevo conceplo de energia de fractura en modo-11-,
de bastante discutida existencia "9 | que ha permitido formular una funcion de
ablandamiento de las tenstones corlantes, en forma independiente de las tensiones
normales, Fste conceplo se ha introducido en el modelo de fisura disiribuida
o2zt (unap, L 5.a ), formulado para simular el modo-I- de fractura,
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evitando asi un comporiamiento post-pico sobre-rigidizado como consecuencia
de un factor de retencién de las lensiones cortantes [z | que impone una tensidn
de corle constante durante todo el proceso de fisuracién » = fg 7°

] modelo que se presenta en esta tesis, ha sido formulado para tratar eslados
tensionales complejos no-radiales, de una manera tinica (eap. IV), sin que sea
necesario admilir la existencia de una energian de fractura modo-Il-, Asf, se
vera en este ejemplo, que se obtiene una buena aproximacién a la respuesta
experimental y una buena prediceién del camino de evolucion de las fisuras
figs.(V.33).

V.B.Lh- Consideraciones generales sobre ol ensayo.

El ensayo consiste en una viga de hormigén en masa, como la que se muestra en
la fig.(v.30), cargada en forma asimétrica con el objeto de provocar sobre la entalla
un estado tenso-deformacional que conduzen a una fractura en modo-mixto.

La aplicacién de la carga se ha realizado en forma indirecta mediante una
barra de acero de gran rigidez, colocada sobre la viga de hormigén. Esta forma
de aplicar la carga, ha sido realizada con el fin de reproducir de la mejor manera
posible el ensayo de Arrea-Ingraflea,

Se ha discretizado el dominio total con 107 elementos finitos planos de ocho
nodos fig.(V.30), que han sido integrados numericamente mediante la cuadratura de
Gauss-Legendre " con 3 %3 puntos para el hormigén y con 2x 2 puntos para
la barra de aplicacion de cargas. El allo orden de integracién para los elementos de

hormigén, surge para evitar los modos de energia nulos que se puedan desarrollar
2]

El procese de cargas se ha realizado medianie desplazamientos impuestos en
el punto €' fig.(V.30), y se ha utilizado en la resolucién el método de contral de
desplagamientos propuesto por Crisfield P71 (control de desplazamientos segin un
camino esférico apart, Ap-I1.3.c ), aplicado al grado de libertad mas significativo,
que en este caso es el deslizamiento entre las caras de la fisura fig.(V.30), en vez
de controlar la norma global de todos los desplazamientos. Esta forma de control
indirecto de desplazamienios, propuesta por R. De Borst IR permite
mantener dentro de los valores deseados el desplazamiente dominante, logrands
asi una respuesta post-pico bastante estable, a pesar de la [uerte localizacidn
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de deformaciones que se produce en ese instante del proceso cuasi-estiatico. De
esta forma, se procura que el incremento de ¢argas respete la siguiente relacién
de arco Al (apart. Ap-IL3.c )

(Au'ﬂ’)i,m (Aug)in = A!r,m.

siendo (Aw,,), . el incremento de desplazamiento entre el grado de libertad ¢ y
el P, durante la iteracidn 2 del ineremento de cargn m.

La resolucién del sistema de ecuaciones no-lineal, se ha llevado a cabo con
buena convergencia, con el método de rigidez inicial K, .

V.B.e- Anilisis del ensayo.

La curva carga-desplazamiento relativo entre las caras de la  fisura
( (Awypoea),,, = [#1so — %yna], ,, ) fi6.(V.310), muestra una muy buena coineidencia
con los resultados experimentales de Arrea-Ingraffea 1 | Es importante resaltar,
como el modelo adminisira internamente la energin a disipar, utilizando una
adecunda combinacion de estados tenso-deformacionales uniaxiales (cap. IV
y apart. An-D.1.c.2).

En las figs.(V.31,b), (V.31,¢) y (V.31,d), se muestra la evolucién de la carga aplicada
respecto de los desplazamientos de los puntos A | B y (|, respectivamente.
IBatas curvas txplica.n la necesidad de controlar el deslizamiento relativo entre

las caras de la fisura, y no el desplazamiento del punto de aplicacién de carga
(18)[2a){13a]

Fn la fig.(V.31,e) se puede ver la curva de disipacién total de energia, respecio
del deslizamiento relativo entre caras de fisura,

Al iniciar la aplicacion de las cargas, se presenta un easo de flexién dominante,
con fuertes tracciones en el corddn superior de In Viga. fig.(V.32,a) y 9V.32,h) (cle:lmjn
mismo de la carga aplicada), que conduce a abrir las primeras fisuras fig.(V.33,a)
y (V33) (mode-1-). Al mismo liempo, como consecuencia de este [endmeno,
se prodiice una fuerte compresion enire las caras de la entalla. Seguidamente, a
medida gue se aumenta la carga n.plicucln., comienza a producirse un deslizamiento

enbre lII-Fi curis E]l.'- .Iﬂ- ¢I|t|llll.lﬂ., dl‘.' flﬂ'll('lt‘- l'l'-m‘.ll'-t'l-l‘l l.ﬂ'.‘! [Jl’il’l‘lﬁ‘-f!l.ﬁ fisurns por corfe
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(extremo superior derecho de la entalladura) (modo-ll-), que forman un dngule
de 60" con respecto al eje de referencia global =, . Estas fisuras se propagan
siguiendo la verlical que pasa por el plano de la entalla fig.(V.33,a). A partir de
un determinado punto en la respuesta (pico de carga maxima), comienzan a
despegarse las caras de la entalladura como si se tratara de la accidn de un efecto
de fexién fig.(V.34), y se inicia un cambio de orientacion en el camino evolutivo
de las fisuras. A partir de este momento, estas progresan como resullante
de un modo-mixto de fractura fig(V.33.b) . (V.33,¢) , (V.334d) y (V.33,e). Debido a
este comportamiento, se desarrolla una banda de localizacién de deformaciones
fig.(V.34), que el modelo interpreta como banda de dane,

Por 1iltimo, conviene observar el estado illime de tensiones que adquiere la
viga, donde queda perfectamente definida una zona de material inerte, o material
que ha perdido la capacidad de responder a esluerzo alguno fig.(V.32,c) , (V.32,d) y
(V.32,0).
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fig.(V.30): Ensayo de flexion y corle en una viga entallada — modo mixto de fractura - Caracteristicas
geométricas meednicas y malla de elementos finitos utilizada en el ensayo numérlco.
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fig.(V.12,e): Ensayo de flexion y corte en una viga entallada - modo mixto de fractura — Detalle del
estado tensional al finalizar el perfodo pléstico, sin la superposicién de la malla de elementos finitos.
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fig.(V.33): Ensayo de llexion y corte en una viga entallada ~ modo mixto do fractura = a) Estado de
fisuracién correspondiente al pico de tensiones (fisuras mayores al 2 © /o dela mixima), b) Estade
de fisuracién correspondiente al limite iltimo (fisuras mayores al 3 ©/, de la maxima).  ¢) Estado de
fisuracién correspondiente al limite dltimo (fisuras mayores al 5 °/, de la méxima).
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fig.(V.33): Ensayo de flexién y corle en una viga entallada - mado mixto de fractura — ) Detalle del
estado de fisuracién correspondiente al limite dltimo (fisuras mayores al 2.8 */_ de la mixima), )
Detalle del estado de fisuracion sin 1a superposicion de Ia malla de elementos finitos, correspondiente al
limite dltimo (fisuras mayores al 2.8 "'fﬂ de la mixima).
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b)

fig.(V.34): Ensayo de flexian y corte en una viga entaliada - modo mixto de fractura ~  a) Deformacidn
de la viga y localizacién de deformaciones en el estado (ltimo (amplificacién = 300.0 ), b) Detalle de
la localizacion de deformaciones en el estado dltimo (amplificacion < 300.0 ).
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V.p.- ENSAYO A FLEXION DE UNA VIGA ARMADA.

V.0.n- Considernciones generales sobre el ensayo.

El problema que se considera en este apartado, se refiere a una viga de hormigon
armado simplemente apoyads, como la que se muestra en la fig.(V.35,a), sometida
a la accién de dos cargas puniuales iguales y simétiricas. Esta fue ensayada
experimentalmente por Walraven 1y verificada numéricamente por Borst and

Nauta 3

Los parametros y datos que definen las earacteristicas fisicas, mecinicas y
geométricas del ensayo, son las que se muestran en la fig.(V.35).

Se ha discretizado el dominio con una malla de elementos finitos planes de
ocho nodos, integrados numéricamente con una cuadratura de Gauss- Legendre
de 3 % 3 puntos. Los elementos finitos de acero y hormigén han sido
ensamblados considerando que nmbos materiales son infinitamente solidarios en
el comportamiento (adhereneia perfecta). En caso que se desee considerar este
fenémeno, serd necesario incluir un elemento de junta 1'% | que permita simular
la verdadera adherencia entre ambos materiales.

El problema ha sido resuelto con plasticidad asociada, haciendo uso de la
funcién de fluencia propuesta en el cap. IV,

La solucién del gistema de ecuaciones no-lineales, se ha llevado a cabo con el
método de rigides inicial K, apart. Ap-IL3.a., sin encontrar ningin problema
hasta que se alcanzan valores de desplazamiento aplicado de 0.5 em , a partir
del cual comienzan algunos problemas de convergencia en la solucidn.

V.0, - Andlisiz del ensayo,

En el ensayo expetimental se ha observado, que la falla de la viga se
produce por fisuras diagonales, provocadas por corte, como las que exibe la
fig.(V.37,a); no obstante aparecen también otras fisuras verticales que se desarrollan
predominantemente en la zona de momentos fleclores constantes. En el andlisis
numérico, también se ha observado la aparicién de ambos grupos de fisuras
fig.(V.37b) y (V.37.¢). Asi , se observa que primeramente aparecen las fisuras
verticales, (modo-1-) de fractura fig.(V.37,b), ¥ luego de que el desplazamiento del
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punto de aplicacidn de ln carga supera los 0.3cm  aproximadamente, comienzan
a desarrollarse las nuevas fisuras que nacen desde el apoyo y se orientan hacia
el punto de aplicacién de la carga, estando provocadas por la accién del corte
fig.(V.37,c). Algunas de las fisuras correspondientes a este illimo grupo, se
manifiestan localmente como rotacién de lus ya existentes, Debido a esto, el
modelo presentado por los investigadores de la referencia [27] , muestran la
necesidad de definir el dngulo umbral a partir del cual se permite abrir una nueva
fisura. Dado que el presente modelo considera isotropia en el punto de andilisis,
no es necesario definir direcion de dafio en el punto,

La fig.(V.36,a) muesira la respuesta carga vs. desplazamiento, para el modelo
de Borst-Nauta 1*¥ para el ensuyo experimental y para este modelo, En ella
se puede ver que la respuesta de este modelo se desarrolla paralelamente a la
experimental, pero por debajo de los valores correctos. s probable que esta
diferencia se deba a que en la discretizacién, se ha situado el eje de los elementos
finitos que representan el acero a una distancia de 5.62 em de la cara inferor de
la viga, en eambio, en el ensayo real estaba siluado a 3.0 em .

BEn la fig.(v.36,b), se observa la curva de tension vs. deformacién en el punio
de integracién del hormigén que ha sufrido mayor deformacién plastica (punto
A, fig. V.35,a) solicitado, y en ella se puede ver como este punto describe una
trayectoria con ablandamiento, en tanto la respuesia global de la viga muestra
un endurecimiento,

En la fig.(V.36,¢), se observa la curva tensidn-deformacién para el punto de
integracién mas solicitado del acero (punto B, fig. V.35,a).
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fig.(V.35): Enusayo de flexién de una viga armada.— Caracleristicas geoméliicas mecanicas y malla de

elementos finitos utilizada en el ensayo numérico,
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fig.(V.36): Ensayo de flexion de una viga armada,~  a) Respuesta carga vs, desplazamiento del pto.
de aplicacion de |a earga = comparacion con los resultados experimentales y numéricos reportados en la
referencia **) . b) Respuesta tension-deformacién principal mayor, para el punto de hormigén mas
solicitodo. ¢} Respuesia tensidn-deformacién principal mayor, para el punto del acero mas solicitado.
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fig.(V.37): Ensayo de flexion de una viga armada.~  a) Estado de fisuracian dltimo obtenido en el
estudio experimental 1% b) Estado de fisuracian del ensayo numérico, en el limite correspondiente

a & = 0.25 e (fisuras mayores que el 1.5/, de ly maxima),  b) Estado de fisuracidn del ensayo
numérico, en el limite dltimo, & = 0.75 em (fisuras mayores que el 1.5"/, de la maxima).
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CONCLUSIONES

CONCLUSIONES SOBRE LA “FORMULACION DEL MODELO

CONSTITUTIVO"” PROPUESTO.

Fn esta tesis, se formula un modelo constitutivo de dano plistico que permite
simular, dentro de un rango muy amplio, el comportamiento de los materiales
cohesivo-friccionales, con especial orientacién hacia el hormigén, dentro de
procesos de carga cuasi-estaticos. El modelo ha sido analizado en profundidad
y se ha aplicado a diversos ejemplos de comprobacion. De su formulacién, se
podrian destacar las siguientes conclusiones:

1 — El modelo constitulive surge de una generalizacidn de los conceptos clisicos

de la teorin de la plasticidad, y permite iratar en modo general el
comportamiento mecanico del hormigon, bajo complejos estados tensionales
que resultan de procesos de cargas radiales y no-radiales, incluyendo la
posibilidad de considerar el fenémeno de degradaciéon de rigidez que se
produce durante el desarrollo de procesos elasticos y plasticos. Asimismo
permite controlar el fenémeno de dilatancia mediante el uso de una regla
de flujo no-asociada. La teoria mecdnica que respalda los fundamentos del
modelo de dario pldstico, hace de él una formulacion consistente factible de
ger particularizada o generalizada adn mas.

La modelizacién del hormigén ha requerido una nueva definicidn de la variable
interna de endurecimienio pldstico, denominada en este modelo variable
interna de dasio pldsiico, In que constiluye una “medida relativa” de la
energia disipada durante el proceso plistico. Esta variable ha posibilitado
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¢l tratamiento unificado de los procesos multiaxiales en general, que se
desarrollan en el hormigdn.

A la vista de las limilaciones que presentan las formulaciones elasto-plasticas
clasiens, para modelar el comportamiento de materiales friccionales mediante
el uso de una funcién de endurecimiento isoirdpico formulada en forma
explicita, ha sido necesario en su lugar definir la cohesidn como una variable
interna regulada por la correspondiente ecuacion de evolucién. Se hace una
propuesta general para dicha ecuacién de evolucién en funcién de curvas de
resisiencia (cohesién) obtenidas en ensayos uniaxiales a traceién y compresion,
También se proponen tres funciones explicitas para aproximar dichas curvas
nniaxiales de cohesion.

Se presentan funciones explicitas que definen el valor del dngulo de rezamiento
interne y de dilalancia para cada pseudo-instante del proceso de carga, y se
proponen dos funciones simplificadas, respectivamente, para el caso en que se
trabaje con hormigones,

Se definen los fendmenos de degradacién de rigidez eldstica y pldstica a
través de dos variables internas y de sus respectivas ecuaciones de evolucion,
asociadas a cada fenémeno particular, Ademas se formulan para casos simples
de degradacién, las expresiones de los tensores de rigidez secante y tangente
degradados. Por otra parte se generaliza el conceplo de flujo plastico asociado
para el caso general de procesos con degradacién de rigidez.

Se formula una funcidn de fluencia pldstica, homogénea de primer grado en
las tensiones, que aproxima muy bien ¢l comportamiento del hormigén y que
también puede ser considerada como funcién de potencial plistico, sin que
introduzea una excesiva dilatancia. También se propone una modificacion
simple de la funcién de fluencia de Mohr-Coulomb, que permite obtener
una adecuada relacién inicial entre las resistencias uniaxiales a compresion
y traccién, para dngulos de rozamiento interno comprendidos dentro de los
valores naturales del hormigén. El hecho de utilizar funciones de fluencia
pldstica, homogéneas de primer grado en las tensiones, presenta la ventaja
de permitir que el modelo pueda usar, ademds de las funciones propuesias
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en esla lesis, otras que pueden encontrarse en gran cantidad de trabajos
y experiencias acumuladas por otros investigadores en este temna. Ademis,
estas funciones permiten definir reglas de endurecimiento pldstico con un claro
significado fisico (tensiones o cohesion).

El modelo permite simular procesos de carga que conducen al sdlido a su
estado tltimo, situacién en que no puede seguir resistiendo las acciones
impuestas. Esto plantea una marcada diferencia con muchos modelos que
estan formulados para modelar el comportamiento hasta el limite de tensiones
maximas (comportamiento pre«pico), o ligeramente mas alla de este limite.

De la utilizaciéon de este modelo, se observa que en algunos problemas simples
de earga radial, ln respuesta obtenida coincide bastante con los resultados
de otros modelos basados en formulaciones més simples. Sin embargo, no
se puede extender esta afirmacién a problemas donde se desarrollan estados
{ensionales de compresién pura, o situaciones mas complejas (procesos de
compresidn-traccién, o corte), ni para aquellos casos de procesos de carga no-
radial, ya que se pueden desarrollar estados tensionales de diffeil simulacion,
que el presente modelo resuelve satisfactoriamente.

El manejo adecuade de los parametros y conceptos que intervienen en la
formulacién del modelo constitutivoe que se presenta, le proporcionan una gran
versatilidad que permite transformarlo en distintos modelos mis simples que
podrian considerarse como casos particulares de éste, Entre ellos, y a modo de
ejemplo, se pueden mencionar los siguientes:  Modelo elastico no-lineal con
degradacién de rigidez; Modelo elasto-plastico con endurecimiento positivo,
nulo o negativo, con degradacion elistica y /o degradacién plastica, ete.

¢ CONCLUSIONES SOBRE LA “APLICACION DEL MODELO

CONSTITUTIVO"” PROPUESTO.

La

aplicacién de la teorfa formulada en ¢l presente modelo constitutivo, puede

llevarse a cabo, en lineas generales, mediante la forma clisica utilizada para la

implementacion de las formulaciones no-lineales ineldsticas; sin embargo, conviene
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resaltar algunos conceptos, sobre los que fué necesario trabajur para conseguir

una buena respucsta del modelo:

i-=

‘on el ohjeto de poder realizar un andlisis de procesos de deformacion
inestables, se propone un algorifmo de control de desplazamientos (version
particular del método de plano normal actualizado —normal plane update-),
que permite mejorar la velocidad de convergencia. Este algoritmo, de simple
implementacién, ha revelado ser eficnz en la obtencién del camino de respuesta
en algunos ejemplos analizados.  Dentro de este mismo contexto, se propone
un algoritmo de control de plastificacion que permite regular el incremento de
carga, a partir de una definicién automitica de ln longitud de arco, pura que
en dicho ineremento plastifique sélo un punto de integracién, Esta técnica
de control automético de incremento de carga, estd formulado para ser
utilizado con cualguier método de control de desplazamientos y permite que
la disipacién de energia durante cada incremento sea minima.

Se propone un algoritme para implementar la técnica de retorno radial, que
posibilita integrar implicitamente la ecuacién constitutiva elasto-plistica,
Fsta es una técnica de inlegracién, adecuadn para los problemas con
ablandamiento por deformacién (contraccién de la superficie de fluencia
plastica), y permite una sustancial economia de tiempo de cileulo frente a
olras téenicas alternativas,

Un post-proceso de los resultados permite obtener en forma simple luego
de alcanzar la convergencia, como se muestra en los ejemplos de aplicacién
presentados, la informacion sobre el estado de fisuracién y/o aplastamiento
de cada punto del sélido.

Se han analizado una considerable cantidad de e¢jemplos con el modelo

propuesto. En cada caso se han exigido condiciones forzadas de cargas
] ] L 5

y vinculos, que conducian a problemas de dificil resolucion, abteniendose

siempre resultados satisfactorios con una buena coincidencia con los ensayos

experimentales, inclusive para modo mixto de fractura, caso en que s¢ han

reproducido resultados que atin no habian sido logradas por otros modelos
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constitutivos. Estos ejemplos indican las posibilidades fuluras que puede
ofrecer ln posterior aplicacién del modelo en su estado acual de desarrollo,

Durante la resolucién de los ejemplos, se ha podido observar que mientras
se desarrollan procesos de carga con endurecimiento isotrépico en todos los
puntos del sélido, se obtiene la convergencia hacia la solucién en forma
relativamente ripida, comenzando a decrecer esta velocidad de convergencia
a medida que aumentan los puntos que desarrollan proceso eslasto-plasticos
con ablandamiento, sobre todo después que se inicia el proceso de localizacion
de deformaciones,

Pl estudio desarrollado en este trabajo, permite plantear nuevas lineas de
investigacién, a partir de una mayor profundizacién de algunos temas que en
esta tesia no estdn totalmente cerrados. Entre los més interesantes, se destacan
los siguientes:

1=

El problema de la objetividad en la solucion respecto del tamaiio de la
malla de elementos finitos. En lo que respecta al comportamiento elasto-
pléstico con endurecimiento no se presentan problemas de objetividad en lns
respuestas; y aparentemente, este problema esti medianamente solucionado
para procesos elasto-pésticos con un comportamiento eléstico inicial, seguido
de un comportamiento plistico con ablandamiento, aprovechandose en forma
salisfactoria en este trabajo la experiencia de otros investigadores que
han profiindizado en el estudio de este campo. 5i embargo, el hormigdn
como muchos otros materiales friccionales, tiene tanto a traccién como a
compresién una respuesta marcada por un proceso elistico, seguido de otro
ineldstico con endurecimiento que conduce finalmente a un comportamiento
con ablandamiento, Este problema de comportamiento, necesita un mayor
esfuerzo de investigacién que permita dar solucién a los inconvenientes de
falta de objetividad en la respuesin que se presentan. Dentro de este
mismo contexto, también necesita mayor profundidad el estudio de la energia
de aplastamiento (7 que se propone en esta lesis, y que en un primer
momento ha permitido dar solucién a ciertos problemas de comportamento
multiaxial que se han presentado.
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Conviene estudiar también con mis rigor el fenémeno de localizacion de
deformaciones, el cual estd muy ligado, en este modelo, al problema de la
objetividad. Durante el desarrollo de algunos ejemplos de esta tesis se ha
permitido que esta localizacién se desarrolle espontineamente, en cambio en
olros ejemplos ha sido necesario excilar su iniciacion.

Dada las caracteristicas de la formulacién del modela, y su capacidad para
emular el comportamiento de materiales friccionales fragiles, serfa inleresante
investigar su posible aplicacién al andlisis del comportamiento de materiales

CEerAmicos,

Es también de particular interés la exlensidn de esta formulacion para
materiales friccionales que lengan marcada oriotropie, como es el caso de
la mamposteria, & inclusive mejorar la definicién del dafio local en algunos
problemas relacionados con el hormigén.

La resolucién de un problema cuasi-estatico con localizacién, resulta muy
costoso desde el punio de vista del tiempo computacional, siendo necesario
dedicar mayor atencién en el desarrollo de técnicas que permitan alcanzar la
convergencia en la soluciéon con menor esfuerzo.

Serfa conveniente extender la formulacién del presente modelo, para
considerar problemas con grandes deformaciones, con el objeto de amphar
su versatilidad y mejorar el tratamiento de los procesos con localizacion de
grn.ndca d{:funni‘l.ﬁimlﬂ:&.

A pesar que los datos bdsicos que necesita este modelo surgen de estudios
uninxiales a traccién y compresion del hormigén, puede resultar dificultosa
la determinacién de algunos pardmetros, come la energia de fractura por
unidad de area, y por lo tanto es deseable que sucesivas investigaciones sobre
el modelo permitan reducir la utilizacion de algunos de estos parametros, con
el fin de hacer mas sencilla su aplicaciéon practica.

Por iiltime, serfa de pgran importancia  realizar  distintos  estudios
experimentales uniaziales y mulliariales sobre el hormigon, que permitan
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aclarar su comportamiento durante determinadeos procesos de carga, con el
objeto de que se pueda ajustar mejor el modelo constitutivo que se presenta.
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APENDICE |

FUNDAMENTOS BASICOS DE LOS MODELOS ELASTO-PLASTICOS

Ap-1.1.- TEORIA DE LA PLASTICIDAD CLASICA:
“UN MODELO CONSTITUTIVO ELASTO-PLASTICO” GENERICO — INTRODUCCION

Se denoming modelo constitutive de un material, a una formulacidn malemdiico- numérica
capaz de describiv su comporiumienio meednico a un nivel macroscdpice (81},

Its muy complejo emular el comportamicnto de un sélide real, dentro de su rango total de
aplicacidn. Bsto hace que sen muy costoso (casi imposible) oblener una perfecta simulacion
matemdiico-numérica del mismo. Ademds, en la naturalera no hay dos solidos con idénticas
carncteristicas mecanicas; sino solo similares, Por todo esto, los modelos constilulivos proveen
una formulacién tedrica que solo prefende aprosimar, tanto comeo sea posible, el comportamiento
de los s6lidos idenles. Fstos representan a los sélidos reales, mediante hipdtesis que simplifican
au respuesta caracteristica, Asi, cada sélido renl serd estudiado por medio de un sélido ideal, que
A su ver serd simulado mediante un modelo constitutive numérico. Algunos materiales fienen
comportamiento mda claro y con menos dispersidn que otros; asi los materiales metilicos han
sido mejor descritos por estos medelos matemdticos que los geomaterinles en general (incluyendo
en este grupo los hormigones pétreos). En cualquier caso, los modelos conalitulives solo simulan
materales ideales, ¥ por lo tanto deberin ser capaces de emular la respuesta de los mismos,
descomponiendo su comportamiento en dos procesos mecdnicos con caracteristicas y rangos
muy diversos, wno eldatice (lineal o nolineal), y el otro ineldatico. A continuacién se presentan
Lrevemenle ambos conceplos.

Ap-L2.- SOLIDO ELASTICO IDEAL o SOLIDO HOOKEANO

En mayor o menor medida, todos los xélidos tienen un perfodo durante el proceso de
deformacidn, en el que su comporiamiento es eldstico, donde la fensidn en un punto depende
solamente del valor actual de su deformacion y no de la historia seguida por ésta durante el
pioceso de aplicacion de cargas. El gélido eldatico ideal se caracteriza por tener deformaciones
totalmente recuperables y tensiones obtenidas segin el modelo constitutivo mds simple, “la ley
de Hooks”, que para procesos uniaziales lineales, caso drivial, toma la siguiente forma:

T = P:E € { r'qu'l)

que expresa una relacién secante tolal enire la lensidn o y o deformacion ¢, wmediante el
médula de elasticidad secante Fs o modulo de Young ., Esla ecuncién constitutiva, para el caso
de capla piro y simple, resnlta:
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=Gz i {Ap-1.2)

siendo Gy el mddulo de corte secante, 7 la lenaidn de corie, y v la distoraidn en un punio del
adlido,

La teorin de ln elusticidad eclagien adopla come madelo constitutive, para procesos
multiaxiales, la ley de Hooks en su veraién generalizada; expresando cada componente del Lensor
de tensionss comao s .cambiﬂa.c{dn lineal de lan componentes del tennor de deformaciones. Eilo
e, en notacion tndictal:

oy = [Dijrtls €m y (Ap-1.3,a)

o on notacidon fensortal:

z=L2 ¢ (Ap-1.3,b)

Siendo @iy y ey los tensores de segunde orden de tensidn y defermacién respeclivamente
(anema-B); y [Dijuls el tensor de cuarto orden de rigidez secante del material %, Las ec.¢Ap-
1.3) representan nueve ecuaciones que contienen un total de ochenta y un coeficienten del tensor
de rigider del material, siendo inter-dependientes enire si en ciertos cnsos particulares. Asi |
cuandes los tensores ay; y ;; son simétricos, se reduce a freinfa y deis el niimero de componentes
independientes del tansor de vigidez secante del material [Dy;14]s, legando a depender solo de
dos pardmetros independientes, ol mdédulo de Young Eys y el cocficiente de Polssén vg, para el
easo mas simple de materiales 1adiropos. En enta situncién particular, se presenta una total
independencie enlre las componentes extennionales del tensor de tensiones y las distorsionales
del tensor de deformaciones, y viceversa; quedando expresada las ecuaciones (Ap-1.3) como!

oy = K‘?t‘uﬁu s af;"?ﬂ;j = p b+ 8y (Ap-L.4.a)
o bien:
g=3K7g, +2600(e-g, ) =2, t2 (Ap-1.4,b)
glenda :
Toer D ] i1 Tz Tia iy Ty Tin
g.,=|0 &doi 0 |ig=|m en ma|=|on on onl]

0 0 oo Tar Taa @my T3y T3 ey
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ot 0 0 i é’nn i’n: €11 €1z €12
oo ™™ 0 e O iR= by em Y | = | €11 €33 fan |
0 0 e g‘m Ya1  €a €1 €31 €aa

K;JJ'E-':"‘E"J = Kie.= KF(EU €39 F €33)

P

1 )
8yj = iz iﬂmfu = @y Fugidiy = 35?':.‘; i

L

e éu—idkmﬁu=hj—=m5u‘ i

. 1, #i=j1

'S‘J : funclian de Kronacker = {ﬂ' o i # i
23 Es

K g maduio extensional secante o madulo volumétrico = ————

3(1-2rg)

E
G‘g : méduio de corte secante o médule distorslonal = w——r—r:

2(1 + vy)

Las acs.(Ap-1.4) describen bastante bien el comportamiento de algunos materiales cuando
éalon estnn sometidos a pequerias deformaciones (1] Estas ecuaciones, también pueden
excribirse en forma matrieial del siguiente modo:

o= Dg .2 {(Ap-1.5)

siendo & y € matrices de una columna, vectares *, que solo contienen los coeficientes de la parte
simétrica de los respectivos tensores de tensidn oy v deformacion ¢4 (anexo-B):

1) 711 11 f11
733 13 €12 €22
g={\ _19% . = ) fm
T12 13 i 2ep
Taa @93 “¥ag 2 ey
Tal a1 Tai 2 eai

¥ Nata: En dlgebra matrielal se denomina vector a un conjunio de elementas ordenados en forma
de matrlz columna, Se utillza esta hotacidn, gue para este caso particular de aplicacicon carece de
sentido fisice, como una forma algoritmica que simplifica of tentamiento de los prablemas numéricos,
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¥ s la madriz de dgider secante del malerial, que contiene los lremte y dets coelicientes del
lensor de rigides secante [-Dd_ihl,].'h Esto es :

1=i5 i Ly ] 1] 0
1—ug (7 0 0 0
D - F o | =g 0 0 0
(14 we)(1-2ws) o 0 '
aime. =gez
-

o eactita en funcibn de los médulos K2 y G2 queda del siguieite modo:

Df; D“F D”S ] 0 0
I 1 ! p 4. p
p. DYVg 0 0 0 Ds = Kg + EGS
_ ptooo0o 0 0|
Bg= Gy o o |7
& 2
Fim. a0 Dy =gP--aqf
ab < 3
&

esta matriz de regider secante se define para los casos particulares de:  fenston planag,
deformacién plana, y stmelrie amal, como;

— Tensidn plann: o493 = T3 = 731 = 0y ¢33 7 0, se liene:

Es 1 s 0
D3 = se——p 1 0
. (1=r3) sim. 1:;:.:.

= Deformacion plann: ¢33 = y25 = 53 = 0y a3y #£ 0, 8¢ Lieue:

l“l’n Vs 0
E
Ds = - -y, 0
(1+we)(1-2ug) | o0 1=ges

- Simelrin nxinl: = Tos = Yap = Yeo = 0 8e flene:

1=, wg g 0

R v w0
T (14 wg)(1-2p5) | #dm. lep, 0
s)(1--2vs) &
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lia ceuacidn constituttva eldstica lineal ec.(Ap-14) puede ser generalizada [ATA procesos
elidaticos no lineales *°) independientes de la historia de deformaciones, si se define ¢l modulo
de rigidez extensional KE y el médule de rigidez cortante G2 como funciones del primer
tnvartante I del tensor de tensiones oy y del segundo invariante Jy  del fensor desviador
de tenatones a5, vespectivamente (aneso-E), Peto es:

K§ = K2 (1) = K (00m)

(Ap-i.6.a)
G5 = GG (1) = GF (10ut)
a bien, a partir de ln ec.(Ap-1.5), definiendo :
P (1) OB (%)
Es = 7 %
3K2(L) + G2 ()
(Ap-1.6,b)

_ _IKP(L)-GR(S)
T 2R + Gi?(”-'f)-hl

Para mayores detalles sobre este Lema, se recomienda consultlar un tratado de mecdnica de
los medios continuog [T 1],

Ap-L3- S0LIDO INELASTICO IDEAL - TEORIA DE LA PLASTICIDAD CON PEQUENAS
DEFORMACIONES,

Ap-L3.n- Introduceién

Las teorias ineldaticas emulan el comportamiento de lox sélidos cargados, denitra de un rango de
aplicacién en el gue no es factible hacerlo mediante el uso de la teoria de la elasticidad. Fsias
formulaciones matematicas se caracterizan por contemplar el fendmeno de irreversibilidad de
las deformaciones, que induce a un comportamiento energétice no-conservative dependiente
del camine recorrido. Existen diversos fendmenos fisicos que hacen gue el sélido tenga una
reapuesta inelastica P804, oy eqte trabajo solo se estudia una forma de inelasticidad
conacida como “plasticidad” FH3E0N0181] & Fyenciq iatdnianea, y se describiran breveniente
sus fundanientos mediante la homénima teorin motemiticn incrementnl. Fata se basa en la
mecdnica de los sdlidos continues e intenta emular el comporiamiento fisico macroscdpice de
los adlidos idealed a parlir de los siguientes rasgos caracterisiicos, que definen dor cstados de
compoerteamiente mecdnico:

- Un perfedo inicial eldstico, lineal o no lineal,

- Un comportamiento, denominade elasto-plistico, que sigue al periodo inicial, donde
el campo de tensiones no crece en forma proporcional al campe de deformaciones, y
donde estas deformaciones resultan de la adicién de wia parte recuperable (cuota
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elisticn) y otra parte srreetperable (euota plistica). Esta parte inelistica de la
deformacion se¢ manifiesta al iniciar un proceso de descarga, que por hipétesis
gerh slempre eldstico.

El limite que marca la sepatacidn eiitie estos dos estados mecdnicos e lo conoee como
“limite de fluencin” para los materiales metdlicos, y como “limite de discontinuidad” 13 134]
para los materiales friceionaled, quedando definids, en cualquiern de los casos, 5 lravés de
una funeidn en el espacio de tenstones que recibe ¢l nombre de funcidn de fluencia plstica o
funcidn de discontinuidad | respectivamente.

La fig.(Ap-1.1}, muestra en forma esquemitica el comporiemienio uniaziel de un punto
correspondiente 4 un material elasto-plistice ideal. Al comenzar el proceso de carga
presenta una zona eldstica lincal que se mantiene hasta ¢ punte A Hamado Wmile de
proporeienalidad. Seguidamente inicia un proceso eldaizco nolineal hasta alecanzar el punio
A’ llamado limite de eclasticidad, o partir del enal comienga un proceso elasto-plistico
caracterizado por un decrecimienio sostenido del médulo de rigidez tangente debido a la aceién
de los mecaniamos ineldaticoa irreversibles, Si durante el comportamientio glnaté-plhtim del
punto ge inicia un proceso de descarga, se observa que golo se recupera la parte eldstica @ del
lotal de la deformacion ¢ | sufrida durante el proceso de carga inclastico, guedando otra parte
remanente no recuperable que recibe el nombre de deformacidn pldatica €.

zona sin- enfurecimisnto

{Zong plastion perfect o
i

Iona postica

con abbandamient

L

___...-'-'D

A e e e o - e .

Tgpt £e

fig.{Ap-1.1): Comportamiento uniaxial esquemadtico de un "material elasto-plastico ideal”
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Dentro del perlodo elasio-plisiico se pueden distinguir tres regiones fig.(Ap-1.1):

« Una donde hay erecimiento de la tensién, tramo (A ~€), que recibe el nombre de zona
eluglo-plistica con endurecimienio,

- Otra donde el punto gue se analiza no experimenta cambio de tensién, trame (C-1),
y recibe el nombye de zona elasto-plistica perfecta o de endurecimiento nulo.

- Por iiltimo, una gona donde la tensidn decrece bajo crecimiento sostenido de las
deformacion, tramo (D-E), periodo elasto-pliatico con ablandamiento,

Este material elaato-pldstico ideal permite representar, bastante bien, el comportamiento
de distintos materiales reales (metilicos y no-metdlicos), mediante una simple modificacién de
los limites definidos anteriormente.

De los conceptos detallados, se puede observar que hay dos grandes aspeetos a tratar
dentro de la Leorin matemdticn de In plasticidad:

- Bl ertterio de fluencia o de discontinuided, que permile establecer, durante el proceso
de carga, el comiengo del proceso ineldatico y posterior evolucién de las fronleras del
dominio elastico dentro del espacio de tensiones.

- El comportamiento mis alli del limite elistico, denominade comportamienio elasio.
pldstico, que queda definido a partir de la formulacién de: (i) una deacompesicidn de
deformaciones en una parte elistica y otra plastica; (ii) una regla de flujo plistica:
(117) y unas variables internas * g (Se veré mis adelante, que la deformacion plastica
puede también ser tratada como una variable interna, por lo tante la vegla de flujo
pldatica serd entendida como su regla de evelucidn explicita de esia variable interna),

En los apartados subsiguientes se detallan estos dos concéptos basicos.

Ap-L3.b.- Criterio de discontinuidad para materiales friccionales, o eriterio de fluencin plistico
pars molaled

El eriterio de discontinuidnd inicinl, 0 fluencin inicinl  para materiales metdlicos, establece
un limite de {énsionea para un punto del sélido, a partir del cual se inicia un proceso lenio.
deformacional (or—e) ineldstico en dicho punio, caracterizado por el desarrollo de deformaciones
irrecuperables.  En un proceso uniazial de tensidn, se reconoce ficilmente este limite de

Y Nota: Las varlables Internas de un modelo elasto-plistico son escalares o tensores definidos

Internamente por el mlsmo proceso, en forma implicita, a partlr de una regla de svoluclén explicits
formulada segin I sigulente ley general 1™ ;

. (o, QJ

_ . Hy (o,q)
§=A\H(owgn) =\ ¢ Hy (o,q)
H. (e.q)

He (o,9)
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diseontinuidad inicial por tratarse de un escalar que adopla un valor equivalente 4 la fensidn en
el limite eldatico; sin embargo para puntos somelidos a extados multiaziales de tensidn no resulta
tan trivial la definicién de ese limite. Para solucionar esta indefinicién, se formula a partir de
estudios experimentales una expresion matematicn llamada cviterio Hmite de discontinuidad,
que entre otras variables, depende del estado tengional del punto, La “misidn” de esia funcien
ex "raducir” el estado de tension multiamial o wie de caracterisiica wnianial equivalente,
camparable con los que resultan de sstudios uninxiales simples.

En forma general, se puede definir el eriterio lmite de dizeontinnidad como una funetdn
escalar que depende del estedo tensianal actual del punto del sélido & y de un grupo de variables
internds ¢, Fsto es:

J = .ﬂ'—'(uru].m-.;) =0 (Apl.7)

siendo:

@(r) : tensor de tenslones en el estads actual,;

qiey = { ki), noy, d"(!}}w : vactar de varlables internas an el estade actual
Kit) : varlable de endurecimlenta pidstico lsotropiceo;

%)) 1 varlable de endurecimiento pldstico clnemidtico:

l“"{” i tensor de deformacian pldztica,

Se ha visto que la teorfa incremental de la plasticidnd solo admile dos estades de
comporfamienio meednico (apart, Ap-I.3.a) para cada punto de la masa del adlido ideal:
Bl estado eldstico 6 -FEl estado elasto-pldstico. La situacién de un punio cualquiera, en un
determinado instante ¢ del proceso de carga cunsi-estitico, queda inequivocamente definido a
partir de la condicién de eonsistencin plastica [41179] fig.(Ap-1.2), o también lamada condieién
de consistencia de Prager (apart. Ap-I.3.d); esto ex:

= Bl proceso de deformacién de un punto ed eldstico *:

-
a1 Flaw,qi) < 0 o blem: F = E& -+ H‘ < 0 (dascarga) (Ap-1.8,a)

= El proceso de deformacion de un punto es elasto-pldstico:

# Nota: Para maver elaridad en las expresiones matematic 43, an adelante se suziitulira g ¥ i)
por@ vy g, respectivaments. Entendidndose, a pesar de la omizicn, que son varfables que depanden
de un prevdo-tlempo t que defing un Instante en la evoluclén de un proceso elasto-pidstico cuasi-
astitico,
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: " - . op OF . BF
A Flair,qn) =0 vi F=omdd 9!1—0 (carga) (Ap-1.8,b)

Funcion limite de discantinul

fli} {carga)
e Funcion de fluencia

Periodo pldstice
F0 y FZ0

fig.(Ap-1.2): Representacion genérica de la “condicién general de consistencia pléstica™ de Prager.

Debido a que en materiales isdiropos ideales, el tensor de tensiones o es simétrico, se puede
formular un eriterio Hmite de diseontinuidad inicinl simplificada. De esta manera la funcién
(Ap-1.7) pasa o representar, en el espacio de lensiones principales, una superficie siméirica ¢
independiente del sisfema tnercial de referencia del adlido, transformando al modelo elasto-
plistico en una ley conatftutiva iadiropa. (sobre la conveniencia del uzo de formulaciones
isétropas para el hormigén, consultar la referencia ),

Estudios experimentales realizados por Bridgeman "V prueban que la influencia
de la presion hidrosidiica sobre la deformacidn pldstica es despreciable en sdlides no
poroses (materinles meldlicos); y también muesira que esta deformacion plastica depende
fundamentalmente de lo tensidn desviadora. Bsto nsegura que la deformacidn volumétrica
aerd aiempre eldstica, (sdlido incompresible) "%, Para este caso particular, de material metdlico
e fadtropo, el exiterio de fluencin plistico ec.{Ap-1.7) se reduce a :
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g =
L
PLAND:TE OOy 00

Yq

fig.(Ap-1.3,a): Representacion de un criterio de fluencia genérico en el sspacio de tensiones principales, o
espacio de Westergard.
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F=F(Jy,Jy,q)=0 (Ap-1.9)

siendo Jy v Jg el segundo y tercer invarianie del lensor deaviador de fensiones, respeclivamente
(unﬂmn-F).

Pata low materiales friceionales, es necesario lener en enenti ¢ue las fuerzas de rozamiento
entre particulas numentan con la componente normal del tensor de tensiones o (ver tambicn
criterio de Mohr-Coulomb apart. Ap-I.3.f). Por ello ln remistencia de estos materiales eroce
con el aumento de las fuersas de rogamiento interno, que a su ves vienen influenciadas por la
tenmdn eaféviea o hidrostdiica (primer invarianle del tensor de tensiones I;), gue actia en la
masa del adlido **l. Tanto el hormigén como los geomnterinles presentan esta enracteristicn;
por lo tanto deben ser tratados a Lravés de un criterio limite de discontinuidad que Lengn en
cuenta la influencia de ;. Esto es 2

Fo=F(l,J5,J3,q) =0 (Ap-1.10)

Ln representacién general de las [unciones (Ap-l.9) ¥ (Ap-1.10), se realiza mediante una
superficie en ¢l espacie de fenaiones, donde las direcciones principales de éstas, configuran los
q.je.:! de referencia. A sdle :nphtiﬂ ga lo denoming :spucm de {enatones de Hi“h-w:rlh:rglwd
#1113 fig(Ap-L3). Otlra forma de describir un eriterio de fluencia, es mediante una
descomposicién en planos fig.(Ap-1.3), Esto ea:

= Planos octnédricos: Eatos planos cortan én forma ortogounal al capecie diagonal
de fenatones (recta definida por: o, = o3 = @31) y por lo tante forman igual
dngulo con los tres ejes principalea de tenaidn (o1, 0, 04) que definen el octante de
compresién o traccidn telal. En estos planos, como es obvio, el primer invariante
del tenaor de lensiones se mantiene constante Iy = cte, ; por lo tanto, o bravéa
de este invariante se puede conocer su posicidn a partir del origen de lensiones:
£ = V3aan = V311 /3) = Li/V3 Su forma depende de otros dos invariantes: del
radie octaédrice p = V3Tt = v/3da; v del dngule de similaridad de Lode 8 =
%urcsin[(i‘-\ﬁ Ja)/(2(J2)**)]. Se denomina plane 7 al plano ociaddrice que pasa
por €l origen del espacio diegonal £ = 0, La interseccion de estos planos con la
superficie de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones, gue se denominan
funciones de fluencia segin planos ocladdricos,

= Planos meridianos de compresién mbximn: Estos planos son ortogonales a los planos
actaddricos, y gquedan inequivocamente definidos por la recia que describe el eapacio
diagonal (o3 = o3 = o3), ¥ por cada recta que describe el radio ocladdrice p, cuando
f = -i-évr; -I-?;f-'l'l'i -I-E'rr. Tstos planos cortan a los gjes de tensiones priudpnl“ &y, el
puttos de valor igual al de la tensién de compresidn uniaxial oe. La inlerseccion de
estos planos con la superficie de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones, que
se d,ﬂmmiua" fuhtl'oﬂcn de ﬂumu:iu n:ylhs pfltﬂpn meridianos de Emrlprnu'ﬁn,

— Plinos meridianos de traccidn mixima: Estos planos son ortogonales a los planos
octaddricos, y quedan inequivocamente deflinidos por la recta que describe ¢l sapecio
diagonal (71 = o3 = aa), ¥ por cada recta que describe ¢l radio ectaddrice p |, cnando
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PLANO oCTAEDRYN)

Cf.l + Oy Oy nere

PLANO MERIDIA
DE TRACCON

PLANO  MERIDIANG
DE_COMPRESIO

lig.(Ap-1.3.b): Relaciones geométricas entre planos octaédricos, planos meridianos, y plano principal
{1 = a3); de un criterio de fluencla genérico definido en ef espacio de tensiones principales, o espacio
de Westergard,
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0 = =ty ~bwx =2x, Dichos planos cortan o los ejes de Lensiones principales oy, en

i 14 j i
puntos de valor igual al de la tension de traccion uniaxial op. La interscecidn de estos
planos con la superficie de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones, gue se
demominan funciones de fluencia seqin planos mevidianos de traceidn,

— Planos prineipales: Son aguellos gue quedan definidos por la interseceion de dos, de las
tres direcciones de tensién principal. La interseceidn de estos plunos con la superfice
de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones ¢ue se denominan funciones de
flueneia segin planos de tensidn principal.

Ap-I.3.c.- Comportamiento mas nlla del limite de slusticidad — Comportamicnto elasto-plastico

Teorin de Levy-Mises:

Una forma de modelar el comportamiento elasto-pldatico de un punto del abdlide es mediante
la teoria de Levy-Miges, Esta admite, como primera hipdlesis, que el incremento temporal de
deformacion total es igual el incvemento temporal de deformacion plistica durante el process
elasto-plistico. Esla suposicién considera que la deformacién elistica es préxima a cero, o
también que el médulo de Young se hace muy grande en este periodo 152181 figiq e .

é=& = &=0 o Fz—m (Ap,11)

Esta teoria también supone, como segunda hipotesiz, qua ¢l #élide ideal que se modela
es pldsticamente incompresible € = 0; resultando de aqui y de la hipdlesis anterior, que
el incremento temporal del tensor desviador de deformaeidn pldstica, es igual al incremento
temporal del lensor de deformacidn pldstica tolal. Egto es :

PR O (Ap-1.12)
COn:
sy =8 =0

1= {]I 1 ’nﬂi0¢u}T :
resullando de las ec.f(Ap<i.11) ¥y (Ap-i.12), para esle caso pntt'lr.uln.r:

8 = e’ =4 (Ap-1.13)

1

de esta illima expresidn se deduce que ¢l 8dlido ideal de Levy-Mises tiene un comportamiento
elasto-pldstico ne influcnciade por la presidn hidrostdtica (no depende de Iy).

Uin sdlido ideal con estas caracieristicas, se identifica bastante bien con los materiales
metilicos, y su comportamiento puede ser descrito por la relacion tensidn-deflormacién de Levy-
Mises. Esta propone que los ejes principales de deformacion plisiica coincidan con los ejes
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principales de tension, lo que conduce a una proporeién constante entre eada componente del
tensor desviador de tensiones s;; y ¢l de deformactones e;;. Esta nueva hipdiesis se conoce
como regla de flujo asociada al criterio de fluencio de Von Mines, (apavt. Ap-1.3.f). Esto e

= i=la (Apai.14)

A
11
L
-

sienda:

€ i Incremento temporal del tensor de deformaclones ;

& : incrementa tempoial del tensor desvliador de deformaciones i

a8 ! tensor desvlador de tensionas actuallzado ;

.i | escalar e negative que varla a lo largo de la historla de carga,

~pardmatic de consistencla plastica.

Teorin do Prondtl-Reus

Otra forma de modelar el comportamiento elesfo.plistico de un punio del sélido es a través
de la teorfa de Prandtl-Reus. Bsta conatituye una generalizacién de la teorin de Levy-Mises, n
partir de la hipitesis que considera que el incremento temporal de deformacidn tofal 4, resulta
de la contribucién de una enota elistiea & mis otra plistica &' (ecnncién de Prandtl-Reus)
[441(58)181] poy ento, la ec.(Ap-1.11) quedara ;

=& 44 (Ap-1.18)

donde el tneremento temporal de deformacidn elistica & serd obienide segin las leyes de Ia
teorfa de la elasticidad (apart. Ap-L.2.); y el incremento temporal del tensor de deformacién
pldatica @' se obtendrd como una proporcidn del lensor desviador de tensiones &, en cada
instante del proceso de cargas. Easta lhipdtesis se conoce como regla de flujo de Prandil- Reus:

& =Aa {Ap-1.16)

siende:

&'t Incremento temporal del tensor de deformaciones plésticas |
8 tensor desviador de tenslones actuallzade |

At escalar no negativa que varfa a lo largo de | historia de cargs,

-pardinetic de consistencla pldstica.

para este material tdeal, (sélido de Prundtl-Reus), el pardmetro de consistencia plastica A tiene
un valor particular, que puede ser abtenido ei forma inmediata a partir de definir la ec.¢ap-1,18)
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en el enpacio de tensiones y deformaciones principales:

é = A i
& =1 (Ap-1.17)
e'g =0 W

quc tambidn puede ezcribirse conio:

(=) = A (81~44)
(¢h—eh) = A (92—42)
(A =e5) = A (21-93)

elavande al cuadrade y sumande miembro a miembro, lag ecuaciones anterior, se obliene:
(=) + ()" + (-8 = A [(a1—82)" + (s2-52)" + (91~ 53)°]

pero:

tn+-:r:t+-:ra m+tr:-+cr-.

(ai—ay) = [i—( ) =leri—( )] = (gi—2;)

quedando:
(&) + (G-)? + (@ -&) = A [(e1-02)* + (e2-03) + (01-02)*]
6 I =7\ 61y

resultando de aqui el pardmetro de consistencia plasticn buscado:

. o
A= 3?; (Ap-1.18)

siendo J7! el segundo invariante del meremento temporal del tensor desviador de deformaciones
pldaticas &', y Jy el segunde invariante del lensor desvindor de lensiones s, De esla lorna, la
ec.(Ap-1.18) resulta eacrita:

o ﬁp o
- 2 FT? pr-f.I.P)
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La eefAp-1.16] y (Ap-1.12) son una generalizacidn de la ec.(Ap-i.14), pero constituyven en ambos
casos, debido a las hipdtesiz de partida, una particularizacion de la regle de flujo generahzada
que serit tratada en el apartado siguiente,

Teorin de Ia plutlr.ldud elhaien: Deseompaosicidn de In deformucion total — HDegla des flujo
He:letnli:ndu

Cuando el eatada iensional de un punto del sdlida ideal alcansn el criterio de discontinuidad
inicial: Fle,q) = 0, y a la vez cumple con la condicién de consistencia plastica: F(a,q,) = 0;
se admite, por hipHiesis, que este punio se encuenira en estado elasto-plistics. El estudio del
coniportainiento elasio-plistico, mediante la formulacién clisica general de la teorin inevemental
de 1o plasticidad sin clegmdnclér: de rigides, comienza por adoptar como vilida la l|ipn.5t¢ui|l de
Prandil-Reus respeclo a la descomponicién de la deformacién lotal &,

e=Di'lodd =& 4 & | {(Ap-1.20)

v luego define una regla de flujo generalizada que considera el ineremento temporal de
deformacidn pldstica &, como una variable interna lensorial, cuya regla de evolucidn establece
la proporcionalidad entre las componentes de &' y las componentes del tensor de flujo plastico
g definido en el espacio de tensiones, Esto es;

&= A Her(a,q) = A QSE‘EE:—")- =\ g (Ap-1,21)

esta expresién, que también recibe el nombre de regla de normalidad (normal a In superficie
de potencial plistico ¢(o,q) ), es una generalizacion de la ec.CAp-1.12). En la ec.cAp-1.21) A es
un escalar no uegative llamado pavdmetrs de consistencin plasticn que se determina a partiy
de la propia condicidn de consigleneia de nger(npnrl. Ap-1.3.d) y que da la magnitud del
ineremento temporal de deformacidn plastica &, La funeion de potencial pldstico ¢ se formula

a parlir de estudios experimentales (1] y es la que define la direccrdn del incremento tmnpi}tnl
de deformacion plistica ",

La teoria de la plasticidad considera un caso particular de flujo plistico, cuando por
hipotesis se adopta a la superficie de fluencia pldstica como superficie de potencial pldstice
G = F. En este caso particular la ec.{Ap-1.21) se reduce a :

v OF(e,q) !
¥=i =2L=]¢ (Ap-1.22)

y s dice que se brata de una regla de flujo asociada a la superficie deé fluensia, En caso contrario
se dice gue ge trata de una regla de flujo no-asociada a la superficie de fluencia,
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Lo geomateriales y los hormigones on  parlicular, necesitan  normalmente  ser

considerados mediante una formulacién plastica no-asociada para describir adecuadamente su

comportamiento (23],

Se presenta en ol (anemo-F) una forma simple y apropiada de definir el tensor de flujo
plastico g para ser tratada en el edlenlo numdérico. Esta formulacion ha sido propuesta
originalmente por Nayak-Zienkiewics (8],

Teorin de ln plasticidad eldsica: Trabajo plistico unitario - Deformacién plistien efeetiva

il trabajo total desarrollado en una unidad de volumen de un sélido elasto-plistico ideal,
durante un pseudo incremento de tiempo (t — ¢ 4 dt) ocurrido en un proceso de carga cuasi-
ealdtico, en conocido con el nombre de incremento temporal de trabajo unilario o de trabajo
especifico; y vale

w=ad (Ap-1.23}

zienda:

o : tensor de tenslones actuallzado |

¢ 1 Incremento ternporal del tensor de deformaclones totales

La ec.(Ap-1.23) puede ser expresada segiin la hipotesis de descomposicion de deformaciones,
ae.(Ap-1,15), comao;

= o (& + &),
=o' d fold, {Ap-1.24)

= 0 + P,

donde 1" representn el incremento lemporal de irabajo unitarie eldstico recuperable y
topresents el incremento temporal de trabajo unilavie ineldstico no-recuperable, o energia
especifica disipada, que puede ser expresado como

WP = ﬂl‘.'l'."a;ul - (.% Ii T ')‘I‘ & = li.-";‘- it dﬂé (Ap-1.28)

sienedo;
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; i 1 P

wﬁr = Bl u:: = (5 5 l)T &' lnerementa temporal
de trabaje plastica unitarie volumaétrico |

ly = r A, = (8)7@" cineremento temporsi

de trabalo pldstico unitario distorsional y

1={1,1,1,0,0,0}" .

A continuacién se deduce para sdlides metdlicos ideales ¥ (o sdlido de Prandil-Reus ) [aa)i7oj(es]
In expresién del incremento temporal de trabajo unitario. Esto ea:

W= aT @ = = T (Ap-i.26)

Sustituyendo In se.fAp-1.19) en la ec.(Ap-1.26), 3¢ tiene:

il = _i_‘ ('i"Ti"’) = j!?::_! (i"Ti") (Ap-1,27)
2

siendo :

-

1 Y 1] -l W]
J;F_-i (ehyel) = 5 (&),

. ]
pere @ € = ﬂ';—g e dij
et
"o
- l ifF il 1 T ag
quedando : J = 7 (¢;¢0;) = = (@"én), (Ap-1.28)

¥ Nota: Caracteriaticas mecdnlcas mds destacadas en los materiales metillcos Idenles segun fas
hilpatesis de Prandt]-Reus:!

—El flijo plistico viense dado por ia regin de normalidad de Prandtl-Reus: é}} ='A B,

=El incremento temporal de deformaclan Inefdstica volumétrica ea nule ql": =0, (matearlal pldstica
fncompresible).

=El incramenio temporal de trabajo pidstice especifice reallzado por la presion hidroatdtica ez pulo

Iil’;‘- = %h:‘i,;'. '-'i:j = gs € =1,



—3al- Apdndice | (Fund, de los Mad, Elaste-Plidsticoe -

Sustituyendo el segundo invariante del inéremento temporal del tendor desiiador de
deformaciones pldsticas J.;"‘ en la ac.(Ap-1.27); resulla el ineremento temporal de trabajo pldatica
expecifico ¥ igual a:

pT ap
ar = /a7 &), - Vi y(@"a) (Ap-1.29)

(ifﬂ'ép )

que constituye una forma de expresar la ec.(Ap-1.25) para el caso particular de materiales
metalicos del lipo de Prandtl-Reus.  Para este material, también se puede presentar ¢l
incremento de trabajo pldatico espeeifico come ¢l producto de una fensidn uniaeial equivalente
@ , por ¢l incremento temporal de una deformacidn plistica uniamal equivalente & . Para ello
conviene relacionar términe a términe la ec.(Ap-1,21) con la ec.(Ap-1.18), de donde surge para
eate cano particular el siguiente fensor de flujo pldstice:

g = ﬂ%ﬂl = s (Ap-1.30)
o

La funcién potenefal plistico que cumple con esta particular relacion de flujo, es conacida
en la actualidad como la funcidn de Von Mises (apari. Ap-L.3.§);

G(e, k) = Jalo) = K*(x) =10 ) (Ap-1.31)

donde :

# 1 varlable latarna da andurecimlanto plistics |
K(r) = funeién de endurecimiento plistico

JI("') = segundo invarlante del tensor desviadar de tenslones. .

Clomo se ha visto en la ec.(Ap-1.30), la regla de flujo de Prandtl-Reus, lleva impllnil_n In
funcién potencial ¢Ap-1.31). Si multiplicamos ambos miembros de la ec.(Ap-1.31) por \/3. ac
puede oblener:

Gla, k) = 3l3(e) - V3KEK) =0 (Ap-1.32)

de donde surge la denominada tensién efectiva, o tensién generalisadn, o tensién uninxinl
equiivalente;

7= ille) = V3 K(k) (Ap-1.33)
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Sustituyendo la ec.(Ap-1.35) en la ec.(Ap-1,29), resulta la siguiente expresién particular del
ieremento temporal de irabajo plintico especifico !, valida solamenta para un material del
tipe Prandil-Reus:

7 = ‘/_ .‘/wﬂ,;'rrl = Fi (Apsl,34)

de donde se puede obtener la expresion de la deformacién plistien ofectiva, o también
denominada deformucion plistica generalizadn, o deformacion plisticn uninxinl equivalente,
para un cierto instanie t del proceso elasto-plastica. Esto es:

&= f f — dt f Z (arTary di (Ap-1.35)

Clonviene observar, que las expresiones (Ap-1.28) y (Ap-/,34) constituyen un caso particular
de ln ee.fap-1.25) para materiales del tipo de Prandtl-Reuss, o Von Mises (apart. Ap=I.3.c);
por lo tanto la ec.(Ap-1.35) ¥ es vilida solo para materiales ideales con estas caracteristicas, no
siendo generalizable a ningin material gue ultlice olra funcidn de polencial plistico.

Teorfn de ln plusticidad clasien: Superficie de eorga plistica -~ Varinble de endurecimiento
plistico: w .

En la fig.(Ap-1.1) se describe el comportamiento uniaxial esquemadtico de un sélido elasto-plistico
ideal. En ella se reconacen cualre sonas de comportamienie muy distinto, de las cuales una
sigue estrictamente las leyes de la teoria de la elasticidad, y las otras tres se rigen por la teorla
de la plasticidad, El Hmite entre la zona eldsiica y la plistica se establece mediante la superficie
de fluencin o superficie de discontinuidad |, y a parlir de alli esta superficie adguiere movilidad
en el enpacio de lensiones; a medida que evoluciona el proceso plasiico, bransformandose en
la denominada superfieie de enrgn plisticn. Esta funcién de carga no es otra cosa que la
actualizacion de la funcidn limite de discontinuidad ¢4p-1.7) para cada valor de las variables
internas gir) correspondiente a cada instante de psendo tiempo ¢ del proceso elasio-plistico.
El fendmeno que gobierna este cambio de posicion en el espacio de tensiones, se lo conoce como
endurecimiento plistico; que puede ser:

* Neta; En condliclones de “cargh r.udmt" "urmt proporcional”, (o sea cuandeo 5e cumple durante

todo el proceso de carga la relacidn m‘:-r .; = = ;"',‘.ﬂr entre las componentes del tensor

de tensiones en &l estado actual ¥ el extado lmc!at. raupectivamente), s¢ tlene que la ec,(Ap-[.35) se
puede ascilbir:

o= \/ :': (erTar)
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- Isptrapico: s hay movimienia homotélico de la superficie de carga plastica. A su vez edte

movimienio puede ser:

o positive: Cuando el movimiento homotético de la superficie de carga plistica es
de expansién fig.(Ap-l.4,b). En este caso se habla de un proceso elasto-plistice con

endurecimienio taoirdpico.

o nuler Cuands la superficie de carga plastica no evoluciona durante el proceso elasto-
plastico fig.(Ap-1.4,0). Tn este caso se habla de un proceso elasto-pldstico perfecto.

o negative: Cuando el movimiento homotético de la superficie de carga plistica ee de

contraccion, Bn este caso se habla de un proceso elasto-plistice con ablendamiento
twatrdpico,

— Cinematico: si hay movimiento de traslacidn de la superficie de carga plastiea, Eate
comportamiento plistico tiens por objeto emular el fendmenao fisico conocido como efecto

Baushinger
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fig.(Ap-1.4): Distintos tipos de endurecimientos considerados por la teoria de la plasticidad.

s Bl endurecimiento isotrépico, movimiente homotético de la funcién de earga plistica,

explicitamente (apart.

Ap-I.3.a.).

queda controlade por la evolucidn de ln funeidn de endurecimiento pldstico K(x), que depende,
de la variable interna de endurectmento pldslice k.

La evoluciton de szin vaviable interna

F=Fler)= fle) - K(r) =10

depende del proceso mismo, y lo liace condicionada por una regla de evolucidn que se formula

Uiia manera siniple de expresar la funcidn de corga
Ipluf.{ﬁicu, resulta de la siguiente particularizacion de la ec.CAp-1.7)

(Ap-1,38)
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Esta funcién escalar, se caracieriza por ser homogénen de primer grado en las componentes
del tensor de tensién ¥, y permile relacionar sin ﬂ.mhigiicdud la funcidn de endurectimiento
pldativo K(x) con wua funcidn de tensidn uniaziel equivalente F(x) ™ (la funcién (ap-1.32)
también gora de esta caracteristicn). Esta funcién de endurecimiento depende, durante el
proceso de cargn, de la variable interna de endurecimiento plistico &, y de su ley de evolucidn,
y puede ger expresnda matemiticamente en forma general del signiente modeo:

k;iﬂﬂmﬂ=ihﬂmﬁg%5ﬂ],
(Ap-1.37)

ko= b () & .

donde h, (e, #) cs un tensor de segundo orden, funcion del estade de Leisiones actualizade y
de la variable de endurecimiento plastico también actualizada: que en ¢l caso mis simple de la
teoria incremental de la plasticidad Lonia la forma del lensor de lensiones (para una definicién
mias general de la funcién b, (@, &), vease (apart. IV.{.a)). Esto es:

hio.n)=a (Ap-l,38)

en esta siluacién particnlar, resulta wina variable de endurecimiento pldafico igual al mcrvemento
temporal de trabajo plistico eapecifico; lamandose por lo tanto trabajo de endurecimiento
plistico especifico ec.(Ap-1.25):

=il =gTd (Ap-1.39,a)

Esta simple regla de endurecimiento puede simplificarse ain mas si se modela un material
metilico que cumple coi las hipdtesis de Prandtl-Reus; situacién que pérmite formular en modo
alternative ln ec.(Ap«.39,a), como una varieble de endurecimiento basada en lo deformacidn
pldsticn efectivas ec.(Ap-1.35), Para ello, igunlando la ec.dAp-1.39,a) can la ec.dAp-.34), se liene:

——

¥ Nota;  f(o) es una funclon homogénen de grade 11 en las componentes de tension, slempre
que se cumpla:  fla. @) = o" ()

& Nota; El teorema de Euler, aplicade a funclones f(o) , homogéneas de grado 1 en &

permite obtener (a sigulente transformaclén; }af(d')/aﬂ'}Td' =1 f(ﬂ') . ¥ por sllo, aplicada
& una funclén homegénea de primer grado en las tensiones, del tipe de (a ec.(Ap-1.36), parmite

escribir: {ﬂf{ﬂ)fﬂar}Td' = fle) = K(x) . Considerando en esta Uitima la ec.(Ap-1,32)
{(funcién de Van-Mises tratada come superficle potencial), se ebtlene la magnltud de la tenslon

afactiva: {Hy(a‘)fﬂq‘}w o= V3 K(r) =7 , tal que sustituida en la ec.(Ap:1.39,a), surge para este
caso particular ia sigulente simplificaclén en la expresicn de la varlable de endurecimiente pidstico:

R=ut=AF , donde el pardinetio de considtencla pldstica vals! A=
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1 1

A=dl'=gTd =F§ (Ap-1.39,b)

resultando de agui 1o nueva variable de endurecimiento, vilida solnente para materiales del
tipo de Prandtl-Reus:

P i;l = \/f J@re) (Ap-1.40)

lsta regla de evolucidn de la variable de endurecimiento, formulada en deformaciones efeciivas,
se puede generaligar para cualquier material ideal, considerando una constante ¢, que se puede
determinar a partir de la correspondiente funcién de potencial plistico ¢, Asi la ec.(Ap-1.90)
queca

ke = = Jeu £/ (@7&) (Ap-1.41)

 I}] endurecimiento cinemiitico, movimiento de traslacién de la superficie de carga plistica,
queda controlado por la variable interna de endurecimiento pldstico cinemdtico n, que define
las coordenndas del centro del dominio eldstico en ¢l eapacio de tensiones [12)72)81] B continue
cambio de estas coordenadas, durante la evolucién del procese elasto-plistico, proveca un
movimiento de teaslacién de la superficie de fluencia que puede o no combinarse con ui
movimiento isolrépico de expansién o contraccién de la misma, En el caso mds general se
puede escribir la funeién de carga plistica ec.(Ap-1.36) como:

F=Floq) = flo—q)-K(c) =0 (Apel.42)

siendo:
q={xne }T s vector de varlables internas

La ecuacién de evolucién de la vardable interna w, que define el centro del dominio eldstico
para cada instanie del proceso cuasi-estdlico, puede escribirse como:

n=pg% (Ap-i.a3)

Prager y Melan [430170)B1] peopusieron otra ecuacién de evolucién de n mas simple, que
puede considerarse como un ease particnlar de la anterior, ya que hace la hipétesis de que
estn variable es proporcional al incremento temporal de deformacion plistica, Esta regla de
evolucién considera un endurecimiente cinemdtico lineal ™), Eslo es:

7= cud’ (Ap-l.44)
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aiendo en relacion a la ac, (Ap-1.43)n

= ~—¢‘.L p— &
g e \/(-;""i”]

he= = Va J@TE)

¢, = caonstanta que depende de la funcidn de potencial plastice,

Teorin de In plasticidad elisicn: Helacién tension deformaeién generalisndn

La ley conatitutiva alasto-plistica fangente & = Dy € y el pardmetro de consistencia pldatica
A pueden ser formulades n partir del eriterio general de fluencia plistien o condicion de
consintencia de Prager (apart, Ap-I.3.d):

Flo.r)= fle) - K(g)=10 , (Ap-1.48,a)
ﬂi
Flo, &,k k)= {'Egﬂ-} a - &—F{%‘ﬂ =10 (Ap-1.45.b)

Sustituyendo la ec.fAp-1.45,8) en ln ec.(Ap-1.45,b), se Liene

ar” aF | 0K(x) |
o T —_— —_— A ',n‘,ﬂ
{ ﬂa} ¢ i # B ? (A /

Sustituyendo ln ec.(Ap-1.37) en la ec.(Ap-1.46), resulia:

T
{?svf} b= G (T &) (Ap-t47)

y sustituyendo esta dltima en la regla de flujo generaliznda sc.(Ap-1.21), se tiene:

ar " . BF s
hitha S5 = — i =t Apil.d
{ m’} &=k 2= (hu Bq') (Ap-l.48)
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pero el incremento temporal de tension, durante un proceso de carga plastica, puede ger escrito

COno:

& =Dy (i-é") = Dg ( é- A 3—3) (Ap-l.49)

slendo D el tengor de rigidez eldstico secante del material ec.(Ap-1.5).

Sustituyendo ln ac(Ap-1.49) ¢n la ec.(Ap-1.48) resulia

ar " i fary? ag . OF r 89
{E} Badi= 4 {E} Bs 5 = NEe ("ﬂ 5)

agrupando (érminos se obtiene ol pardmetro de consistencia plistica. Esto es:
Iitas ag ar y 80 _ fer\t .
{[{E} Dy 2l = ta (h,. -ﬂ'_'a')]} = {W} Dgé
T
o (&) pe

T (Ap-1.60)
A+ ({4} o #
siendao:
,5. = 0 : pardmetro de conslstencla plistica |
A= ._% (h""" %g)l 1 parametro de endurecimiente pldstico | {Ap-1.51)

S
g

& = tenslon unfaxial efectiva, definida para un gendrice material,

Sustituyendo la ec.(Ap-1.50) en la ac.(Ap-l.49), resulla la siguiente relacién incremental de
tensidn=-deformacién:

€ (Ap-1.52)
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Pudiendose esctibir, finalmente a partir de esta dlitma, la ley conatilutiva incremental
tangente para un proceso elasto-plistico no-asociado y sin degradacién de rigides. Tsto es:

g = DI é {(Ap-1,53)

sienda DY el tensor de rigidez elasto-plistice tangente del material;

|- (82}] [(85)" 2
s+ [{B) o #]

DY = Ds- (Ap-1.54)

este tensor de cuarto orden, cscrito en forma de matris, tiene validez en todo el proceso
elasto-plastico. Asf , para el caso particular de un proceso puraments cldstico, se tiene

que: —%E = Q%%l — oo, entonces A — ooy por lo tante D' — Dy,

Ap-L3.d.- Postulados de estnbilidad de DRUCKER - Condiciones de PRAGER

Las definiciones de maferial plisticamente estable dadas por Drucker no son mas que una
generalizacién al espacio n-dimensional de las conclusiones que se pueden extraer sobre el Lrabajo
plistico desarrollado en un proceso uniaxial causade por un lncremento de lensiones bajo la
aceién de un agente externo. Refirlendose exclusivamente a materialea con endurecimiento y
fiuje asociado enuncia gue un punto de un sélido cargado tiene un comportamiento estable si

se cumple lo siguiente (33143188181,

Postulndo (i): EI irabajo pldstico realizado por un agente cxterno, durante la aplicacidn
de un estado adicional de tensiones, ez positiva,

Postulado (ii): El trabajo nelo ejeculado por un agente externo, durante un ciclo de
aplicacién y remocion de un estado adicional de tenstones, ea no negativo,

Considerando un punto de un sélido sonmietido o un estado tensidn-deformacién previo
o — &, que en alterado en & — & por la accién de un agente externo, se tiene de acuerdo
al postulada(i), que la respuesta tension-deformacion del punto es estable i se cumple que ¢l
ineremento temparal de trabajo de aequndo ovden ea positivo fig.(Ap-15.a):

#Td =0

a Vg Ap-1.55
o A Fraq4atéd >0 i tn ;
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fig.(Ap-1.5); Estabilidad & inestabilidad en un material plastico sometido a un proceso uniaxial

y por el postulado(ii), se tiene estabilidad en la respuesta tensién-deformacién plistica de un
punto si se cumple que el incremento temporal de trabajo plistice de segundo orden es no
negative fig.(Ap-1.50) y fig,(Ap-1.5.c):

(o = o° )T &
o &'

14"
=

(Ap-1.56)

LS

donde:

& ¢ Tenzidn en al punto al inicio dal itime incrementa de carga.
Exte estade satlafizo en el Instante previo la ec (Ap-1.7)

@  Tension en sl punto en =l astado actual del proceso de carga .
Este estada satlifacd en sl instante actual la ec.(Ap-1.7) ;

&' 1 Incrementa de defarmacisn plaatica, desarrollada

durante sl incremento de tempo t (8l conelulr el ciclo de carga).

Ademds de estos dos postulados, un mualarial con endurecimentio plistico debe satisfacer
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tanibién las cuntro condiciones de Prager para asegurar un apropindeo comportamiento clasto-
plastico. Estas sou:

(i) Condicién de continuidnd: Se considera un punto de un gélido, sometido a un estado
de tensién e que estd situado en la superficie de fluencia, sobre el que se aplica un
incrementa temporal de tension &, fig.(Ap-1.6), proveniente de un incremento en el
estado de earga, deseargn o carga neutra (segin sea que el incremento de tensiones se
dirija hacia el exterior, interior o sea tangente a la superficie de fluencia) . Para evitar
discontinuidades en lo respuesta tensidn deformacidn la condicion de contimuidad
requiere que para estados de carga neutra, no se desarrollen deformaciones plasticas,
lo que significn que en este caso particular el pardmetro de consisiencin plistica de la
ae. fAp-1.50) es nulo A=0, (0F /e | &= Dgé ). Situacién que conduce a
desarrollar un teabajo plistico nulo,

fig.(Ap-1.6): Camino de tensiones seguido durante un incremento de carga

(ii) Condicion de unicidnd: Si sobre un punio del sdlido ideal, sometido a un estndo
previo de tension-deformacién, se aplica un incremento de tensiém, resullard un
ineremento de deformacién asociado al de tensién, (y viceversa), que seri tinico. Esta
condicién queda cumplida siempre que se tespelen los dos postulados de Drucker.

(iil) Condicién de irreversibilidad: Esta exige que el trabajo plistico sea irrecuperable
dado &l cardcter irreversible de las deformacioiies plasticas, BEn otras palabras, esta
condicién exige que ¢l trabajo pldatico de primer ovden ac.(Ap-1,39) sea siempre positivo
cualquiera sea ¢l proceso plistico desarrollade,

W' = gld =10 (Ap-LE?)
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Esla eciacidn, es considerads come un cago particular del sepunde principio de la
termodindmien (11

(iv) Condicion de consiatencin plistien: Esta condicion dice que bajo condiciones de
carga ( J-l'{r,g) =0) , un puite del sdlido que se encueitea en estado elasto-plastico,
pitsa necenariamenite a obro estado elasto-plistics, Malematicamenle ealo os:

Flok) = fle) = K(k) =0 , (Ap-1.58,a)
T
Fla, &) = {.S_:F%Eﬁ} a | ?%En_ﬁ-_) k=0 (Ap-1.58,b)

s lmportante notar, que si un punto del sélido tiene un comportamiento con
endutecimiento negativo (ablandamiento), no cumple con el segundo postulado de
Drucker, ec.(Ap-1.58) fig.(Ap-1.6), por lo tanlo, segin esle postulado se trataria de un
comportamiento inestable a nivel del punto, o inestable localmente, No obstante, esto
no lmplics gue neeesariomente se trate de un proceso inestable para todo el sdlido
(condicién de estabilidad global, apen. II); por lo tanto el segundo postulado de
Drucker sera considerado solo como una condicion suficiente de estabilidad global.
Otros comentarios sobre la estabilidad de un proceso elasto-plistico pueden ser
consultados en las referencias [*I7I11NO7IH04]40],

Ap-L3.e.- Condiciones de KUHN-TUCKER en plasticidsd.

La condicién de carga-descarga ¥ |a condicién de consistencia pldstica de Prager, se satisfacen
simultaneamente mediante las tres condiciones de Kubn-Tucker 11 | gque es otra forma de
presentar ¢l axioma de la mixima disipacién plislica MDF (apart. TV.8.1):

Az (Ap-1.68,c)
Fleq) < 0 (Ap-1.68,d)
AFleq) = 0 (Ap-1.58,0)

Do estas tres condiciones s¢ deduce que;

1= 5i .‘F(n‘, q) < 0, la condicidn de fluencie plistica no se satisface y se desarrolla un proceso
puramente elistico, por lo tanto, de la lercera condicion de Kuln-Tucker ec.(Ap-i.68,8) ge
obtiene que A = 0, de donde se deduce que las variables pldsticas internas no evolucionan
G =) H(ow qn) =0 (apart. Ap-I.3.q), (particularmente se tiene que & =0 ).

2- 8i A = 0, se deduce a partir de la tercera condicién de Kuhn-Tucker ec.¢Ap.l.58,8) que
el proceso debe satislacer necesariamente la condicidn de fluencia pldatica Flao,q) = 0,
significando gue se trata de un estads de cergo elnsto-plastico

a- 5j ,11 = 0, s¢ deduce a partir de la tercera condicion de Kulin-Tucker ec.(Ap-1.58,2) que
Fle,g) = 0. Puara este caso particular se pueden presentar dos situaciones distintas:
Un proceso de carga nula donde Floq) = 0, 0 Un proceso de descarga eldetico donde
Flog) = 0.,
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Ap-L3.0.- Criterins clisicos de fluencin, o discontinuidad, plastica.

Se han formulade en los dllimos anos una gran cantidad de eriferios de fluencia, o
discontinuidad pldstica, con el fin de mejorar la simulacién del comportamiento mecinico
de los sélidos idealss dentre de un cierto rango de trabajo. Hay criterios mas aplos para
reproducir el funcionamiento fenso-deformacional de los materiales metilicos y otros gue
funcienan mejor para los geomateriales. Fn general estos criterios deberfan considerar lns
siguientes caraclerfsticas bisicas de comportamiento:

- Los materinles metdlicos tienen una resistencia a traceién y compresion del mismo
orden de magnitud. La presién hidrostitien, (primer invariante del tensor de Lensiones
Iy ), influye muy poco en la determinacién del estado de fluencia plistica. Los cambios
de volumen permanente son despreciables (incremento temporal de deformaciéu
voluméirica permanente, dilatancia, nula @ = 0 ); lo que significn que la forma
y tamafio de una seccién transversal de la superficie de fluencia (plano octaédrico),
ge mantienes inalterada tanto n bajas como altas tensziones (e depende del tercer
invariante del tensor desviader de tensiones Jy ), (ej.: forma eilindrica; superficie de
Von Mises que serd estudiada mis adelante en este mismo apartado). El incremento
teniporal de deformacion plistica &' depende del tensor desviador de Lensiones & en
cada instante del procesa de carga cuasi-estitico; pudiendose usar satisfactoriamente
la regla de flujo de Prandil-Reus ec.(Ap-1.16), que es lo miamo que utilizar la forma
general de la regla de flujo ec.fAp-£.21), con uia funcién de potencial plistico del tipo
de la de Von Mises ee.(Ap-1.31). En este caso particular, el tensor de flujo plistico

g = -g—g— , e8 proporcional a a .

— Los materinles friecionnles del tipo de log hormigones pétreos tienen menor resistencia
a traceién que & compresion. La presién hidrostdtica influye mucho en la condicidn
de flueneia pldstica para tensiones bajas y moderadas, en cambio comiensa a perder
importancia en altas tensiones hidrostiticas. El sélido sufre cambios de volumen
irrecuperables exhibiendo el fendineno de dilatancia ¢ # 0, La forma y dimensiones
de una seceién transversal de la superficie de fluencia (plane octaédrico), e distinta
a bajas que a altas tensiones, pasando de una forma casi triangular a otra cireular,
respectivamente (para bajas presiones hidrostdticas depende del tercer invariante del
tensor desvindor de tensiones J; ¥ se independiza de él en altas presiones). La
deformacién plisticn tiene una direccion distinta a la que da el gradiente de la superficie
de fluencia, siendo necesario formular nna superficie de potencial plistice distinta a la
de fluencia pliatica (plasticidad no-asociada). En estos materiales, y a diferencia de
los metales, ¢l criterio de fluencia depende, entre otras, de tres variables: la colesidn
interna enlre partfculas ¢ , el rozamiento interno entre particulas ¢ y la dilatoncia
interna 1 . Estas pueden ser tratadas como variables internas del proceso mismo,
o también expresndas como una fincién formulada en forma explicita que depende
de la evolucidn de las variables internas g (ejs en la ec.(Ap-1.38) la funeidn de
endurecimients pldatice K (k) estd expresnda como una funcidy explicita que depende,
entre olras, de la variable inferna de endurectmiento plistico « ).
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e estn breve descripeion surge la necesidad de fornmular distintos criterios de fluencia v
potencial plistico que permitan cousiderar los requisitos exigidos por cada tipo de malerial
ideal, A q.nul-illum.'léu, we describen ulgulu.'m criterios cldsicos de fluencia pldnticn.

Criterio d¢ Huencin plistien de Bankine - De mixima tension de troceion.

Bste criterio fué formulado per Rankine en 1876 v forma parte de los eriterios gue dependen de
un solo pardmetro, la maxima resistencia uniaxial de braccién 23" | Incluye en su formulacién
el primer invariante del tensor de tensiones: Iy y el segundo y tercer invariante del fensor

desviador de tensiones: Jq y Ja, reapectivamente,

Actualmente ze lo suele utilizar en procesos de traccién para establecer ¢l limite donde se
inicin el fendneno de fractura fragil en los hormigones; hipdteais que conduce a suponer gue la
fractura ocurre cuando la maxima tensién principal, en un punto, aleanza el valor de la maxima
resistencia uniaxial a teaceidn Ky = KJ( N.r,'.) = o7 . La expresion matemitica que deseribe
eata Tuncién en el espacio de tensiones principales es:

F=Floopf") = maz. [o;] = ap™ =10 (Ap-1.69)

o bien, en funeidn de los invariantes del tensor de tensiones y de sn desvindor:
F = Fly, T2, 0,009%) = 2 /37, coa(f+ :) + I~ 3efu = ¢ (Ap-1.60)

o también, a partir de los mvarianies definidos en el espacio de Westergard segiin las coordenadas
octaddricas fig.(Ap-1.7):

F = F(p,§,0,08"") =2 p coa(f 4 %) t & — V3ap™ =0 (Ap-1.61)

Cualquiera de estas ires expresiones matematicas describe en el eapacie de tensiones
principales una piramide de base triangular fig.(Ap-1.7.0). En el plano oclaédrice o desviador,
un triangulo equilitero fig.(Ap-1.7,¢). En el plane merdiane de traccidn mdwima, (8 = -a-).
una recia de pendiente 1/+v/2 y en ol plano mendiano de compresion mdeima, (8= +F), una
recta de pendiente /2 fig.{Ap-1.7,b): ambas rectas meridianas se encuentran en on punto del
eje de Lensiones hidrostdlicas £ a una digtancia del Dtigml: .f“ = -\/._j n'.}'."”' . ¥ cortan al eje de
Lension octaddrica de corle poen pg'. = -\/3?_.! oy e pﬂ. i —\/Iﬁ g™ fig,(Ap-1.7,b).
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fig.(Ap-1.T): Criterio de fluencia de Rankine:

a) En ¢l espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Seqin los meridianos de traccion y compresién méxima,

¢) Segiin el plano octaédrico [; = 0 a plano =
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d)
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fig.(Ap:1.7); Criterlo de fluencia de Rankine:
d) Segan ¢l plano &y — 3,02 = 0.

Normalmente se utiliza el criterio de Rankine como un erilerio de barrera tensional,
parn limitar la méixima tension de traccién que puede soportar un punto del sélide fig.(Ap-
1.7.d). Combinado éste con otros criterion de discontinuidad que permiten simular mejor «l
comportamiento a compresién, puede ser ntilizado para tratar materiales del tipo del hormigdn.

Criterio de fAuencia plagtiea de Tresen — De mixima tensién cortante.

Este eriterio fué formulade por Tresen en 1864, y forma parte de los eriterios de fluencia que
i‘li.‘-pﬂlldm'l de un solo pardmetro, la maxima resistencia al corte ™o |

Il criterio de Tresca incluye en su formulacidn el segundo y tercer invariante del tensor
desviador de tensiones: J3 y Ja , respectivamente, e ignora la influencia del primer invariante
del tenser de tensiones [y |, permitiends simular un comportamiento gue se aproxima bastante
al de los metales. De acuerdo con este criterio |, se aleanga la fuencin plistica cuando el valor
de la funcién de endurecimiento plistico Xf = K'(ka) | que tene el significado de una Lensién
cortante escalada, alcanza la maxima tension de corte puro ™",
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La forma matematica de expresar el critero de fluencia plistica de Tresca, en el egpacio de

tengioned principiles, es:

; i
F = Fle,K') = man. [% |y — &4, ; los = eal | ]1 loa = il ] —K'(g)=0 (Ap-1.62)

siendo K'(x) una funcién de tension de corte puro *. También puede expresarse la ec (Ap-1.62)

eii funcion de los invariantes del tensor deaviador de tensiones comao:

F = FUBOKY = 2 VI cor0 — K = 0 (.09

* Nota: Esto se puede ver expresande los tensores @ y &, en el espaclo de tenslones principales,

para ui estado plano de corte puro g3 =0, o3 = —g; ¢

oy 0 O ay 0D
o= 0 o 0 = 0 0 0 I
ARLLIL U 0 0 -
".I 0 0 #y 0 0 &1 = Ty
a= |0 s 0]|=|0 0 0 ; pnm:h=ﬂ=¢:{
[ 0 0 & 0 0 =5 83 = =8 = O3 = =0y

sustituyendo este estado de tenslones an la ec (Ap-1.62), resulta

F= [i|a;—d‘;1] — K'(s) = 0,
F=ll-n-al] - K =0,

Fo=|=ty| - K'(k) =8 — ?C‘(h}) =0.
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fig.(Ap-1.8): Criterio de Ruencia de Tresca:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Seqiin los meridianos de traccién y compresion maxima.
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fig.(Ap-1.8): Criterio de Nuencia de Tiesca:
c) Segin al plano octaédiico I, = 0 o plano ;
d) Segin el plano oy — 3,02 = 0.
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Si multiplicamos por 2 /3 la ecuacién anterior, se obtiene el criterio de Tresca expresado
en valores de tensidn wniazial efectiva @ , en vew de la tensibn de corte pute K' . Esto
permite utilizar una funcién de endurecimiento plastico @(x) obtenida de un ensayo a traccion
o compresidn uniaxial:

F=F(10,K) =2 /1s cost — V3 2K'(x)] = 0,
e

Rik) (Ap-1.64)

Fo=F(J13,0,5) =2 /Iy cosb — F(x) = 0.

o también puede ser expresada en funcién de los invariantes definidos en el espacio de
Westergard, segiin las coordenadas octaddricas, como:

F=F(p 6,7 =pconl — ? EF(H.) =0 (Ap-l.68)

lomo se pudo ver, el primer invariante del lensor de lensiones no interviene eén la
formulacién de las expresiones que definen este criterio de fluencia, por lo tanto el plano
oclaédrica se mantiene constaile & igual al plano # cualguiera sea la tensidn media:
Taii = g = lr’" ; deseribiendo en el espacie de tensiones principalea un prisma de base
hexagonal orientado segin ¢l eje de presiones hidrostdlicas (o) = oy = oy) fig.(Ap-1.8,a). En el
plano octaédrico o desviador representa un hexdgono regular fig.(Ap-1.8,c). De la interseccidn
del plano meridiano de traccidn, (@ = —T), con la superficie de fluencia surge una recta de
pendiente nula, paralela a la que resulta de la interseccién del plane meridiano de compresidin,
(6 = + L), con la superficie de fluencin; ambas rectas meridinnas corlan al eje de tension de

corbe octaddrica en plh = ph = £./2 F(x) fig.(Ap-1.8,b). En el plano oy — a3, 09 = 0 representa
o T 3

un hexdgono deformado segiin el eje de tensiones oy = oy fig.(Ap-1.8,d).

Bl criterio de Tresca se utiliza normalmente para estudiar problemas de plasiicidad en
materiales metdlicos.

Criterio de fluencia plistien de Von Mises = De tension cortante octnédrien.

Bste eriterio fué formulado por Von Mises en 1913 y forma parte de los criterios que dependen
de un solo pardmetre, la mixima resistencia de corle octaddrica; 7 .

Bl eriterio de Von Mises ineluye en su formulacién selamente el segundo invanante del
tensor desviador de tengiones Jy , v es independiente del primer invariante del tensor de
tensiones Iy y del tercer invariante del tensor desvindor de tensiones J; . De acuerdo con
ente criterio, un punto del sélido aleanza la situacidn de fluencia plistica cuando el valor de
la funcién de endurecimienio plistica Ko = K(wo) , que tiene el significado de una tensién
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cortante escalada, aleansza la maxina lension de corte octaddrica, 1, .
Esle eriterio puede escribirse matemalicamente como:

F=Flo,K)= [(“1 —a3) + (03 = e3)" 4 (o3 = m)“] - K}k)=0 (Ap=1,66)

=

giendo K(x) una funcién de tensién cortante *, También a partir de esta dltima ecuacion se
puede deducir la relacién que hay entre la fensidn uniawial efectiva @ y la tension de corle
K . Para ello consideremos un estado ‘Fl*" traccién simple y arbitrario en el espacio de tensiones
prineipales: @y = Fp =T = &, 03 = a5 = 0, que sustituido en la ec.(Ap-1.66) da:

F= 5[ +@)] -k =0

S -

F= [2 (a')’] — Kl k) =0, (Ap:1.68)

[=A N

7(k) = V3 K(x)

Sustituyendo la ec.(Ap-1.67) en esta dltima, resulta la conocida tensidn uniazial efeciiva, o
tension uniariel generalizada, o tensidn untazial equivalente:

F(k) = V3K(k) = V3 o (Ap-1.69)
Otra forma de expresar la Tancidén matematica que describe este criterio de fluencia plastica,

resulta de formular la ec.(Ap-1.66) en funcién del segundo invariante del tensor desviador de
tensiones Jy . Esto ea

Js — Kix) =0, (Ap-1.70)

¥ Notar Conslderands en &l esapacio de tensiones princlpales, un arbltrario estado plano de corte
puro o, &y = 0, oy = —a; ysustituyendo este estado de tensiones en la nc.(.ﬂ.pl-f.dd}y congiderando
qua 81 =y} 3 = =48) =y = —dy (ver pld de pdg. crlterlo de Trasea), se tlene:

7= i 4 (o + (o -] ~ K0 =0

F= t'li [(M)‘-’ + (_"1]1 + (-2 - 31)1] —KYm) =0 (Ap-1.67)

F:.ﬂ'1-h:(ﬁ)=ﬁ
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siendo inmediato de aqui presentarla en su forma mas conocidn;

Vil = K(k) = 0, (Ap-i.71)

o también, a partir de esta dltima ecuacién se puede formular este criterio en funcidn de la
tenaién cortante octaddrica, razdn por la cual lleva el nombre de criterio de la maxima tensién

de corle octaddrica. Esio es:

i 2
Toat = \/gh = \/';!" K(r) (Ap-1.72)

Otra manera de formular o] criterio de fluencia de Von Mises, es en funcién de la {enaidn

unianial efectiva, Sustiluyendo la ec.(Ap-1.68) en la ec.(Ap-1.71) resulia:

V31 - #K) =0 (Ap-1.73)

A partir de la ec.(Ap-1.72) se puede representar también el criterio de Von Mises en funcién

de los invariantes definidos en ¢l espacio de Westergard segiin lns coordenadas octaédricas como:

7"5 = \/g K(k) = 0, (Ap-1.74)

o muliiplicande ambos sumandos por 3 | resulia:

Vip = V2V3K(x) =0,
V/Ep— ‘»/EEF(H.) =10

(Ap-1.75)
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fig.{Ap-1.9): Ciiterio de fluencia de Von Mises:
a) En ¢l espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
) Seqiin los meridianos de traccion y compresion maxima,
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fig.(Ap-1.9): Criterio de fluencia de Von Mises:
c) Segiin &l plano octaédrico I; = 0 o plano #;
d) Seqin el plano oy - 3,05 = 0,
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De Ins distintas formas de presentar el ariterio de fluencia de Von Mises, se puede ver que
en el espacto de tensiones principales dicho ciiterio representa un cilindro cuyo eje comcide
coti ¢l eje de presién hideostitica (o) = o2 = o) fig.(Ap-1.9,2). Esto ne debe a que en el
plano oetaddrico o desviador representa una circunferencia que mantiene constante su didnietro
cualguiera gea el valor de Ij | ya que es independiente de la influencia de la pregién hidrostitica
fig.(Ap-1.9,c). Ds la interseccion del plana meridiana de traccidn mdsima, (8 = -7); con la
supeifieie de fluencin plistica se obtiene una reeta, de pendiente nula, paralela a la gue resulta
de ln interseccion con el plano meridiano de compresion mdmma, (6 = +%); ambas rectas

cortan al eje de tension de corte octaédrica en: = plh = + \/R (x) fig.(Ap-1.9.b). En
el plano gy, ag = 0,0y representa una elipse que tiene su radic mayor orientado segin el eje
de lensiones oy = o3 ﬁg.(ﬁp-l.ﬂ,d). La funcién de esin nlipna surge de sustituir un estado de
teusion plane &y, 74 = 0, o1 en la ec.(Ap-1.66). Esto es:

(o4 = 00 4+ (0= 02)" + (o2 — )] = 6 £2(x) (Ap-1.76)

suatituyendo en ésta la ec.(Ap-1.88) s¢ liene:

2a] — 2090y + 20] = 8K k) = 247 {Ap-1.77)

Reordenando esta Gltima, se puede presentar la ecuacidn de la elipse de Von Mises como:
(=81 2 ay G-:E
(5) - (5)(%)

La diferencia fundainental siitee ¢ eviterio de Tresca y &l de Von Mises, radics ey la forma
de countderar loa estados tensionales de corte puro:

" (5’;)“ = (Ap-1.78)

1
de la ec.(Ap-1.65), para TRESCA; p" = 7 F(k) parad =0,
(Ap-).79)
2
de 13 e¢.(Ap-1.75), para Von MISES: p" = \/; glr) v @8
tal que la relacién de proporcion entre ambos radios ocladdricos es de:
(")
SiMiser — | 154700538.., (Ap-1.80)

(pu)‘ro-n-:-n
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slendo mas acertade para los materisles metilicon el radio octaédrico prevista por Von Mises.

En estudios numéricos sobre hormigones, llevados a cabo por M. Suidan and W. Schuobrich
0951 e utilizd el eriterio de fluencia de Vou Mizes para tratar el material a compresion,
cambinado con el eriterio de Rankine para considerar el comportamiento a traccion (Von Mises
com disminucian de la tensién lmite de traceién). Sobre la combinacién de eriterios de fluencia
plastica, ver (apart. Ap-I.3.g).

Criterio de fluencia plastien de Molu-Coulomb - De tensién cortante octaddrica,

[iste criterie, formulade por Coulomb en 1773 y desarrollade en profundidad por Molr en
1882, forma parte de los criterios que dependen de dos parimelros, siendo éstos la colesidn
interna entre particulas del sélide ¢y el rosamienio interno entre ellas, medide por el dngulo
¢ . Incluye en su expresién matemdtica el segundo y tercer invariante del tensor desviador de
tensiones:  Jq ¥ Jy , respectivamente, ¥ & diferencia de los criterios utilizados en materiales
metdlicos depende del primer invariante del tensor de tensiones [; . Esto se debe a que al
ser un criterio de fluencia basado en ¢l concepto del roramiento entre particulas, la fuersa de
rogamiento interna desarrollada entre ellas crece con el aumento de la presidn en ln masa del
golido, Esto es:

|7 | = Jlow) (Ap-1.81)

e
11 Tensidn cortante que se desarraile en el plano de falle

1
O = Tl 1 Tension medla u octaddrica,

En el caso unlaxlal representa ta tensidn normal al plans de fallo @y

A partir de esta idea bisica surge el criterio de fallo de Coulemb como;

|7 = ¢ 4 ou tang (Ap-1.82)

sendo:

¢ Cahesién interna entre particulas del sdlide |

i1 Angulo de rozamiento Interno antra paticulas del solldo.

En el caso extremo en que el dngulo de rozamiento interno sea iilo, ¢ = 0, este crilerio
de flnencia se transforma en el de Tresea: +=ec =K' fig,(Ap-1.11,d), y con ello se convierte en
un criterio de maxima ten#ion de corte,
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Representando la ec.(Ap-1.82) en 2l espacio T—a, fig.(Ap-1.10), resultan dow rectas tangentes
a los cireulos de maxima tension principal de Mohr, De aqui se tiene gue ¢l estado de fluencia
plastica se alcanza cuando el estado de tensiones hace que el circulo de Mohr togue las dos
pectas envolventes deseritas por la ec.(Ap-1.82),

‘1:

01 =03 =03

-
02z c.colg g

T==¢€

-(252)

fig.(Ap-1.10): Relacidn entre las tensiones principales y el criterio de Mohr-Coulomb

A partir de la fig.(Ap-1.10) se puede reescribir la ec.(Ap-1.82) del siguiente maodo:

oy = Ty — e
( 2 )cm-gb—ci

Reordenando algebraicamente esta ecuacion, queda:

B ("1 ; ”“) _ (F‘ ;”) sl'ﬂfp] tan ¢ {Ap-1.83)

Fla,c,d) = (ﬂ_l_gﬂ) 1 (%ﬁ) aing — ¢ cosp = 0 (Ap-1.84)
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giendo:

oy Tensidn princlpal mayor
a4 1 Tenaldn prinelpal menor
¢! Cohesion Interna entre particulas dal soflde |

¢ : Angulc de reramiente interno entre particulas del sdiida,

De la ec.(Ap-i.84) se deduce que ¢l criterio de Molir-Coulomb ignora el efecto de la tension
principal intermedia o3 |, lo que es un inconveniente para la definicién del eriterio de fluencia
en funcién de las tres tensiones principales (g, 03,03) . No obstante, este problema queda
resuelto gi se esctibe au expresién matemitica en {uncién del primer invariante del tensor de
tensiones Iy , del segunde invariante del tensor desviador de tensiones J; y del dngulo @ que
depende de J3 y Jq , definiendo asi , en forma inequivoea, la posicién del estado tensional en
el espacio de lensiones principales. Esto es:

F(l,J2,0,c,4) = -%1- ging + /Ja (cmﬂ— E"“‘i’_—;i"'\f') — ¢ cond=10 (Ap-1,85)

o idénticamente, se puede preseninr en funcién de los invariantes definidos en el espacio de
Westergard:

sind sing

F(p,£.0,c.¢) = 1/2£ ain g ﬂ.fﬁp(:m{?— T) - V¢ coad =0 {Ap-1.88)

Se puede ver en las acs.(Ap<l.84), (Ap-1.05) y (Ap-1.86), que el criterio de Mohr-Coulomb
representa en el eapacio de tenstones principales una pirdmide de base hexagonal distorsionada,
con eje coincidente con el de presion hidrostitica (o7 = o3 = oa) fig.(Ap-L11,a). Esto se
debe a que en el plene ocloddrico representa un hexdgono deformado que crece a medida que
se incrementa la presion hidrostiticn o, = & fig.(Ap-L11,c). De la interseccion del plano
meridiano de traceidn mdzima, (8 = —%), con la superficic de lluencia resulta una recta de
pendiente: ?{%"' | que corta el gje de tengién corlante ocladdrica en:  pff = i%ﬂf&“ﬂ? y
al eje de lensién normal octaédrica en:  £% = 3¢ cot . De la interseccion del plane
meridiane de compresién mdzima, (0 = +%), con la superficic de Huencia resultn una recta de

pendiente mayor gque el mersidiano de traccion: “-:3'5--‘--%1' , e corta el cje de tensién cortante
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octaddrica en: P‘c" = *---fﬁ-\_'(-:‘;;;'f';}'i'--'ﬂ y al gje de tensidn normal ectaddrica en el mismo punto
que el meridiane de traccién fig.(Ap-L11b). En el plano oy, 09 = 0,05 representa un liexdgono

deformade que se orienta segin ¢l eje de tensiones oy = o3 fig.(Ap-1.11,d).

De las funciones que deseriben el criterio de fluencia de Mohr-Coulomb y de la fig.(Ap-1.11),
resulia elaro que este eriterio trata en forma diferenciada el comportamionto tensionsl a traccién
y a compresién, admitiendo una relacién entre resistencias uniaxiales Rppo, = |¢:{- | / |d'§~'-] , que
solo depende de la magnitud del dngulo de rozamiento interno ¢ fig.(Ap-1.11,d). Esio se puede
comprobar eseribiendo la ec.(Ap-1.84) a partir de la convencién: o3 < o3 < oy, por lo tanto
gmeE — . ¥ ﬂ""”“ =yt

o (14 aing) p cosg
=T 0 Taing) A—sing) '
ay = oy tan® (E $ :) = 2¢ tan (E + %) i (Ap-l.a7)
sli il 1 {7 ,'E TR T r f
o = tan (4}2) 2¢ nn(q-}z \
pero haciendo:
a2 ,
Rarone = J_f:l = f'ﬂ‘“-’ (I + I?_!’) 0 {Ap-1.88)

resulia la sigiiente expresion del crilerio de Mohr-Coulomb :
"._,HHN = gtmar H.Mnht - 24 "/'RMHM" (Ap=1.82)

Puesio que las tensiones principales @y, 09,03  pueden ir tomando, de una a la vex, los
valores de ™" y g™ resultan de la ec.(Ap-1.89) seis planos en el espacio de tensiones
prineipales, que establecen las seis condiciones de fluencin plistica que delimitan el dominio
piramidal del criterio de Mohr-Coulomb, Para expresar estas seis condiciones se estudiard el
cago particular de un problema plano, con oy = 0 fig.(Ap-L.11.d), que permitird oblener seis
ecunciones de rectas gue demarguen el dominio de este criterio en el plano oy — o5 . Esto es:

LT

o Condicion 1-( Traccidn-Comprasidn), Patn o3 = ™" < 0 < gy = @ , resulta de la

ac,(Ap=1.83)

2o
FParaga =0 = oy = —\/TE_
Maohv

—iy = &y Harope e/ Ryune == {Ap-1.80)

Puaoy =0 =2 a3 = 25\/RMUM
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fig.(Ap-1.11): Criterio de fluencia de Mohr-Coulomb:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Sequn los meridianos de traccidn y compresion maxima.
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fig.(Ap-1.11): Criterio de Nuencia de Mohi-Coulomb:
<) Seqiin el plane oclaédiice I; = 0 o plano «;
d) Segan el plano oy — a3,y = 0.
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o Condicién 2-(Compresion-Compresion). Para oy = ™™ < oy = g™ < 0 | resulta de la
ac.(Ap-1,88)

—oy = =y Hpgone — 2 ¢ v/RM‘n.l'n = {F’ﬂrﬂ.‘d’:; =0 say= ‘Bﬂl\/ﬁ.mﬂm (Ap-1.91)

o Condicién 3-(Comprasisn-Compresion). Pata oy =o' < gy =™ <0 resulta de la
ac.(Ap-1.89)

—ay = =gz Hpone — 26V Ragronn =% {Pﬂrn:ﬂ'; =0 =%a = Rc\/ﬁy.mp {(Ap-1.82)

o Coudicién 4-(Compresién-Tracclon). Para @y = ™" < 0 < g5 = ¢™"" | resulia de Ia
eo.(Ap-1.88);
Paragy =0 =& =
"y = 3=
— VErtonr .
=) = &) Rarane — 2 ¢ ‘\/RMNN' = (Ap-1.93)

nE————

Paragra = 0 = oy =2G\/Hynj..-

o Condicidn b-(Traceidn-Tracclon). Para 0 < ey = ¢™" < g3 = o™ | resulta de la
ec.(Ap-1.89):

, r—— > %
ay = a3 Hapanir — 2 ¢ ‘\,/RMM" = 4 Parary =10 = ady= m (Ap-1.84)

a Condicién 0-(Traccldn-Traceisn), Para 0 < o3 = o™ < gy = ™" | resulin de la
ae,(Ap-1.89):

S 2c
@y = oy fpahe — 2¢ \/-ﬂum-m = {Fﬂﬂl-'ﬂ'a =0 =¢eay= m (Ap-1.25)
T

A partir de cstns condiciones de fluencia, se puede verificar la relacion entre resisiencias
uniaxiales a compresion y traceion oc.(Ap-1.88). Por ejemplo, a partir de la ec.(ap-1.90) se Liene:
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muax 2""

= = T ioga =™ = 2ey/ Raronr {Ap-i.96)
Mok il

y de nejui resulla:

\/...,_, L "JE-'
2¢ = """ [ Rpone = T = Rapone = (Ap-1.97)

‘ 0

M ahe |‘fﬂ‘!

Eutre las principales desventajas que presenta el uso de este criterio de fluencia plastica,
se pueden mencionar:

= Neo tiene en cuenta la influencia de la tensidn principal intermedin o5 |, resultando
un material con igual resistencia para un estado de compresidn binxial simétrico,
que para un estado de compresidon uniaxial simple, Los ensayos fisicos [741139]
muestran que para alcangar la resistencia mdxima en un estado de compresién biaxial
simétrico, es necesario aplicar componentes de tensién algo mayor que la componente
cortespondiente o un estade de compresién uniaxial.  (por ej.: en hormigones
sometidos a compresién doble simétrica se alcanzan resistencias 1.16 veces mayor que
a compresién uniaxial [71),

= Los meridianos de traceidn y compresion describen lineas rectas ya gue son funciones
lineales del primer invariante del tensor de tensiones Iy, Esta aproximacién resulta
deficiente si se trabaja con estados de tensién hidrostdtica muy altos, siendo necesario
para altas presiones que las curvas de los meridianos de traccién y compresion sean
paralelas (Dentro del rango habitual de trabajo de los hormigones no se aleansan
presiones hidrostiticas que hagan necesario considerar esia situacién, siendo bastaiite
aproximado considerar nieridianos rectos (apart.IV.5) ™ ). Bulre los criterios
de fluencia que satisfacen esta condicién se encuentra el conocido con el nombre de
enp-mode] (110131],

= La relacion entre resistencias nniaxiales de compresidn y traccion ec.(ap-1.88) depende
solamente del angulo de rogamiento interno ¢ , lo que hace dificil adaptar este criterio
a uii gran niimero de materiales. En el caso particular de los hormigones se tiene una
relacion maxima de Rajone = |a'2-|/|a‘¥| = 10.0 con un dngulo de rozamiento interno
¢ = 32° . 5i se observa la fig.(Ap-1.12), esta situacion no puede ser satisfecha con
el criterio estandar de Mohr-Coulomb. Entre las alternativas mas utilizadas para
solucionar este problema esti la de usar Mohr-Coulomb en la zona de compresién, y
en la gona de traccion un limite de tensign del tipo Rankine P71, pero ln combinacion
de eriterios de fluencla provoca serias singularidades en la gona de unidn de ambas
superficies si se pretende utilizar el eriterio de fluencia como criterio de patencial
plastico. Otra forma de resolver el problema es mediante la utilizacién de un dngulo
de rogamiento inlerno ficticio wuy alie ¢ = 55° gie permila alcanzar una relacion
de resistencias uniaxialea Rppp. = |a}f~|/}df}. = 10.0 . Esta dltima solucion, en
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fig.(Ap-1.12): Relacion entre el dngulo de rozamiento interno y el prametro Karg, = |t:r2-|/|rri_.’

el caso de gue se ulilice la superficie de Auencia como funcion de potencial plistico,
trae aparejado un excesivo efecio de dilatancia fig.{Ap-1.11.b), debido a que al crecer

sy
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el Angule ¢ crece ln componente de deformacidn plastica gue provoca este efeclo
(crecimiento de o ) (apavt. IV, 4.4d),

Criterio de fluencia plastien de Drucker-Pragor,

Este critetio, formulado por Drucker y Prager en 1.952, es considerado como una aproximacién
alisada del eriterio de Mahr-Cloulomb para evitar aus aristas gue producen problenias numéricos
cuando se trabaja con plasticidad asociada (ver al final de eate apéndice: regla de flujo en puntos
singulares (apart, Ap-I.5.h) )

La formulacién matemitica de eate criferio surge como una simple modificacién del criterio
de Von Mises, donde se incluye el efecto de la presién hidrostatica influenciada por una luncién
del angulo de rogamiento interno &(#) . También depende del segundo invariante del tensor
desvindor de tensiones J; v en independiente de su tercer invariante Jy . Es un eriterio gue
depende de dos pardmetros, siendo éatos la eohesion interna entre particnlas del sélida ¢ ¥
el rozamienio interno entre ellns ¢ .

Su expresion matematica, en Tuncién dé loa invariantes del tensor de tensiones y su tensor
dusviador, es :

FllyJued) = &) + /Ja — KE(r) = 0 {(Ap-1.90)

o idénticamente, se puede presentar en funcidn de los invarinntes definidos en ¢l capacio de
Weslergard:

Flpbed) = vV6E + p - V2E(R) = 0 (Ap-1.99)

donde F(¢) ¥ E(ﬂ:] son multiplicadores positivos que permiten ajusiar este criterio de fluencia
al de Molir-Couloinb. En ¢l caso particular que & = 0 se transforma en In teorin de Von Misca
ac.(Ap-1.75).

Este criterio de fluencia representa un cono de base cireular en el espacio de fensiones
principales, orlentado segun el eje de presiones lhidrostaticas o3 = o3 = o3 fig.(Ap-1.13,a). Esto
se debe a que el plano octaédrico es una circunferencia que mantiene su geometria, pero cambia
su dimension en funcién lineal del primer invariante del tensor de tensiones I, fig.(Ap-1.13,c).
De la interseccibn del plans meridians de traceidn mdzima, (@ = — %), con la superficie de
fluencia resulta una reeta de pendiente: & , gue corta al cje de Lensidn corlante oclaédrica
en:  ph =2 K y al eje de tensidn normal octaédiica en: £ = ‘755; . Debido a que este
criterio no bene en cuenta la influencia del tercer invariante del tensor desviador de leusiones,
la inferseccion del plano meridiano de compresign mdzima, (8 = +I), con la superficle de
fluencia da wna recta de igual pendiente que la dol meridiano de traecién, coincidiendo también
en los puntos de interseccion con los ejes octaédricos fig.(Ap-1.13,b). En el plano ay, a2 = 0,04
representa un elipse del tipo de la de Von Mises, pero desplazada de gu centre por influencia del
primer invariante del tensor de tensiones fig.(Ap-1.13.d). Esto es, particularigando la ec.(Ap-t.28)

en el plans oy — oy resulia:
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fig.(Ap-1.13): Criterio de fluencia de Drucker-Prager:
a) En ¢l espaclo de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segiin los meridianos de traccidn y compresion maxima.
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'C]-],f

fig.(Ap-1.13): Criterie de fluencia de Dyucker-Prager:
c) Segiin ¢l plano octaédrico I; = 0 o plano w;
d) Seqan el plane o — @3, 02 = 0.

— 305
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Vied + ot = o) < r =0 (Ap-1.100)

o fue ex I iliiﬂ!‘itl.‘!:

2 2
&y aa a6y
91 _ L (7)) 1 -0 (Ap-1.101)
(-J:';;-) N (v’-’ir) I (37")

Comn;
P o= K- E"‘ﬂ',-l-tra)

Esta curva, que esta en el plano oy — a3 , corta los ejes coordenados em

g

para: o) =0 = r = K = @oy = o) =

P
i

&3 k1
(Ap-l.102)
- VIE
parﬂ.‘ﬂ'a:ﬂ:‘;f‘-——’C—Hﬂlﬂﬂlzgﬁ::‘.‘,
y al eje de presiones hidrostiticas en:
V3 K
paka: gizaazq-:}r=f—iﬁd =£-|:J'=2E e (Ap-1.103)
Resultando de éslas, las siguientes relaciones de resistenciag;
0 /1 A
G 50 a3 +1
uniaxial; Rpegol = Lﬁj = & L = -
|!‘nr| i 3 —1
F Va1
3 (Ap-1.104)

¢ | 2@V 41

plaxial simatrica (457): Rl = = —
Tue a,;'ﬁ 3“ ﬁ _ 1

Entre los distintos caminos que hay para oblener las inagnitudes de las constantes de ajuste
& y K, se han elegido aguellos que resultan de exigir la coincidencia del criterio de Drucker-
Prager con el de Mohr-Coulomb en:  a.-sus meridianos de traccion maxima y b= en sus
meridianos de compresion maxima,
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s Conslaiile de ajuste gque vesnlta de exigir que el eriterio de Dyucker-Prager coincida con #|

de Mohr-Coulomb en sus menidianos de lraccidn mdximn:

2 ¢ /6 cosd g
(P'I}')Meahf = (p!;'J!?ruck = _m =2 K f

(Ap-1,105)
K
(= ) =
(En)ﬂfnh-r = (Gt )ﬂrur.l: = V,i ¢ cat Q‘l — "/E = &
resultande de esle sistemn de scuaciones:
= == 6 ¢ coasd
K=K =
1ik# 3 (3+ I'I':l"lrﬂ i

(Ap-1.106)

- 2 sindg

=

Estas dog constantes sustituidas en laa ecs.(Ap-1.028) y (Ap-1,92) deseriben un cone inacrito en

la pirdinide de Molir-Coulomb, coincidiendo ambos criterios en los meridianos de traccién
fig.(Ap-1.14).
e Constante de ajuste que resulia de exigir que ¢l eriterio de Drucker-Prager coincida con el

de Mohr-Coulomb en sus meridianos de compresion maxima;

2¢ V6 cos ¢ =
("%)Mnnr = (PE')D..“;,, m =2 K p
(Ap-1.107)

i E
(é )Mnhr = (E“)prunk =- '\/.i [+ fﬂﬂ¢= m :

reanlinndo de este sistema de ecunciones:
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= MOHR COLLOMB
o SUP. INSCRIPTA

= SUP. CIRCUNSCRIPTA

fig.(Ap-1.14): Relacidn entre los criterios de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segin &l plane oy — o3, = 0.



~309-

Apdndics | : Fund. de loe Mad, Elasto-Plisticos

‘& ouepd o g = ] oupaeo ouepd @ unbag (p
“ewmxew bossasdinod § wppoesn ap soweipiaw soj unbag (2
Habeig-Rynig £ quicino-syoyy 3p sopaiud Soj anus ugReedwio) (y]1-dy) by

NOISIM-W D
A0 tNYIOIN 3N

e O e = |l._.l.n.__..ﬂ|.ll.h
F=opT

—  __ ——— W\ T T T T gwmas-g

(I =

(P 2

HOIDOVEL
A ONVIAEW

—
il



=400~

E= Erh =

Apdndice | Fund. de los Mod, Elasto-Pldsticos

G cosg

2 sndg

o= gy = 7565'—;“_-95) .

(Ap-l.108)

Esins dos constantes sustituidas en las ecs.(ap-1.98) y (Ap-1.99) describen un cono que
cireunscribe la piramide de Molir-Coulomb, coincidiendo ambos criterios en los meridianos

de traccién fig.(Ap-1.14).

Entre lns principales desventajas que presenta el use de este eriterio de fluencia plastica,

se pueden mencionar:

= Aligual que en la superficie de Mohr-Caulomb, los meridianos de traceién y compresion

mAxima describen lineas reclasno paralelas, (funcién lineal de

Iy ), resultando

deficiente su utilizacién en problemas con grandes presiones hidrostiticas.

- No depende del tercer invariante del tensor desviader de tensiones Jy , incorporando
mayores difucultades que el eriterio de Mohr-Coulomb para ajustar el comportamiento
de los geomateriales en su range total de aplicacién, (plano octaédrice circular:

para cadaf = [p=cte. ¥V 8] )

~ La relneion entre resigtencias uniaxiales de compresion y traccién solamente depende
de In magnitud del 4ngulo de rozamiento interno ¢ , lo que hace dificil su adaptacién

a las caracteristicas de un gran nimere de materiales friccionales.

A continuacién se detallarin las ragones que llevaron a expresar estas dos dltimas
desventajas del criterio de Drucker-Frager. Sustituyendo en las ec.(Ap-1.104) las constanies
de ajustes expresadas en las ec.(Ap-1.106) ¥ ec.(Ap-1.108), resultan cuatro relaciones lensionales:
dos que corresponden n la superficie de fluencia de Drucker-Prager iuscrita en la de Moht-
Coulomb y dos que corresponden a la superficie de Drucker-Prager que circunscribe a la de

Molir-Coulomb, respectivamente. Esto es:

sustituyendo (Ap-1.106) - (Ap-1.104) © 4

sustituyendo (Ap-L108) v (Ap=1.104) : {

{Rﬂrunh)hu =

(Rg‘r tieh )'HH

{R.Iprﬁl:ld ),nﬂ'

(! 'zFrl'ruen )ﬂ-‘r

Jaing + 3
aing — 3

~ Baing+ 3
T 3sing -3
atng 4 3
Jaing — 3

Jaind + 3

- ﬁw-a

(Ap-1.108.a)

{Ap-1,108,b)
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U= Oi= O

fig.(Ap-1.16): Funcién de Drucker-Prager para las constantes de ajuste ec.(Ap-1.108), en el caso particular:
gy = oy, o3 =0, ¢ ;nrmiﬂ(%) L

De analizar las ec.(Ap-1.108,a), para lo superficie inscrila dentro de la de Mohr-Coulomb,
resulia obvio que la funcidn de Dirucker-Prager se indetermina en el plaie gy=r3 , para tensiones
oy = —a3 ,en (R Jiw. con un dngulo de rozamiento interno de ¢ = § fig.(Ap-L15).
Esto también ocurre e la superficie de Maolir-Coulomb, pero en el criterio de Drucker-Prager
hiay un problema adicional ya que ni ain para estos dngulos de rozamiento interno tan altos,
del orden de ¢ = T , se pueden alcamgan relaciones de resiatencing uniaxiales superiores
n |Rprwerli,, = 3 , magnitud que estd muy lejos de la requerida por materiales como los
hormigones. Ademds es necesario observar que estas situaciones extremas conducen a excesivos
e irreales efectos de dilatancia.

La supetficie de Drucker-Prager que circunscribe a la de Mohir-Coulomb, permite lograr
mayores relaciones de resistencias uniaxial, ec.(Ap-1.109,b) con dngulos de rosamiento mas bajos,
pero presenta una indeterminacién en el plano o3 — o3 , para tensiones —eoy = =3 , en
(R Jeie con un dngulo de rozamiento interno de ¢ = urcuin(g} =~ 36.8608,.." (valor
comprendido dentro de las caracterisiicas del hormigén) fig.(Ap-1.15). Esta indeterminacion se
debe a un erecimiento desmedido de la superficie en la zona de compresion frente a la de Lraccion,
tal que la curva contenida en el plano meridiano de iraccién maxima no alcanza a cortar el plano
oy — g aa = 0 fg.(Ap-1.3,a), o en otras palabras que el octante —oy, —og, —0y ha quedado
totalmente contenido dentra de la superficie de fluencin plistica. Para este caso parlicular,
la formulacién del eriterio de Drucker-Prager ec.(Ap-1.98) se reduce a la signiente expresién
matemadtica:
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e -
&2 4 - K =0 (Ap-1.110)

con: 7 =y = gy, =)

o bien escribiendo la ec.(Ap-1.110) de otro modo, resulta:

B VIE B Ge cosg
2V3G + sion(e) 4 sing 4 3 (3 - sind) S1GN(a)

(Ap-1,111)

Sustituyendo ¢ = urcsin(g) en la ec.Ap.l.108), resulta: & = 2—&5 ¥ K=d&e¢c = K =
-}5 ¢ que reemplagados en la ec.(Ap-1110) proveen a siguienle relacién entre la tensidn y la
coliesion para este caso particular:

1
¢ = s+ lol) = (o) CARiliana)

Esta particular expresién de la Tuncidn de Dnlc-kﬁrrprngﬂl representada en el plmm O T,
permite ver que solo se puede satisfacer In condicidn de fluencia plistica en el cazo particular:
oy = o303 = 0, ¢ = arcain(}) , si y solo si o > 0, o sen para estados de traccién doble
o de fensidén nula, ya que en la soua de compresion exige que la coliesidn sea nula, situacidn
totalmente inadimisible fig.(Ap-1.16).

Del analisis de la funcidn de Drucker-Prager que inscribe a ln de Molir-Coulonih, surge
que solo es posible su uso con dngulos de rozamiento interno ¢  bastante mas bajos que el
critico:  § = ﬂfclfﬂ(%) y en lal caso se esld muy lejos de poder aproximar las propiedades
del hormigén.

Ap-L3.g.- Comentnrios sobre In combinneitn de eriterios de fluenein plastien,

Los criteros de fluencia de Tresea ¥y Von Mises fueren formulados para el tratamiento de
los materinsles mietalicos, ajustandose bastaite bicw & sn comporiamieito mecinico. No se
puede decir lo mismeo de los criterios de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager, formulados para ¢l
tratamiento de los materiales friccionales. Con el fin de solucionar los defectos que presentan
estos dos altumos crilenios clasicon, normalmente de han seguide tres camineos allernativos:

1- Maodificar ligeramente un eriterio elasico para solucienar un cierio preblema puntual, Ver
(anemo-C): maodificacion del erilerio de Mohr-Conlomb. Ver también ref. (a3,

2~ Formular nuevos criterios de fluencia plistica, basados o no en los criterios clisicos,
con ¢ fin de mejornr la simuolacion del comportamiento de los sdlidos idenles.  Ver
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(apart IV.56.) erterio de fluencia propuesto en esta tesis.  Ver también las

refy, [ol20)Bal34) 0] 7)[s)(sa](7o]7a)7a][7a)sr1oz]{Laa) o] |

3- Ulilizar distintos eriterios de fluencia dentro de cada zona del espacio de tensiones
principales (rombinacién de criterios), Se incluyen aqui los criterios de fluencia con limite
de fenaton a fraceion [aajfaojaalaz)(1aa]

Ei este apartado solo se liarh  un comentario sobre la tercera opeidn para reselver el
problema, En general este caming, desde ¢l punto de vista de las téenicas de programacion,
constituye una opcién simple y comoda que permite considerar uno u otro criterio de fluencia
plastica mediante decisiones 1égicas . No obstante, esta solucién trae probleinas desde el punio
de visla de la mecdnica.

Entre las combinacionen posibles, se tratarin las signientes:

-1- Criterio de Von Mises o compresién y Rankine (o disminucién de tonsién) a traceion,

Entre loa muchos problemas que presenta esta combinacién de eriterios, log m4s serios son:

PLAND DE COINCIDENCIA

ﬂg,(Ap-l.lT); Combinacién del criterio de fluencia pléslltu de Von Mises con el de Rankine en el espacio
de Westergard,
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- Debido a que la superficie de Von Mises es cilindrica y la de Rankine una piramide de base
trinngular, se presenta una discontinuidad funcional en el plane o planos de combinacisn
funcional fig.(Ap-1.17), quedando indefinido, el criterio de fluencia resultante, en cata regién,
Esto se agrava si se adopta una regla de flujo asociada al criterio de fluencia, ya que se
presenta una definicién miltiple del flujo plistico en la interseccién de ambas superficies.
Solamente en el plano oy — @3,09 = 0 se presenta un caso particular de continuidad
funcional con discontinuidad en el flujo plaatico fig.(Ap-1.17). Siendo ento iltimo salvable
ntilizando &l criterio de Kaiter (dpﬂ.l"i. Ap-L3.h).

— Los materiales friccionales presentan dilatancia ¢}, # 0, y esla combinacién de criterios de
fluencia no tiens en cuenta este efecto en la gona de compresién pura, donde el fendmeno es
méas importante (desprecia la influencia de Iy ), y lo tiene en cuenta en la zona de traecién
donde es menos importante debido al bajo nivel de fensiones.

~ En la poun de compresion pura desprecia la influencia del tercer invariante del tensor
desviador de Lensiones Jy .

- Si me utiliza una variable de endurecimiento simplificada, como la deformacion pldstica
efectiva ec.(Ap-1.41), serd necesario utilisar una constante e, para cada superficie de
fluencia, esto es:

Si)niioe. ¥ Iy = cle,
g = { () 3 (Ap-1.113)
(nﬂ)ﬂmlkhln v "rl 2 cte.

Siendo en estos casos mas conveniente trabajar con una varinble de endurecimiento del
tipo del trabajo pldsiice eapecifice vc.(Ap-1.38).

-2- Criterio de Vou Mises a compresion y Mohy-Coulomb n traccidn.

Ests combinacién, de un cilindro (Von Mises) en la zona de compresion con una pirdmide de
base expgounl (Mohr-Coulomb) en 1a wona de traccidn, adolece de los mismos defecton que los
mencionados en la combinacién -1- fig.(Ap-1.18),

-3~ Criterio de Von Mises a compresién y Drucker-Prager a traccion.

Se trata de la combinacién de un eilindro (Von Mises), en la zona de compresidn, con un eono
de base circular (Drucker-Prager), en la zona de traccién fig.(Ap-1.19), Tiene una gran ventaja
sobte log tratados en los dos apartados anteriores, ya que permite lograr continuidad funcional
en los planos de combinacién, aunque no en sus detivadas. Debido a esto si se ntiliza este
criterio de fluencia plastica como criterio de poicncial, serd necesario definir un flujo nnico
sobre el plano de combinaeion,
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fig.(Ap-1.18): Combinacién del criterio de fluencia plastica de Von Mises con el de Mahr-Coulomb en el
espacio de Westergard,

Entre los problemas mids sorios que presenta esta combinacién, estan:

~ Falta total de dilatancia en la gona de compresion, al ignal que los tratados anteriormente,
debido a que desprecia la influencia del primer invariante del teusor de tensiones en esta
gona de trabajo, al ignal que las dos combinaciones anteriores.

= Deaprecia tanto a traccion como a compresion la influencia del tercer invariante del tensor
desviador de Lensiones,

— s necesarto trabajar con una variable de endurecimicnte pliztica del tipo del trabajo
plastico especifico ec.(Ap-f. 30}, en forma andloga que en las dos combinaciones anteriores.

=Y por tltimo, aparece un problema adicional en ln relacién de resistencin uniaxisl
mluprcsitfmatracciﬁn, e haee gue data no pueda ser mayor que dos en ningiin caso,



. Apepdice | Fund. de los Mod. Elasto-Flisticos —qU7—

PLANO DE (INCIDENCIAL= 0AT; AT,

fig.{Ap-1.19): Combinacién del criterio de fluencia plistica de Von Mises con el de Drucker-Prager en el
espacio de Westergard,

Para explicar este dltimo problema, es conveniente definir previamenle la funcién de
fluencia resultante y la condicién para que exista colncidencia entie ambas,

Vg — K(g) =0 Y L =0,
Flok) = (Ap-1.114)

&h+VILE-KR)=0; Y >0,

La fincidn de endurecimiento de la #c,¢Ap-1,214,a) debe coineidiv con el de ln se.cap-1.114,b)
en ¢l plano de coineidencia, que por simplicidad elegiremos I; = 0. Para ello debe cumplirse

que
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Klk) = K(x) (Ap-l,115)

siende  K(x) la constante de ajuste de Drucker-Prager, definida en las ec.(Ap-1.108) o
ec.(Ap-1.108), segiin se elija un cono inscrito o circunserito o lo superficie de Molir-Coulomb,
respeclivamente.

Definida la funcién de fluencia y la condicidn de coincidencia, se determinarin los Hmites de
tensién uninxial y biaxial, y a partir de éatos se oblendrin las relaciones de resistencia buseada,
Fatos limites de tensién resultardn de la funcién de Drucker-Prager para [y = 0, y de la de
Von Mises para Iy <0

o Tensidn de compresién uninxial: sustituyendo gy = oe < Dga =y =0 en la ec.(114,a)
resulta:

lee| _
—‘}%— K(x)

{Apel.116)

loe] = loal = v3 E(x)

o Tennién de truceién uniaxinl: sustituyendo oy = op > 0,03 = o3 = 0 en la ec.{114,b),
(ver también ac.(Ap-1,102)), tesulla:

V3 K(k)

ap| = = —ayyes Ap-1.117)
|err| l"—"1| E??:-l--l (Ap

o Tensién de compresién binxial doble simétrien: suslituyendo o3 = o3 = ol = 0,0, =
0l en la ec.(114,a) resulta:

- (N’_)
\/E (Ap-1,118)}
l{ré”"'l = V3 K(x)

o Tensién de traccion biaxial doble simétrica: sustibuyendo 0y = 7y = ad = 0,05 =0 en
la ec.(114,b), (ver también ec.(Ap-1.103)), resulta

= 0 s 28 (Ap-1.119)
23 41
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De neverdo a estos limites de tensiones, resnltan las siguientes relaciones de tension mdxima:

e prelncion de resistencin uninxial 1 de la ec.{Apd.116) Y ec.{Ap-L.117) resulin:
1
|R"| = E‘H —a+v3 + 1 (Ap-1,120)

— Para el easo en que la superficie de Deveker- Prager estd inscrita a Iu de Molir-Claulonib:

& = Gine = 75 {1_:':3m . Resuita de ia ec.(Ap-1.120) = |R“| — f:f:‘ i de dende
BUEge gue;

pora : 0<g< =, = 1<R"<15 (Ap-1.121)

paf s

- Para ¢l case en que la superficic de Drucker-Prager circunscriba a la de Mohr-Coulomb;
O = Qe = 75%%—} . Fesulta de Ja ec.{Ap-1.120) = ]R"l 5"11’“" de donde
BUEge U

para - 0 1< R° <2 (Ap-1,122)

1A
ﬁ‘
IA

h-:fq
4

s relocion de resistencin binxial doble simétricn: de la ec.fApa. 118) y ec.(Ap-1,119) resulin:

A8
’ P | |a;w} —amvi+ 1 (Ap-1,123)

- Para ¢l caso en que la superficie de Drucker-Prager esté  inscrita en la de Molir-
Coulomb: & = B = Fiaysng) + Results dalo oc(Ap-1.123) = |R™| =

.ﬁl!l

,,,,,f ; de donde surge que:

para : 0 1< RY <3 (Ap-1.124)

1%
=
I
b3 f
4

= Para ¢l caso en gue li superficie de Drucker-Prager cireunseriba a la de Mohr-Coulomb:
x= Ry = ?-—;(;:"'ih . Resulta de la ec.(Ap-1.123) = |R*"| = i‘ﬂ'l"h'ﬂ :de

donde surge que:

-

para 1 0 < ¢ < %, = 12 22 (Ap-1.125)
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De las sos.(Ap-L 1210, (Ap-l,122), (Ap-l.124) ¥ (Ap-1,125) queda clarp que esta combinacian
de eriterios no admile relaciones de Lensidi superior a dok en ningin caso,

A= Criterio de Mohr-Coulomb n compresion y Rankine a {raceion,

La comblnacién de una piramide de base exagonal (Mohr-Coulomb) en la gona de compresion,
con una pirdmide de base triangular (Rankine) en la sona de traccién, adolece de los mismos
defecios que la combinacién -1- fig.(Ap-1.18).

Se podria continuar mencionande criterios de fluencia plistica que surgen de la combinacion
de otros, pero en general esta golucién adolece de los mismos problemas mencionados en los
cuntro apartados anteriores. Por esta ragdn es mds conveniente recurrir a la formulacién de un
crilerio fdunico,

Ap-1.3.5.- Regla de flujo en puntos singnlares

Se pueden presentar funciones de potencial pldsiico G con puntos stngulares, donde la regla
de flujo dada en la ec.(ap-1.21) no tenga definicién dnica, Bsto significa que en ciertos puntos,
Ia funicién @ no tiene derivadas continnas (¢j.: las funciones de Mohr-Coulomb y Tresca para

# = +%).

Con el fin de establecer una definicién tinica del flujo plistico, W, Kaéiter ™ propuso una
generalisacién de la ec.{Ap-1.21), diciendo gne: ¢! ineremento lemporal de deformacion pldstica
puede ser ablenido como la suma de loa aubinerementos de deformacion pldatica gue resultan
dé la coniribucién de cada una de las “n* auperficiea de anrncg'uf pldstica que concurren al
punto singular fig.(Ap-1.20), Esto es

agt) v GG agi L Agte)
& = pNin ﬁc ol pm,\!ﬂuﬁ_+“_+pﬂ13m g, {h.,.q,,,tﬂi,\tu)_g’_ (Ap-1.128)

siendo p*) un factor de peso del flujo plistico , correspondiente a la funcién de potencial ¢!,
que varia entre 0 < pl) < 1 y sirve para ajustar la regla de flujo tanto como sea necesario; y

0 {%}T Dsd

=

BT BT

(Ap-L127)

el parimetro de consistencia plistica correspondiente a la funcién de potencial ¢U'' . La
definicién de este parimetro de consistencia, ec.(Ap-1.127), e vilido siempre que F tenga
primeras derivadas continuas, caso contrario se tendrd  en cuenta en la ec.(Ap-L127) la
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fig.(Ap-1.20): Flujo pléstico para una superficie de potenclal que presenta puntos singulares

discontinuidad de laz derivadas de F . En el caso de plasiicidad asociada § = F | se
deberd también tener #n cuenta en la ec.{Ap-.127) que las derivadns de la funcion de fluencia

plastica son discontinuas.
De esta forma se garantiza en los puntos singulares un flujo plistico nico,

Existe otro método para logear un flujo plastico tinico en los puntor singulares de la
superficie de potencial, cumpliendo asi con el requerimienio de Kaoiter. Este es conocido

coma el mélodo de vedondes de aristas vy Iué propuesto por Nayak y Zienkiewicz LN

Para explicar e tratamisnto que se da al flujo plistico en los puitos singulares, se
presentardn, o modo de ejemplo, los criterios de fuencia de Tresca y Mohr-Coulomb tratados
comao superficies de potencial pldstico. Para ello es necesario definir el eriterio en el punto donde

ge presenta la discontinuidad de su primera derivada, Eato es:

s Criterio de Tresem Haciendo 8 = £ en la ec.(Ap-1.63), resulla:
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s 1 — 3 "
,7'-: ﬁ(.’m&: ié—.ﬁ:') = :/.—r- ‘\/-Jg lg—] — LH{H'.) = 1) '

(Ap-1.128)

i
]
“
—
i
<
I
}-}.
[T |
(2]
|
il
R
-
|
]
et
5
|
=

Fo=F(ly0=42K) =/l - K(g) = 0

Coincidiendo ssia Gltima con la expresién matemitica de la superficie de Von Mises
ec.(Ap-1.71), la cual es continua incluida sus primeras derivadas en todes los puntos,
por lo tante permite definir una direcciéin Gnica para el vector de flujo plistico en los

puntos singulares de la superficie de Tresca fig.(Ap-1.21). Eato se puede interpretar
[63]

coma ui redondeo de aristas

fig.(Ap-1.21): Criterio de Von Mises interpretado como redondeo de aristas del eriterio de Tresca.

s Criterio de Molr-Coulomb - meridinnes de compresién: Haciendo ¢ = '1'% en la

ec.(Ap-1.85), resulbi
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Flly, Iy, 0=+ .c' ¢) —— sindg A \/_: (i-; —;‘—:}g) — ceoag=10 ,

F(ly, Ja, 0 = 4= ,c,(b) =t nncﬁ + \/h ( 2:;;¢') — ceoap=10 (Ap-1.128)

_ T -~ 2ain g . = B¢ cond
Flndn=+gad) =h = + Vs A -

Comparando esla expresién con la ec.(Ap-1.98), para & y K dados por la ec.iAp-
.108), se deduce como conclusién que la superficie de Drucker-Prager (que es continue
incliidas sus derivadas primeras) elrenuscrita en la de Mohr-Coulomb, provee la
direccién vinica del vector de flujo plastico en los puntos singulares de esta iltimn
superficie fig.(Ap-1.22). Esto se puede interpretar como un redondeo de aristas ea]

DRUCKER PRACER

-0y  CIRCUNSCRPTA

fig.(Ap-1.22): Criterio de Drucker-Prager interpretado como redonden de aristas del criterio de Mahr-
Coulomb.

o Oriterio de Mohe-Coulomb - meridianos de traccion Haclendo 6 = < I en la ec.(Ap-
1.a8), resulta:
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i e . gﬂ*b_ TR __ﬂcma-‘t': -
.F‘. 1w/ @ G'ﬂ“'b) I 7:,:@.', H',"q‘ts) l V/_] \/5(3 4-#‘1:)‘1‘#') ’

(Ap-1.130)

Clomparands esta expresién con ln ec.(Ap-l.98), para & ¥ K dados por la ec.(Ap-
1.106), se deduce como conclusidn gue la suerficie de Drucker-Prager (gue es continni
inelifdas sus derivadas primeras) inscrita en la de Molir-Coulomb, provee la direccion
dnica del vector de flujo pléstico en los puntos singulares de esta dltima superficie
fig.(Ap-1.22). Esio, al igual que los casos anteriores se puede interpretar como un
redondeo de aristas [
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(aeenpicety  ANEXO E

TENSOR DE TENSIONES, DEFORMACIONES Y 5US INVARIANTES

An-E.1- INTRODUCCION,

Los criterios de fluencia, potencial y dafio plistico, se formulan a partir del estado de lensiones
y/o deformaciones de un punto del sélido. La formulacién de estos criterios se simplifica si se
trabaja con los invarianies del lenaor de tensiones y deformaciones. Estos invariantes, como
su nombre lo expresn, son magnitudes gue no sufren alteraciones cnando se cambia la posicion

de los gjes de referencia.

Se utilizard la siguiente convencién de signos para las tensiones y delorinaciones fig.(An-

E.l):

o Tensiones: signo pesilive para estados de traccian,

o Deformuciones: signe poritive para estades de estiramiento o alargamiento.

Fste vector da la intensidad, direccidn y sentide de lo tensién en un punto, segin un plano
cunlguiera cuya normal es E fig.(An-E.2), Matemiticamente queda definido como:

dP

= o3 (An-E£.1)

siendo;

P; @ Vector de tenslones que representa el estado tensional

de un punto segin ef plano T

£ : Versor normal al plane I'

P : Vector de fuerza actuante |

La no coincidencia de 1as direcciones del veetor de tensiones p, con el versor normal Z,
da lugar a dos vectores componentes del de tengiones, o@,n v T4 uno normal al plano 'y
otro contenido en dicho plane, respectivamente, Esto es:
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A"

ﬂhﬂ'rg]

L T

Oaz=Tas
03111:_“

X

fig.{An-E.1); Estado de tensiones y deformaciones positivas, en un punto del sélido

P = Ty +Tu
(An-£.2)

oo = Nlowll £+l €

aencdo:

lleel| = Médula de la tensién normal al plane ',
[[7e¢|| = Mddula de la tensién contenida en el plano T,

£ : Versor tangencial al plane 1" .

An-E.2.- TENSOR DE TENSIONES: g

Fl extade tensional de un punio puede ser representado mediante tres planos ortogonales fig.(An-
E.3) que pasen por dicho punto. En eada plano, el correspondiente vector de tensiones puede
ser descompuesto en una diveceion normal y otra tangeneial al mismo; esto es:
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fig.(An-E.2): Vector de tensiones segin un plano  T° .

py ={ou, mu}l = {len] \ [r12, ]}
Py = {"'ai i f:m} = '“ﬂ'z:] o 721y Taal}
py ={on, v} = {lowa] \ [ra1, Ta2]}

resultando asl  nueve veclores componentes, asociados o los trea vectores de lensiones
correspondientes a ires planos ortogonales entre ai fig.(An-E.3), Estos tres vectores de lensiones
dan lugar a un tensor denominado tensor de lensiones, de ordon dos. Su expresion candnica es:

PL=C1 T 4 Tia¥a 4 Tia Fa
Py = T11 1 4 ¢33 Fa + Taa F‘a (An-E.3)
=T F + T 4 oo R

en forma indicial resulta:

o= oy ¥ (An-E.4)
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[ 7y “'\}1

by x-\.

x!
fig.(An-E.3): Representacidn del estado tensional de un punto seqin tres planos ortoganales,

o en forma tensorial, queda:

Fii Tia  Tia LLEEY Tiz  Tia LEF B U 5§ L
g£= |™ 93 ™|~ dar Ty | = gy oaa|
™1 Taz a3 #in. T3n it &F93

{An-E.5)
el Tyf =Ty

=
o
=
]|
P i

2

ks

=

-

1]

e

y en forina matricinl *, considerando solo la parte simétrica del tensor de tensiones:

* Nota: Cabe obidarvar, gue en dlgebra matriclal una matriz columna raclbe el nombre de “vector

de tensiones”, perc hno tlhene el septido fsico dado en el apart. An-E.2., sine solamente ef de lmﬁ’
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14 Fi4
L 5 Zaa
g={ 90 . | 70 (An-E.6)
Tia 713
Tz Faa
1 i

AnEAd- RELACION ENTRE EL VECTOR DE TENSIONES, CORRESPONDIENTE A UN
PLANO CUALQUIBRA, Y EL TENSOR DE TENSIONES - TETRAEDRO DB CAUCHY.

Para oblener la relacién que hay entre un vector de lensiones correspondiente a un plano
cualquiern y los tres vectores asociados a tres planos ortogonales entre si | es necesario estudiar
su estado de equilibrio. Ea decir, estudiar el equilibrio entre g, y @ fig.(An-E.4). Esto es:

P A = pydAny — py dAys — py dAy; =0 (An-E.7)
gue escrite eu forma indicial resulia:
ﬂ‘ dA — & If.fljk =0
P dA —p; £ dA =10 (An-E.B)

p = li=10

siendao:
dﬂjn = !f, dA:  Area del plans -k H

=5

& =0 ¥ ¢ Versor hormal al plana J-k |

£y = coa (LAON)

[ f3 = eoa (LBON) ,

[.’3 = COo8 (Z GDN} "

Sustituyendo en ésta la ec.(An-£.4), resulia:

o oy =0 (An-E.9)

_,}Icunjunm ordenads de magnitudes, Se recurre a esta notacldn como una forma algoritmica que
slmplifica el tratamlente de los problamas numéricos.
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fig.(An-E.4): Relacion enire: o, ¥y &

Siendo éatn, In seuncién de Cauchiy (1822) gue relaciona ¢l vezlor de lensionea, gegin un

plano cunlquiera que pase por un punto, con el tensor de tensiones. Desarrollando la ec.fan-
E.9), se tiene:

p; =(on @ b4 mia P by mia Fa ) 4 (o 7y o +oan 7 £+ 1y 7 D) 4+
+(rag Fi ds 4 maa Fa byd ea T By)

P o= (;:r” Oy + 131 24 ™ E:,,)'ﬁ -} (1"11 £y <+ o33 ¢y - Tag (-’u)Fn |- {An-E.10)
b (mia €y + man laHoay Ba) P

o=+ ok

También 8 habitual encontrar la ecuacidn de equilibrio de Canchiy, escrita componente a
componente, Fsto es:
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1 -
P = {pg } =g I 4 (An-E,11)
3

con:

p1 = (o by + 721 €2+ o fa)
p2 = (mia £y + o1z o+ T3z ba)
fa = (1"1:] ¢| + Taa €3 + aan 'h)

An-E.b.- DIRECCIONES PRINCIPALES DE TENSION - INVARIANTES DEL TENSOR DE
TENSIONES,

Para cada punto del sélide hay infinitos vectores de tensiones, asociados a cada plane que pasa
por dicho punto. Tuteresa encontrar los planos principales, que hacen que la tensién normal a
£l sea maxima, Estas tensiones reciben ¢l nombrs de tensiones principales y la direccion en que
actian se les llama direeciones principales.

Bl criterio de biisgqueda ge hasa en encontrar un plano principal, donde ¢l vector de tensiones
coincida con la normal al plano, es decir que su componente tangencial sea nula (la proyeceidn
del vector de tensiones sobre el planio principal ¢5 nula), Para ello, se puede escribir la seuncién
de Cauchy ec.(An-E.11) pata ui plano principal, come:

- a0 0 4
p=g E=pm} = a 0| -2 (An-E.12)
i Pl a” iy

siende ¢ el valor de la tensidn principal a determinar. La magnitud de cada tensién principal,
(tensién principal mixima, intermedia o minima) resulta de igualar la ec.(An-£.12) con la ee.(An-
£.11), vale decir que surge de exigir que uno de los infinitos planes que satisface lu ec.cAn-E.11)
sen un plano principal, Esto es:

=g E=g - @ (An-£.13)

resultando de aqui :

lg - & . £=0 (An-E.14)

siendo fele un sistemnn homogéneo de Lres ecusciones con tres incognilas, que son los tres cosenos
directores de In normal a cada plane prineipal. Para que el sistema tenga solucién distinta de la
irivial (£, #0; B3 £ 01 63 £0), |g - ﬁ'] debe resultar uiia matria de determinante nulo.
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Asl | en este problema de antovalores y antoveciores, se tiene para cada valor propio (tensidn
principal) un vector propio (direccidn prineipal de tensidn), o sea que para cada tension principal

. ¥ . . =
liabra un plane normal a ésta, que viene determinado por ¢l vector de cosenos directores £.

La ecuacién caracterfatica del tensor de tensiones, surge de anular el determinante de la

matriz IE = E.] . Esto es:

oy —o’ Ti3 Tis
det|g ~ g*| = det|g — o L = det| = on—9o m =0
Tat ™ E’J:‘—ﬂ"
det|g — g'| = (@) - L) + L) — =0 (An-£.15)
siendo:

e Iy, Ia, Iy 1 INVARIANTES DEL TENSOR DE TENSIONES.
Escalares que no varian con [a poslcldn de los planos que pasan
por & punto.

= gy <03< 0y ¢ TENSIONES PRINCIPALES.
Rafces de la sc.(AN-E.158), que sustituldas en [a ec.(An-E. 14) permitan

ahtenar los cosenos directares de la normal a cada plana principal;

(21)1
(€)1 § = (£)] + (G2)] + (Ba)] =1
(£3)1

y
para: o = &

(£1)a
(£2)a p == (£1)5 + (£2)3 + (La)]

(£s)a

(th)a
(£2)s ¢ == (0% + (£2)3 + (£2)3
(£3)a

I
=

para: @y = i;

=
paral @3 == 3

]
it
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fig.(An-E.5): Coordenadas cilindricas en ol espacie de High-Westergard,

An-E.5.n- Expresiones de los invariantes del tensor de tensiones.
De ln ec.(An-E.15), se obtiene en forma explicita la expresién matematica de los invariantes del
tengor de Lensiones:

- Primer invariante del tensor de tensiones: Bas el invariante lineal, y es proporcional a la

presion hidrostatica en un punto, Su expresion mateméatica es:
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Iy = @31 4 a9a + om = v (E] (An-E.18)

Seleccionande un sistema de referencia que coincida con las direcelones de las tensiones
principales, se puede escribir este invariante, como la ecuacién del plano desviador (normal
al espacio diagonal):

L = ay + o3 + 93 = tr(g) (An-E.17)

La tensidn media u octaddvicn se relaciona eon el primer invariante del tensor de tensiones,
de ln niauir.ul.c mianeri

I
T = Togt = 3 (An=[=.18)

giendo @, la tensién normal al planc octaédrico, que es aquel que forma igual dngulo
con los ires ejes de lensiones principales fig.(An-E5). En funcién de esta tension media
se puede obtener la distancia que hay desde el origen del espacio de tensiones hasta el
correspondients plano ocladdrico. Esta magnitud, medida sobre el espacio diagonal, vale:

— I
£ = Via, = VBawm = v/:l"—:; B ﬁ (An-E.19)

- Segundo invariante del tensor de tensiones: Es el invariante cuadritico, y vale:

I
Iy

2 2 :
(o33 o2z + o4y oy + 23 033) — Tiy = Tiy = 3

(An-E.20)
()it + (@wm)an + (o)aa !

I

siende  (qy )i el determinante del menor adjunto correspondiente al cofactor oy | del
tensor de tensiones,

Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el segundo invariante del
tensor de Lensiones queda escrita como;

Iy = (oyoa + o103 + aga3) {An-E.21)

- Tereer invavinnte del tensor de tensiones: Es el invarlante cibico, y vale:

Iy = det(g) = (71192205 + 2TiaT1aTaa — Tia0as — Tiaa1 = Taxein) (An-E.22)
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Si los ejes de referencia eoiuciden con las (ensiones principales, el tercer invariante del
tenzor de tensiones queda escrilo como:

Iy = ay 030y

(An-E.23)

An-E.6.- COMPONENTE ESFERICA Y DESVIADORA DEL TENSOR DE TENSIONES.

Sienda el tensor de tensiones un lensor simétrico g | puede ser descompuesto a su ver en
dos tensores simétricos, uno que representa estados de corte puro denominade tensor desviador
de fensiones & y otro que representa ui estado hidrostitico de tensidn denominado fensor
esférico de tensiones o tensor hidrostitico de tensiones p © también llamado tensor de lenstones

actaédrico A Esto es:

aiendo;

‘E==+l=£rf4\&

11 Tz Tis
g = TaL @iz Taa
Tey Taa @

411 313 J1a
g = |#%n %:3 In
| 4a1 @z H43

(P11 P13 Ps ]
g - P21 Paz P
|_!’:n Paz Pai |

3

i+ daa -+ Taa Iy
Pii — ) % = T4

pbij = @ bif = Torr bij = (--

u

’ 1 I
g ﬂuj—iﬂhkﬁq = a@jj=anathiy = Fij — ";:ﬁ &ij

1, 8 t=7;

&y ! funcion de Kronecher = g i
LR itiol {0. s LF ]

An-E.8.0- Expresiones de los invariontes del tensor desviador de Lensiones.

-

(An-E.24)
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Procediendo en manera andloga al apartade (epart. An-E.J), sc puede obiener la ecnacion
caracterlaticn del tensor desviador de tensiones. Esta surge de anular el determinante de la
matriz | g — 27| . Esto es:

a1y — 8 apa 13
det 'l - L'I = det L! - & " = det| 31 dgg = & d13 -
831 8332 dgy = 4"
det|g — £ = () = Sy (8") 4 Ja (7)) — Sy = 0 (An-E.26)

slendo:

e Jy, Jy o, Jy 1 INVARIANTES DEL TENSOR DESVIADOR DE TENSIONES,
Eacalares que no varlan con la posleldn de les planos que pasan
por el piunto.

a4’ 1 TENSION PRINCIPAL DESVIADORA: LRI L

Sa obtlenen came ralces de | sc.(An-E.28), que sustituldas en |4 acuacidn |
le-g]-E=0,

permite obtener los cosenos directores de la normal & o cada plane princlpal desviador .

De li ec.(An-E.25), se obliene en forma explicitn la expresion matematica de log invariantes
del tensor deavindor de Lengiones:

_ Primer invariante del tensor desviador de tensiones: Este invariante es nulo, ¥ su expresion
matematica es:
Ji = #11 4 823 + 833 = ir(g) = Li—3ay =0 (An-E.26)
Seleccionando un sistema de referenicla que coincida con las direcciones de las tensiones
principales, se puede escribir este lnvariante comor
Jy= a4 81 sy = Ir(g) (An-E,27)

- Segundo invariante del tensor desvindor de tensiones: Es el promedio cuadritica de las
desviaciones, y vale:

1 1
Iy = a l(ﬂ'n —ay3)® + (a3 - ax3)* + (@32 - f’ll)nl b rgs T = 24180 Aya bl
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Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el segundo invariante del
tensor desviador de Lensiones queda escrito como:

1 1
I3 = 2 |(ﬂ‘| —d‘j)\] + (s — :r:,)’ 4 (o3 - cq)’] = E(;'} + 83 4 13) {AnsE.29)

También se puede escribir este invariante como el redie vector de la curva que delimita el
dominio de la funcién de fluencia en el plano desviador v octaédrico fig.(An-E.b5):

p= Vit = V3 \‘/g Jg] = /20 (An-E.30)

Por tltimo, es hnportante mencionar que la fenaidn wniezial efective o tensidn uniazial
eguivalente surge como una funcién de este segundo invariante del tensor desviador de tensiones
(ver: ee,(Ap-1.33)y ec.(Ap-1.69) ):

g=3/3.J; (An-E.11)

~ Tereor invarinnte del tensor desviador de tensiones: Es el invaniante cubico, y vale:

Jy = deil(g) (An-E.32)

St los cjes de referencia coinciden con las tensiones principales, el tercer invariante del
tensor desvindor de lensiones ¢ueda esciite eoino:

Jy = % (67 + 23 + 83) = =y 83 83 (An-£.33)

Este invariante, junte a Iy y Jq , permite situar de modo ineguivoco un punto de tension
eni i cierto plano oclaédrica fig.(An-E.B); pues el primer invariante del lensor de tensiones
Iy sitia la posicién del plane octaédrico y el segundo invariante fija los contornos de este
planc. Asf, el tercer invariaite del Lensor desviador de tengiones Jy | peiniite definir la lerecia
y tltiina coordenada del sistema cilindrico de High-Westergard, v suele representarse mediante
el dngule de similarided de Lode:

.| V20 C[3VE
3P = aresin | ——=| = arcain | —— e :
1 ()t
(An-£,34)

cofl —
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Debido a que este angulo ex funeidn del segundo y tercer invariante del tensor desviador, permite
juiite al primer invariante determinar la magsitud de las tensiones principales P81 De 1o
ec.(Ap-E,24) se liene:

ay & Ty
= = Ay 'l T '
a3 LAY T
7 ain(f 423 o[ o
gy = L) \/?; stn(f) + 3' | (An-E 382
s 3 sin( +47) 1
27
col Yogp = == . =

An-E.7.- TENSOR DE DEFORMACIONES: ¢

Cuando un sélido estd sometido a cargas externas experimenta una defornmacidn respecto de su
configuracién original. Hay distintas maneras de definir las deformaciones,en este trabajo se hia
utilizado la definicion de deformacion  dada por Cauchy, que por otro lado es muy apropiada
para tratar problemas con deformaciones infinitesimales.

Para cada veelor de tensiones exisle uno de deformacion asociade, o viceversa, de manera
que los vectores de deformnciones correspondiente a tres planos ortogonales dan lugar a un
tensor de deformaciones del signiente tipo:

€11 é"rtn i‘ha £11 }Tm 1a f11 f12 €3
g = %*m €3 g7 | = €11 im - €13 €| ;
37 }‘r:u £33 iy €33 mm. a3

conl Wy =g (An-E.38)

¥ iy =

in notacidn indicial se puede expresar esle tensor de deformaciones, del siguiente modo:
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1 Ay iy
S—. | sl ST Sl An-E.37
i 2 (&:r.u, ! ﬂm.) kAmEAE)

Escribiendo ln parte simétrica del tensor de pequenas deformaciones, como un conjunto
ordenado de magnitudes al igual que en el problema tensional, se tiene el veclor de pequedias
deformactanes:

€41 11
€13 €33
g={™ L] (An-E.28)
Y1z 2 dy7
Tad 2 €33
¥a1 2 €3y

An-E.8.- DIRECCIONES PRINCIPALES DE DEFORMACION - INVARIANTES DEL TENSOR
DE DEFORMACIONES.

Procediendo en manera andloga al apartade (apart. An-E.5), se puede obtener la ecuacién
caracteristica del tensor deformaciones. Esta surge de anular el determinante de la matris
g — €] . Esto es:

€4y =€ 713 €11
det|g — ¢| = det |; — I = det| e em-¢ =0
€34 £33 £3q — £
detlg - g| = () =L () + L () =I5 =0 {An-E.39)

giendo:

s I\, I}, If 1 INVARIANTES DEL TENSOR DE DEFORMACIONES.
Excalares gue no varlan con la pasicion de [os planos que pasan

por el punto.

#¢ | DEFORMACION FRINCIPAL: s €3 <

Sa abtiensn como ralees de [a ec.{(An-E.38), que sustituidas en (a ecuacldn

]‘—"l'ﬁ"—'ﬂ,
permite obtener los cosenos directores de ln normal B a cada plano de deformaclan

principal, La proyeccion del vector de deformaclones sobre estos planos es nula.
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De la ec.¢An-E.39), ge obliene en forma explicita la expresién matematica de los invariantes
del tensor de deformaciones:

- FPrimer invariante del tensor de deformaciones: Este invariante es lineal, y su expresion

mabematica es:

I, = e + €33 + €33 = tr (g) {An-E.40)

Seleccionando un sistema de referencia que coincida con las direcciones de las deformaciones
principales, se puede escribir este invariante, como;

Il = ¢ + e5 + ¢35 = tr(g) (An-E.41)

La deformacion volumétrica y la octaddrica se relacionan con el primer invariante del tenssr
de deformaciones, a través de la siguiente expresion matemalica:

Cock = %!u — =t} (AI"I'IE.#,?J

~ Segundo invarinnte del tensor de deformaciones: Es el invariante cuadritico, v vale:

Ih = (éy1 622 + €13 €3a + €33 €33) — f?: - ffa - fgl

(An-E.43)
I‘; (&:n)ll + (a:ll)?-‘l + (ﬂ:u);‘}ﬂ

siendo  (af, )i ¢ determinante del menor adjunto correspondiente al cofactor e , del
tensor de deformaciones.

8i los ejes de referencia coinciden con las deformaciones principales, el segundo invariante
del tensor de deformaciones resulia:

I = (e1es + €13 + ¢3¢3) fAN-E.44)

= Tereor invarianta del tensor do deformaciones; Es el invariante ciibico, y vale:

Iy = det(g) = (e11ea2€3a + 2eyae1aean — €]5¢00 — Cata3 = €lpesy) (An-E.48)

5i loa ejes de referencia coinciden con las deformaciones principales, el tercer invariante del
tensor de deformaciones resulta;

I5 = epexay (An-E.46)
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An-B.0.- COMPONENTE ESFERICA Y DESVIADORA DEL TENSOR DE DEFORMACIONES.

Siendo el tensor de paqumﬁaa deformaciones un tensor simetrico € | puede se descompiesto a
su ves en dos lensores simétricos, uno ¢que representa estados distorsionales denominado fensor
desviador de deformaciones g y olro que tepresenta un eatado volumétrico de deformacién
denominade tensor eaférice de deformuciones o lensor voluméirico de deformaciones i o

también llamado tensor octaddrico de deformaciones g . Esto es:

a= f, +8= &, * & (An-E.47)

siendo;

€y €1y + €33 -k €33 I
P:j = pf 5y = -é 6(_" = '5'1 = (T) biy = n:.’!. ﬁ.j H
1 Ik
ey = ey yeundy = €ij—Coubij = €ij — '3—1 (P

1, 81 v=3;

; lear = i
iy funcidn de Kreneckar {Uu si Q%5

An-E.0.n- Expresiones de los invariantes del tensor desvindor de deformaciones.

Los invariantes del tensor desviador de pequefias deformaciones se obtienen, al igual que para
¢l tengor desviador de tensiones, a partit de su ecuacion caracteristica; la que surge de anular
al determinante de la matris [ | l‘] . Esto es:

ey —¢" e €13
det |= = s‘l = deat |s - ‘l = del a4 €9 = € 244 = 0
€ay €aa dag — &
detlg —g| = () - Y + I () —J3 =0 (An-E.41)
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giendo!

o J, 04, 0L 1 INVARIANTES DEL TENSOR DESVIADOR DE DEFORMACIONES,
Escalares que no varian con la posicldn de los planos que pasan
por &l punto.

se° 1 DEFORMACION PRINCIPAL DESVIADORA: ey er e .

Se phtlenen coiio Falesd de 1a ac {An=-E.48), gue sustitufdas an [a acuacidn !

8- g) -® =0,

permite obtener los cosencs directores de la normal W a cada plans pripcipal desviador .

De la ec.{An-E.48), se obiiene en forma explicita la expresién matematica de los invariantes
del tensor desviador de deformacioiies:

— Primer imvarimate del tensor desvindor de deformaciones: Bste invariante e3 nulo, y su
expresién matematica es

Ji = e +oezz + ez = br(g) = L—e =0 (An-E.48)

Seleccionando un sistema de referencia que eoincida con las direcciones de las deformaciones
prinicipales, se puede escribir este invariante como:

Ji = e + o3 + ea = tr(g) (An-E.60)

- Segundo invariunte del tensor desvindor de deformuociones: Es el promedio cuadratico de
las denviaciones, y vale:

1 1
2 = g [(e3y — e22)" + (eas — ema)” 4 (ean ~ en)?] +efy + el +ed, = %% (An-E.51)

Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el segundo invariante del
tensor desviador de deformaciones, resulia:

1
I = g l(e!l - l’g)i + (€3 — E;)a “+ (E; - E:)]] = i(c? + i,:; 4 i"g) (An-[.82)

También 4e puede eacribir este invarimnte, coms una distorsion sciaédrica:

8
Tt — "J! (An-E.83)

3

2
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_ Tepreer invarinnte del tengor desvindor de deformaciones: s el invatiaite eibico, y vale:

J:f‘ = def,(g) (An-£.54)

Si los ejes de referencin coinciden con las deformaciones principales, el tercer invariante del
tensor desviador de deformaciones queda escrito come:

1
Jlf, = 3 (e‘:' + z.'g o e‘;) = ) £y &y {An-E.58)
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(apenpice )y  ANEXO F

CASO PARTICULAR DEL TENSOR DE FLUJO PLASTICO.

An-F.1.- INTRODUCCION.

Parn el caso pn.rt.ir.ulmf en que el Lensor de lensiones sea ihl!élrltﬁ, &5 pﬂlﬂhh" definie un vector
de flujo plistico que contenga solamente la parte sniétrica del correspondiente tensor, Bsto es:

aﬂ/ﬂﬂ'”
: 8¢/ dayy
; a9 [day, 8G[Boyy G [8eys a
IHJ = 8(9{1 i M/Hqga Hﬂ/&ﬂ'gg = ﬂ'g’ = gg;g‘;i? (An=F.1)
i 'i-"" M/aﬂ;j ag/aa_::
8G [Oaas

Fatn notacién, es una forma especial de representar la parte simétrica del tensor de flujo
plistico de segundo orden. Su utilizacién simplifica el tratamiento de los problemas numéricos,

So pueden definir distintos procedimisiitos que permiten obtener el vector de flujo plastico
en una forma simple v clara, A continuacion se presenta un desarrollo, de eate vector de flujo
pldstico, presentade originalmenic por Nayak-Zienkiewicz (0%88)141] 4 gy utilizado por su
simpleza y generalidad.

An-F.1.- VECTOR DE FLUJO PLASTICO DE NAYAK-ZIENKIEWICZ,

Bsie vector, se basnen admitir que el Aujo plistico resulta de la contribucion de tres subveclores,
definidos respectivamente en funcidn del primer invariante del teusor de tensiones [ | del
segundo invariante del tensor deaviador de tensiones Jy ¥ del angule de similaridad ¢ . Esto
[

B9 ogal, @9 a(h)t  ag o0

= na = et i 4 = An-F.2
7 8¢ = dhde " a(1)h de 0 bar R
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pera:  am({3d) = [M

¢ ¥ —Eepen , por lo tanto su derivada respecto del vector de

tensiones vale:

9 _ aly Iy 8(1y)% )
o7~ 2cos JB) [(J,i C Ry e ] tAn<F)

Sustituyendo esta dltima en la ee.(An-F.2), y operando algebraicamente con ella, resulta:

ov _og ol 09 o)t e VB [ 1 0k 3k 8t
da 0L 0@ | a(Js)} O 00 2caa(38) | (1y)} de  (1)* Oe

w 09 0L 9¢ o)t 8¢ VA 1 81 99 VB 3 a(J)

=31, 90 " B(Jy)} B 00 Zcos(30) (1)} Bar | 00 Zeos(30) (1)} da
&g _an ﬂﬂ] At [ ag Vi 35 k| e Vi
s | o + +
= da |81 do |a(J;)* ﬂﬂ 2cas(3) (12)° | * b | 00 #ﬂﬂ"(ﬂﬂ){h)f
__ sin(30)
cas(30)(12)
0 M:, [_] !J,li o9, 00 t_t;n(SB)]+Bf3 g V31
B al, 3(_{115 an (h); do | 00 2cos(36) (1)}
ag
- g =0Cigy + Cagg + Cagyi v =Feo<i (An-F.4)
donde:
= 9 2
m—ﬂ‘r_{llll]ﬂﬂ},
a1 :
s = (&:.) 2”3)*{ W ota sm 2 2 Zra)
(222 233 — 74)
(511 233 — 7i3)
_ 0 _ ) (smen-my) | Ja 2L
93 = Be 2rana = a1 ) 3 da

2(riaray — #3375a)
2 ra3Tia — #aaTiz)
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g
= g5
Gy = _TW _ 89 4an(36) .
(J2) o8 (Ji)?
oy =29 VA 1

00 Teou38) (1y)F

Axf , parn cada funcién de potencial plistico, sélo es necesario definir las constantes Cy, g
y 3 para determinar el veetor de flujo pldstico.
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APENDICE I

ALGUNOS ASPECTOS SOBRE EL TRATAMIENTO NUMERICO
DEL MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PLASTICO

Ap-I[.1.- EQUILIBRIO DEIL S0LIDO CONTINUOQ - PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS
VIRTUALES.

Ap-IL1.a. Compos virtuales,

Se dice que el campe de une variable es viriual, cuando es arbilrario, admisible con lus
condiciones de contorno forzadas del problema y en independienie de cualguier otra variable.

El principio de los trabnjos vivtunles PTV puede formularse a travée de variables definidas
en dos campos virtuales diferentes e independientes entre si

~ Variables de desplezamientos y deformaciones virtualea: du, g .
Variables de fuerza y tensiones virtuales: 8§ | 6:.

Dada la orientacién que tiene la tesis, hacia una formulacién en el campo primal, s¢ adopta
como campo virtual el correapondiente al espacio de desplazamiento y deformaciones, sitnacion
que conduce a que la ecuacion fundamental del FTV se transforme en una condicidn general de
equilthrio del sdlide continue,

Ap-1L1b.- Campo de desplagnmientos virtunles.

Dentre del campo de desplasamientos virtuales, se puede formular un vector de desplazamientos
hipotético (pero factible), arbitrario, no asociado a ningin sistema de cargas exteriores
actuantes (independiente de ellas), y que satisface las condiciones geomdiricas de contorno
(condiciones cinemiticas forgadas). Al vector que eumple con estas condiciones, se lo denomina
vector de deaplezamiente virluel,
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i

& Lou desplazamientos viviuales du(my, ap, w3) , deben
ser continuos en ¢l dominio del adlide, y deben cumplir
con Ly siguiente condicidn de compatibilidad:

Sg(oy, mg,ma) = Vo(Su(ny, wa,wa))  (Apetr)

donde V(1) = 1/2[V.(-+)+ 9T ()] e e
aperader gradiente siméérico,

Condicionea noceanrian y suficienten
que debe cumpliz 5u(n:1, mn,ma) 1

e Lous desplazamientos virtualea S{zy, o4, :1:;,) , deben

ser infinitesimales.

L] Par iltimo,
deben cumplir las condiciones de borde geomdivicas, o
cendiciones geomdiricas fersadaa (vineulacién) du =W
siendo W los deaplagamiontos preseritos. De ncuerde

con éatas, lon desplasamienton virtualen du(xy, mq,m3) ,

deben ser funciones admisibles.

Ap-IL.1.c.« Bcuncidn genernl de los trabajos vivtuales ~ Identidad fundamentnl.

La encrgia virtual interna acumulada en un sélido debido a la aceidn simultdnea de las variables
dg v bg , definidas en los dos campos virtuales diferentes e independientes entre af | e igual
a (trﬂbu&n virtual de lusundn ul:dmi):

6 Wini(bez, b) = fv 5 u(sg, bg) AV il

donde &%w(bg, ig) = bg.bg = dg, (5g" + 6g") onla energia especifica virtual total, Sustituyendo
Ia ecuncién de compatibilidad geométrica (ec.cAp-i1.1)) en ln se.(Ap-11.2), se tiene:

8 Winilbgdg) = /; bg.bgdV = L ba. V,(bu) dV (Ap-11.3)

integrando por partes estn altima, ({eorema de Green), rvesulta la densminada identidad
Jundamental de los trabajos virtuales:
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[aw,.a,, = f bg.¥, (6u) dv] . [ f div(ég). bu AV + f bg. Eduds =owd,|  capia)
. v At 5

donde:

‘.'1 A
f = fq 1 Versor normal a la superficle dal sdlldo; con : {; = cosa ( E- m')

la
5:(::“ #g,43) = V,(0u(ay,29,25)) ¢ Ecuacion de compatibllidad geométrica .
ify = div(ég) : Ecuacian de equliibrio an un volumen elemental. Slempre que

bg sea simétrico: boyy = bay .

ife = bz £ i Ecuacién de las condiciones de contorne forzadas del tipo estdtico.

o bien, sustiluyendo esto iltime en la sc.{Ap-i11.4), pe tiene:

aniur. =3 5nvll‘,-ﬂr,u!‘. =0

(Ap-11,5)
[ b tgav — [ 6y oudv ~ § ofg buas = 0
v v ]
deonde:
6%py = —&fy. bu : Potenclal especiiice de las fuerzas virtuales de volumen & .
8%°ps = <bf,. bu : Potenclal especifico de las fuerras virtuales de superficie &f ..

Ap-IL1.d.- Formulueion del Principio de los trabojos virtunles n partiv de Ins vorinbles de
desplagamientos y deformaciones virtuales — Principio de los desplasamientos virtunles,

Debido a que el campo real de una variable, es uno de los posibles campos virtuales que ésta
puede adoptar, se puede considerar en In identidad fundamental del PTV ec.(Ap-11.5), un campo
de deformaciones y desplagamientos virtualea ( fu, 4g ), y un campa de tension y fuerzas reales
(g, fv . [s) Estoes (lrabajo vittual de primer orden):
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_/;:. bg AV — _/;,fv.eiudv . éfs.éuds =0 (Ap-11,6)

pero el trabajo virtual de las fuergas de superficie, puede ser presentado como: f [obuds =
8

[, SudS | / £, 4udS  donde Sp es la superficie del sélido donde w = cle. (rona
iy 5;.1

vinculada), por lo tanto se cumple en cala gona que du=10; Sp es la superficie del sélido
no vinculads, por lo tanto en ella ¢l campo de desplazamienios w es incégnita; vy f, |
Fe,, o son las fuerzas superficiales aplicadas y sus correspondientes reacciones, respectivamente,
D¢ acuerdo a esto, el trabajo virinal de las fuersas de superficie queda expresado por:

§ foduwas = [ gy, ouds Apitr)
£ sy

Sustituyendo ésta en la ec.(Ap-1.6), resulin la expresion de la energfa potencial virtual total,
desarrollada durante la accién de un desplagamiento virtual Su

fg;. sg dv - f_f,,. fudv — f fu, buds = 0 Fiodih)
v v Sr

donde:

i i
i di = g dl (Ap-11.9)
E [:ﬂ.‘t j: g i 5

==

siendo g"‘ el tensor de rigides elasto-plistico langente, de cuarto orden, De eata forma,

se desarrolla un frabaja virtwal, por unas tensiones y fuerzas reales, durante ln accién de unas
deformaciones y desplazamientos virtuales, (recordar que son eampos independientes entre sl ).

Debido a que los desplazgamientos son virtuales y la deformacién es funcién de estos ec.¢Ap-
1), la ecuacion de los trabajos virtuales ec.(Ap-1.8), constituye una condicidn geneval de
equilibrio para log gdlides continuos, formulada de modo integral en el dominie V . De esto se
deduce, gue es una forma débil de la condicidn de equilibro formulada a través de wia scuncion
diferencial aplicada a un volumen elemental, mas dog condiciones forsadas, wna estitica y
olra geométrica o cinemdticn. Su valides se extiende a problemas con ne linealidad en su ley
constifuliva.
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Ap-IL1.¢.- Criterio de energin para formular In condicidn de estabilidad en la soliieidn,

Durante la aplicacion de incrementos de fuerzas externas, suficientemente pequefios, se puede
observar que la respuesta de un punto del sélido tiene distintas relaciones entre las tensiones
y deformaciones, Inicialinente se presentn una relacidn lneal, gue gradualmente se desvia de
la linealidad hasta alcangar un punte (tensién maxima), donde la reapuedtn cesa do aer eatable
fig.(Ap-11.1), bajo ciertas condiciones de earga 11! En este apartade se considera la formulacién
de la condicidn de estabilidad en lo selucidn, a partir de un criterio de energia. Partiendo de
una configuracion de equilibrio del achide, que se denomina en adelante confignracion de origen,
donde las variables que ntervienen ei el problema valen: w; & Fvi ‘f‘q’ , ¥ por lo tanlo sn
energfa patencial lotal vale: II = Wy, 4+ W,y . Dando un desplazamienta virtual du (sin violar
las condiciones de borde geométricas), se obtiene una nueva confipuracion, donde las variables
que intervienen en el problema valen: w* = u-+ fu — £ =¢t% — g =gtig fiv =
fvi Fo, = f5, o ¥ por lo tanto su energin potencial total vale: 1% = W7, + W7, .

Si el incremento de trabajo virtunl desarrollado por las fuerzas externas, durante la
aplicacién de un desplagamiento virtual, tende a cero, no hay incremento en la energia
almacenada, y se dice entonces gue la configuracidn de origen es estable 4% | Por el contrario,
si esto no se satisface, ¢l exceso de energia aparece en forma de energia cinética, indicando una
inestabilidad en la configuracién original 1481

Estas consideraciones, conducen a la signiente formulacién matemdtica, donde la energia
potencial en la nuevn configuracidn puede ser aproximada por el siguiente desarrollo en serie
de Taylor:

= 0 4 &1 + %ﬁ‘n + »;—1531'[ 4o (Ap-11.10)

donde L&'T1  representa la i-ésima variacién de la energin potencial total. Despreciande
la influencia de las variacionea de orden superior a dos, se puede obtener de lu anterior ol
incremento de trabajo virtual total como:

1

a.&i*ﬂ (Ap-11.11)

All = II" =11 = &I +

A pesar de que en plasticidad no siempre se puede conocer la expresion del funcional
de energia polencial total 11 (adlo se puede conocer explicitamente su forma matemdatica en
determinados casos simples - ver K, Washizu [14%1 ~), s posible conocer su primera variacién
811 y su sequnda variacidn §°I1 | ya sea: — mediante una formulacion inplicita factible de
aer derivada® a través de la aplicacién del teorema de las funciones tmplicitas 17, —
bien, en este caso particular, se puede conocer su primera variacion 811 a través de la energia

¥ Nota: Slia pritnera variacicn del funcional de epergia potenclal tatal, vale;

5 = fg- b dV ff,,.au.«tv [ fobuwds =0 4
v ¥

dap
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potencial total que se desarrolla durante la aplicacidén de un desplazamiento virtual ec.(Ap-1/.8),
y su segunda variacién 6711 mediante la energla desarrollada durante la aplicactén de un campo
de fuerzns y desplasamientos virtuales ec.(Ap-11.5). Fsto es:

& = jg chﬂ" - f!p.é'udl" —f !F,.éuds (Apal.12,a)
v v P

N = fdg. igdV — ./"Idf‘,.‘audv - f&]‘,.&udﬂ (Ap-11.12,b)
v s

Pero debide a gue el desplazamiento virtual &u configura un cempo admisible y arbitrario
¢ue actiia sobre un sdlido en equilibrio, ae tiens que €] trabajo virtual desarrollado es nulo, por
lo tants s phedr. deciy que ge trata de un Proceso eatacionario donde ln priﬂmm variacion del
Junetonal de energio potencial tofales nula 411 = 0 (Condicidn de equilibrio en la configuracién
original),

Sustituyendo la condicidn de estacionaridad en la ec.(Ap-11.11), resulia que el incremento
total de irabajo virtunl en igual o la segunda variacidn del funcional de energia potencial total,
que coincide en este caso con la energia desarrollada duranie la aplicacién de dos compos
virtuales ec.(Ap-i1.12,b) (trabajo virtual de seguids orden)

1 1
All = $IL 4 2871 = All = Eﬁ"'ﬂ (Ap-#.13)
=0

Con las consideraciones realizadas, se puede concluir en que la estebilided de la
configuractan original en las vecindades del punto de equilibrio, puede determinarse n través
del signo de la segnnda variacién del funcional de snergin potencial total, Fsto es:

y’ se puede escrlbir en forma Implicita el funclonal coma:

n:fwdlr'-f-fppdl’nf Pap 4S8
v ¥ i

dande 8l s0 conocen las prlimetas varlaclonas da:

Ew.—gfg).ﬁ!; bpy = =fy.bu ; bps = —fq. bu
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La configurocién original ea eatnble

para  cunlguier  deaplngamientio
>0 virtual,
All =~ %5’1‘1 (Ap-il.14)
Ln configuracion

original en ineatable pars al menos

| < 0 un denplagamiento virtual,

Si se introduce la ec.(Ap-1L12,b) en la ec.(Ap-iL.14), ¥ en la que resulte de aqui se sustituyen
las variables virtuales por sus correapondientes valores ( 6w — dg = V, (u) — dg =
ﬁ"".&s; ify =0; 6f;, = 0), se obtiene la expresidn general explicita que eatudia la estabilidad

de o solicidon en fa r:unﬁgumm'dn oriqinal f11] ,

ATl == %/ bg. bg dV {Ap=11,15)
v

Segin Bagant (1] esta condicién aplicadn a materiales con ablandamiento, permite definit
un tamaiio de zona de localizacidn de deformaciones pldsticas, donde se desarrolla un incrementao
de deformacién positivo que junto al incremento de deformacién negative que se produce en la
sona uo plastificada, conduce a un ineremento de trabajo de segundo orden positive y mixime
sobre todo ol volumen del sélido. Asi, a partir de la ec.(Ap-1.15), In solucién serd estable en
un determinado instante del process de carga cuasi-estatico, si ge eumple que fig.(Ap-11.1):

LLLTT L
All r.‘:%fh'g.dgd‘b" = %[[ ég.éid‘la’+f Gg.ﬁng] = 0
v ! i (Ap-11.16)

AN = {[ATlgs + (AT, )™ > 0

donde V" ex el volumen de la gona no plastificada o eldstica, VP es el volumen de la
zona plastificada con ablandamiento, [Allly, = 1 [, ég 8" dV > 0 es el trabajo de
segundo orden desarrollado en la gona que no ha plastificado; y [All]y, =} [, ég. g dV
3 Jyedg ég dV > 0 es el trabajo de segundo orden desarrollade en la zona que ha plastificado.

En la ec.(Ap-11.16), se observa claramente, que para que el trabajo global de segunda orden
sea mayor que cero, ¢l volumen de la sona dafiada no debe superar de una eierta dimensién.
Esto garantisa que se pueda cumplir durante todo el proceso elasto-plastico con ablandamiento,

aues | [y, 8g 6" dV| < | [, da. b dV| -+ | [yve Og: bg" dV|
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o
A
E |
GuE &
a: E-_q,
¢’ o

o B &

a)Endurecimienta por deformacian b) Ablandamiento por deformacidn

fig.(Ap-11.1): Respuesta esquematica unlaxial, para estados elasto-plisticos: a) Con endurecimiento.
b) Con ablandamiento.

Es importante observar la diferencia entre la condicién de estabilidad global, dada por la
ec.(Ap-il.16), ¥ ln de estabilidad local de Drucker (condicién suficiente) dados por la ec.(Ap.1.55)
¥ la ec.¢Ap-/.56). De lodo esto, se puede concluir que en un punto del élido es pasible que se

viole la condicién de estabilidad de Drucker, sin que la respuesta global sea inestable (consultar
también (FITHILIST]L04]140][145]

Ap-IL1.f- Criterio de energin para formular In condicién de unicidad en 1o solueidn,

Sia partir de un estado de equilibrio de un punto del sélida (configuracion de origen) £, Z,
se consideran dos inerementos de desplazamientos virtuales (arbitrarios y cinemdticamente
hdminihlm) duy , dus , se podria medir la diferencia de energia potencial foial enlre una
y otra de estas dos nuevas r:nnﬁgu.mmonm que ha adrluiridﬂ el wdlido, #i se aplica sobre éste
un dnico desplagamiento A(fu) = Suy — duy . Este nuevo desplazamiento serd  también
virtual (arbitratio y cinemdticamente admisible), y dard Ingar a una varineidn de deformacion:
Aldg) y a una tensidn: A(dg) ; de donde resulta un trabajo virtual de segundo orden igual a
ec.(Ap-l 18}
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A@8*TT) = f Aldg). Alsg) dv (Ap-i1.17)
L

de donde se deduce que si la variacion de tensién A(dg) producida por el desplazamiento virtual
Afda) es nula { A(ﬁg) =0 ), 8o Liene para los dos estados de desplagamientos cinematicamente
admisibles ¢ independientes Suy # buy |, el misnio incremento de tennid EE = b, por lo
tanto la solucidn ne ea tindea, y resulta de la ec.(ap-11.17) que:

A(8’) = o (Ap-11.18)

¥ debe ser entendida como una bifurcacién en la respuesta [ | por lo tanto la ec.(Ap-I.18)
serd una condicidn necesaria para que haya bifurcacidn en ln respuesta, De esto se deduce giie
la unicidad en la solucidn esti garantisada ') g ge cnmple:

A(8T) > o (Ap-11.19)

¢ ineluxo para ﬂ-(&“n) < 0. Pero en este caso es posible violar la condicidn de estabilidad
dada por la ec.cAp.ir.14) 18]

Ap-1LZ- EQUILIBRIO DEL SOLIDO DISCRETO.

Para wna regién de dimensiones finitas ' | que en adelante representard el dominio de
in elemento finilo, se puede aproximar en forma polinémica el campo de desplasamientos del
stlido continuo w'")ay, vg, 25) mediante el campo de desplagamiento del solido discreto &'
a través de la siguiente expresion:

u‘”'{tum:.ms) = N"’(El.mz.k::) 1 AR (Ap-1.20)

donde w'")(wy, w3, m3) representa el campo de desplasamiento del sélido continuo en la regién
de dominio 1"} | N')Na;, w3, 23) una cierta funcién polindimica, denominada funcidn de
forma, que interpola el campo de desplagamienta del sélida discreto ') en la misma regién
AL

Ademis, el campo de deformaciones del dominio continue puede ser expresado mediante
la siguienie ccuacién de compatibilidad:

€Ney,o0,05) = V.(u" (21, 23, 35))
& en forma matriclal (Ap-l,21)
€")(zy, 3, 09) ~ D u”’(ur”;aa,ma)
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donde P') es un operador diferencial en forma de matriz PO que para el caso de
problemas geométricamentie lineales se mantiene constante ¢ independiente de w Sustituyendo
la ec.(Ap-11.20) e ec.(Ap-i1.21), resulta el siguiente campo de deformaciones aproximade, para
el sélido continuo, en la regién elemental I'0°) :

onen ) = DO Nan,o0,05) 0

5

{Ap-11.22)

ﬂ“"(ﬂllmz‘mn} b H!ﬂ](ml|lmj|iu3) ﬂ"ﬂl

Suslituyendo las ecs.(Ap-11.22) ¥ (Ap-iL.20) en la ecuacién de los trabajos virtualea ec.(Ap-i1.8),
venulta la condicidn de equilibrio para un sélide discretizade de dominio I'"*! (por simplicidad
operativa en el cdleulo numérico, en lo sucesivo se utilisan matrices de una columna en lugar
de los tensores siniéiricos de segundo orden, y matrices cuadradas en lugar de los tensores de
cuarto orden (aneno-E)):

N g gy f

%)
el Ay

T T in
{ B &l dy — N gt ds} st = o
VFlad

{Ap-11.23)

para que ésta tenga solucién distinta de la frivial, debe ocurrir necesariamente que S00°) £ @ |
situacién que puede inlerpretarse como que la condicidn auterior debs cumplirse para cualquier
desplazamiento virtual del gdlido discretizade 50" | Quadando la condicidn de equilibrio de
la region. T del sdlide disevetizado, como:

mtd] = ﬂt“lmq(‘” dV ~ N(”T I dv — N[HT f(ﬂ} ds =0
Vel ¥in ¥ 5:’* "

(Ap-i1.24)
mY = f Bt gle) dV - " = g
¥ il

siende M) ¢l veclor de fuerzas residuales, y B las fuerzas nodales equinalentes.

La ec.(Ap-ii.2a) establece el equilibrio de unn region elemental T discretizada. Si aliora
se propone discretizar el sélido con n regiones elementales, de dominio /) cada wna, el
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ﬂquﬁiﬁ?'m lobal de todos estos sib-dominios ensamblades, gue cubren todo el dominie del sdlidao,
surge de unn generaligacion del equilibrio elemental sc.¢ap-i1,24). Fato es:

2 T
m = L U; B a‘”dv] - F =0 (Ap-11.25)

ri*)=1

siendo una operacion sumatoria especial la que se enuncia en la ee.(Ap-,25), denominada
ensamblaje, pues se debe sumar respetando las comeidencias nodales 1791491, 5y pues, ol
vector de fuerzan residuales surge: W= 37, M)y el vector global de fuerzas nodales :
F = E;’"('l—3 _ﬂ“ﬂl B

En problemas no-lineales, coms el que presenta la teoria de la plasticidad, la ec.(Ap-1.25) debe
ser resuelln en forma ilerativa o través de linealizaciones sucesivas de la ley constilutiva dentro
de incrementas de cargas muy pequeiios, En la actualidad existe una gran eantidad de métodos
que permiten la resolucién no lineal del sistema de la ec.{Ap-11.25), que pueden ser consultados
en las referenciag [WIR7TIPRISOSIBOIROMOSNI] (yar fambién la presentacion sintética que se
hace en el apari. Ap-I1.3.). Gran parte de estos métodos, utilizan la denominada matriz de
rigides langenle K.gf’ del dominio elemental "9}, BEata se obtiene haciendo la hipdtesis,
de que dentro de un ineremento de carga la ley constitutiva es lineal (la matriz elasto-plistica
para cada punto del dominic ') 1o se actualisa D" = cle, )i por lo tanteo la ecuacién
da equilibric elemental ec,(Ap-11,24) puede aey Eineah',:mi'ﬁ_ ¥ en tal caso se puede oblener la
derivada de lae fuersas reaiduales respecto al campo de desplazamientos discreto:

o (mt)) 9 .
{r) = 4 &
x-‘I' = ﬂu-ln o 8””’ [,/;l,rlq] "” #(“ &V = F‘ ,]
a ('
Piay

(Ap-11.28)

KL = f B pr) g gy
Vi

Er= S K= Y} / B¢ pri) g gy

P e | Platgy ¥ ¥V

entendiéndose nuevamente el sumatorio, como un ensembloje. A continuacién, se puede ohservar
un diagrama de Mujo esquemdtico, donde se muestta muy someramente el ordenamiento del
programa de elementos finitos con el que se han reavelto los problemas presentadado en el cap.
V., vy donde se puede ver el proceso de resolucién no lineal del sigtema de la ec.eap.if,25)
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Dingramn esquematico de un programia de Elementos Finilos
problomag con no-linealidad en su ceuncidn congtitutiva

INICIO

Definleldn e inleinligncldén o cero de lin varinbles del prnbl:mll:
Incremento de corgan m=1 . lleracién n=1 .

Definicién de las fuorzas nodales ;

I

l

1 - Aplicacién de unn parte de lns fuersns nodales, como

‘Ineremento de carga:

A-Fi,m - H'!!I-F

l

En In primera iterncién ¢ = 1 adopla como fuerzas reaiduales:

AR, = -ar’),
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1

2 - Obtencién de los desplagnmicitos nodales, o nivel global,
para £l inerements de carga inpuesio;

Ll " :
xTi’,m = Z E!J':}i.nl -— z ‘/‘.“ ln{ﬂu Dﬂpfﬂ'}a[n)dv

ni=i=1 riel=1 [T

n
A-ml.m= Z Amr“i.m
Pial=y

xr'T-i.m AU."", = A-m-i,m

l

Obtencién de lns deformaciones en cadn punto de integraeién

del clemento finito, ¥y netualisncidn de Ina variables de
deformuaeldn y desplasamiento:

A<l =B ap!)

i LT

in) {r) (e}

E:'-H.:ul = 'J.m Ly ‘t"!i.m
tal __ pple) )
U(+l.m — Ul’,m + Aﬂsuu

l

Integracidn de la ecuncién conatitutiva (ver apart. Ap-11.4):

Agl?) — por (0) ﬁ'i”

1.6 im 1

y nctualizacion de las Lenaiones:

04 TR 0 B ir)
Ty = ﬂ-hm a A’F:Tm
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l

Obtencion de lns fuersas reziduales slementales para el nivel
de carga Inmpueste:

i LA I1]

ampy, = [ 897 adlt) av - aml)
Vel

l

Comprobacidn de lo convergencin = 50 el nivel de tennlidn
ohtenido no soluclona e proablema, retorna 0 2 y hace una

nueva iloracion:

A, = E &mtm’hm

r=1=1

o AR;,,=0 = AN, =-All,,

l

Poot=-Procesamiento de loa reaultades, y eblencidn de In
informaeién achre el daio en un punto del sélido. Ver nnexo-D
(n:h.pﬂ.u]n W) - SALIDA DE RESULTADOS

(i=i+1)—

l

8i no se aleansd ol nlvel Lotal de Tusren aplleada ge fetornn o
1

ai -’d.m"‘ Ami.m = w

(=14 1)e—

FIN
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Ap-1L3.- RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE EQUILIBRIO NO LINEAL -
METODO DE CONTROL DB RESPUESTA - PROPFUESTA DE UNA SIMPLE VARIANTE
DE CONTROL A TRAVES DE UN CAMINO PLANO - PROPUESTA DE UN ALGORITMO
DE CONTROL DE PLASTIFICACION,

Ap-IL3.a.- introduceidn.

Cuando la respuesta de un material no es lineal, como la que resulia de un comportamienio
elasto-plastico, la rezolucion de las ecuaciones de equilibrio del adlido discretizado sc.(Ap-11,25),
constiluye todavia un problema delicado y costoro dentro del uso del método de los elementos
finitos. La solucidn de este sistema de ecnaciones viene dada a través de diversos procedimientos
iterativos que tenden o converger hacia la solucion del problema n medida que van disipando
el error residual. Eun otras pn.ln,'hma, siguiﬁqn que es necesario ejecutar un cierto nimero de
iteraciones, para cada ineremenio de carga, hasta que el eviterio de convergencia indigue gue
se antisfnce la condicidn de equilibrio dada por laec.(Ap-1.26). La convergencia se controla
mediante distintos tipox de normas residuvales (U808 gue en general se pueden agrupar
en: normas en fuerzas, normas en desplazamienio y normas en energia.

A continuacién se citan en forma breve, algunas de las técnicas de resolucidn de sistemas
de ecuaciones no-lineales mas utilizadas:

s Iteracion directa: El desplasamiento correspondiente a la solucién previa es usado para
predecir ¢l valor actual de la rigides estructural,

s Newton=Raphson : También denominado de rigidez fangente, por que utiliza esta mailng
actualizada, para predecir la siguients solucién,

s Newton-Iaplizon modifleado: Para evitar e costo de cileulo que significa la evalucion de
la matris tangente on todas las ileraciones, se han propuesto distintas modificaciones del
procedimiento original: — Kg Métedo de rigides indcial, que como su nombre lo indica,
utiliza la matriz de rigides eldstica inicial durante todo el proceso no-lineal. - K; La
matriz de rigides tangente se caleula en la primern iteracién de cada incremento de carga.
~ K3 La matriz de rigides tangente se caleula en la segunda iteracién de cada ineremento

de carpa .

s Newton Conjugado: Produce una mejora en la busqueda de la solucién, corrigiendo los
desplagamientos en una mnueva direccion, Un caso particular de estos métodos, es el
denominade biagueda direccional (line search), el cual elige In diveccidn de bisqueda segin
aguella que signifique un minimo en la energin potencial,

s Cuasi Newton: Constituye una nueva clase de técnica de solucién no-lineal, basada en
ejecutar en cada iteracién una modificacion de los elementos de la matriz de rigides global,
con ¢l fin de aatisfncer una condicion secante local. Exizten varios métodos que se hazan en
esla técnica, ¥ qie levai el nombre de sus antores;  — actualizacidn directa de Davidon
{Davidon direct update), - Davidon, Fletcher, Powell ~ Broyden, Fletcher, Goldfarb,
Shoanno BFGS,

s Newton Seeante: Esta técnica puede considerarse como otra versidn de los Cuast Newion,
Fue presentada por Crisfield, y tiene cinco variantes de uso.
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No se entrard en particulatizaciones sobre cada una de estas téenicas enunciadas, ya que
no es el objeto de esta Lesis, pero sl es necesario advertit que bajo estados de carga sostenida
en materiales dominados por el ablandamients post-pico (pérdida de carga con crecimiento de
desplazaniientos), en posible que ia se puede encontrar la solucién de la ac.(Ap-11,25) usando
simplemente cunlquiera de loa métodos antes mencionados. Para ello es necesario recurtir al nso
de las téenicas citadas, conjuntamente con (éenicas de control de respuesia come la propuesta
inicialmente por E. Riks 3 | Estos procedimientos, conocidos con el nombre de longitud de
arce (arc-length), han sido desarrollados para seguir el camino del equilibrio luego de superar
puutos eriticos de carga maxima, a parlir de los cuales, la solucién se encuentra siempre para
un nivel de carga inferior al que se tenia en el paso anterior. El método fue  propuesto

originalmente por E. Riks 2% y por G.A. Wempner y modificade por M. Crisfield y E. Ramm
(28]

Lu idea original de Riks consisle en introducir una ecnacidn de consiriceion adicional a
lns ecuaciones de equilibrio. A partir de esta base, se han propuesio disiintas ecnaciones de
consiriecton, dando origen a distintas variantes del método de Riks.

Ap-IL3.b.s Métado gencral de control de respuestn,

Se puede formular la eeuacién de equilibrio global del sélide ec.(Ap-11.26), para un cierto
incremento de carga m | como:

il 7
(U, o) = E [‘/;”_'ﬂm "‘mﬁw] = pn M =0 (Ap-11.27)

Misl=1

A diferencia de cualguier procedimicnto incremental, el multiplicador g, , que regula In
intensidad del paso de cargas, es una variable que se ajusta en forma automaitica hasta encontrar
el nivel de carga adecuado que satisface la sc.¢ap-1.27). Bate ajuste debe ser controlado a través
de una ecvacidn de constriceidn, de cumplimiento necesario, del siguiente tipo:

f{u'm!“m) = i} (AP-"-::’-BJ

De acuerdo aln se.(Ap-11.27) y la ec.(Ap-i1.28), la solucién del problema, serd la que cumpla

O

Il

1
=@

(Ap=11.29)

{ m(umn#m)
HUw, )

Para conocer ¢l estado de desplagamiento, y el factor de cargn que satisfacen estas
expresiones, se desarrolla en serie de Taylor el vector de {uerzas residuales; con ol fin de
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npm_xi_mn[ la solucidn del problema. Truncando este desarrollo en la |;:-J:inu-.m. varincion, se
tiene para el incremento de cargn m , ileracidn @ :

0 = m(ad-l,m 4 ls!Jl-l,llln Hi—1,m "' &,Hl,.nn) =

(Ap-il.30)
am .4
= mtuj—l.nnf-“—t.!u)"' ""ﬁ."' 6“:‘."] e — éﬂ'i,lu f dins
) PR LU PR T
donde:
%%: — ET i Riglder tangente glabal,
o
5;‘-- S : Carga total en el sistema global,

de esla forma la ec fAp-/1.30) puede eacribirge como!

9 = H(Ui-l'ﬂhﬂil—llmj+I‘]'(Hi—l.m} 6H|'|u = F'&Fuflu

KT(Fi—I,m) &ni.m o "‘n(ui-l.ﬂnf-‘!-l.m) + Wby,

2 7
E-p(ﬂrg_lr".J 'su-._‘"' = - [ L [/;' ,ﬂlﬂlﬂ ﬂ‘"} tﬂ"] - p.;..jl,,,.ﬂ' -+ i éﬂh\m
n 1= 1,1

rie) =iy

KT(“:‘-Lm) én‘i.m = [x'l‘{"i—l.m] Isﬂi.m] + K'f"u(-].ml Iui]r 'sl-ﬁi.m
(Ap=il.31)

premultiplicando ambos miembros por E{,." , &e abiiene la variacién del desplasamiento dentro
de la iteracién i, bajo las condiciones impuestas:

ﬁuu‘,m = '5ﬂi.m o Grpm [ur]: (Ap-1{.32}

el desplazamicnto correspondiente al incremento de carga resultara

AU = AUy + U, (Ap-ll.33)
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sustituyendo la ec.(Ap-11.23) en la ecuacién de constriceidn ec.(Ap-il.28), resulta la variacion del
incremento de cargas, correspondiente a la iteracién @ y a pariir de ésta se obliene el lactor
de cargn gue antisface las acs (Ap-11.39)

Pign = Pieton -+ 81 (Ap=1i.34)

El procedimiento operativo puede resuimirse en los siguientes pasos:

o Oblencidn de la variacién de desplagamiento para el nivel actual de fuerzas residuales:

i

x‘l"ul-l,m) ‘501'!."! = z [f nu]‘rﬂ'{“’ dV] - ﬂ-i-;,mm
L) 1=1,m

rim=1

s Oblencién del desplazamienta total para el nivel de earga total:

KT(Hi—Lm) I_Hi]: = P

Obtencién de las soluciones de la ecuacién de constriccion:

f{"i.uu'ﬁﬂi,m) =9 — ‘Sp‘hﬂ'l

» Actualizacion de los desplazamientos, segin las ecs.(Ap<)i.32), (Ap-11.33), y del nivel de
CATER n.gfm la ec.Ap-1.34).

Ap-IL3.c,- Método de contral de respuestn, n través de un camine esférico (47)

La variante del mélodo de control de respuesta, denominada de camine eaférico, ha sido
propuesta inicialmente por Riks (1239] | 8¢ fundamenta en expresar una ecuacién de conatriccidn
en funcidn del nivel de desplazamienios y carga a la ver. Esto es:

AUI#N'&U‘,!’II ‘l' bi&”itn FTF = ﬁf?rm (AF'”.?E)

donde:

AU, = AUy +80,, : Incremento de desplazamientos

para &l nivel de carga M, iteraclén 1,

= —éﬂ,-.,,, 4 bpp 0]y ¢ Varlacion del incramenta de desplazamientos
an la lteraclon 1 .

¥/ © Nivel de carga total

ar., ¢ Incremente de longltud da arco para al nivel de carga ™ , lteracion i .

h i Pardmetro de escala de carga,
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Bxia seuncidn {ué modificadn por Crisfield [27) , haciendo constante e igual a cero, el pardametro
de eseala de eargas b = 0.0 en la ec.(Ap-11.35), De esta forma, la ecuacidn do constriceion
queda totalnente definida en el espacio de los desplazamientos fig.(Ap-11.2), y por lo tanto se
iransforma en una téciiea de control de desplazamientos, quedands su ecuacidn de constriccidn,

como:

A'Uiq:maul-m = 5"{?."0 (AP-”-35)

Desarrollande esba ecuacidn, resulta la siguiente expresian cundratica;

(&1 60“?,11! 4 ‘i.”l,m + Cy = 0 (Ap=11.37)
COn:
¢, = [0} U
ill
3 = z[éul.til_sﬂhm] [Udh
qi
Gﬂ - [Sﬂhwl _‘Sﬂ.l.ﬂl] [Eﬂi.m _‘Sﬂ.i,m.] _Ahj',“

tesultanda de la resaliicién de éata, dos raices, tal que una llevard a que &l arco eorte el camina
del equilibrio en A, y la otra en B fig.(Ap-11.2).

Se debe elegir la rais de la ec.(Ap-137) (8pkim); 4 que haga minimo el dngulo pap entre los
desplazamientos AW, vy AU, . Esto es:

i

[ﬂﬂi S BT EE _Jﬂ.i,m. -} (6#1',[".)1 [Hi'lf] d\!?i—.l,.w!

cotipal (Ap-il.38)
F:T

(AU + 68+ G W] AT

giendo minimo el ingulo, que da un coseno positivo. 5i los dos cosenos son positivos, la raiz de
In ec.(Ap-11.77) mis apropiada es la que estd mas cerea de la solucién lineal. Por lo tanio, seri;

c
Bifn. = = ;;: (Ap-11.38)

Una vey conocida la variacién del ineremento de cargas, se obtiene el deaplazamiento a
través de la ee.(Ap-11.33), v el faclor de carga dela sc.(Ap-11.34),
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fig.{Ap-11.2): Procedimiento bisico de contiol de desplazamiento, o través de un camine estérico (Crisfield
011 ),

Ap-IL3.d.- Propuestn de unn variante simple de control, n través de un camino plano.

Se trata de una variante simple que ha dade respuestas satisfactorias para distintos problenins

=y
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de esta tesis. S6lo encuenira la respuesta en procesos con ablandamiento y avance en los
desplazamienios, y no puede encontrar el equilibrie cuando hay retrocesos de desplazamicntos,
Consisie en un control de desplazamientos a partir de wina ecuacidn de constriceidn que involucra
el estado de desplazamientos actual AW, ,, y el correspondiente a In [teracion anterior
Al 1 - Esto es:

AU AUy = AR, (Ap-1l.40)
donde AL}, os el incremento de longitud de arco para el nivel de earga m | iterneibn i .
Estn ecuncién es una linealisncién de la ec.¢Ap-1.36) y da origen a una familia de métodos fque
reciben ¢l nombre de plane normal actualizado. Existen varins maneras de metodizar su uso,

una es In que se propone en esta tesis a partir de In formulacién de una ecuacién lineal en
Bk :

c"'l ‘l' Gl 'I' 6"“."1 cl"-l = A:i:,!n (ApFH'JI)

coun:

C-'. = A l"_].". AU:-IM
T
O = —Eﬂ,a_m ATy

r".'.l = {Ui]? A"i--l.m.

resultando de aqui una rafz dGnica:

AR~ -
Sy = 2 (Ap-1l,42)
d

de donde se deduce que el planc normal cortard el camine de la respuesta sélo en ol punto B
fig.(Ap-11.3).

De esta manera, se puede calcular el desplazamiento a través de la ec.cap-11.33), y ¢l factor
de carga de la ac.fAp-1, 34),

Durante el procedimiento de solucién, cabe observar que esta formulacidn presenta un
indefinicién en la primera iteracion de cada incremento de carga (i=1) ,pues AUy, =0=
Ca = 0. En tal caso, se procede en la primera iteracién con una téenien cualgquiera de control
de desplazamientos, y en lag subsignientes con el método prapuesto,
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fig.(Ap-11.3): Procedimiento bisico de control de desplazamiento, a través de un camino plano..
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Ap-IL3.e.- Alporitno de control de plastificacién — Cilenlo mntomatico de Al .

La técnica anterior permite obtener el eguilibrio del solido, bajo cargas o desplazamientos
impuestos, a partir de una restriccién en el campo de los deaplazamientos. Sin embargo, resulta
también imporlante procurar que el incremento de CATEA Aed tal, que en dicha ineremento
solo plastifique un punto. Para ello se propone en aste apartado, un conceplo de control de
plastificaceidn, dentre de ly téenica de control de deaplazamientos, €l cunl congiste en oblener
la longitud de arco Al neceparia, que permita al punte mdas cercano a la superficie de fluencia,
alcanzar su estado de plastificacién. En otras palabras, esta técnica se basa en oblener para
cada instante ¢ del proceso cuasi estatico; la distancia que hay entre la {ensién de cada
putito del adlido discreto y la superficie de Huencia, seleccionar la menor de ellas ¥ con base en
éata caleular una longitud de arco que permita plastificar solamente al punto mds cercano a ln
superficie de fluencia.

Indirectamente, estn téeniea parantiza que el caming de la respuesta que sigue el sélido,
corresponda al de la minima energia.

= Relacion entre el arco del método del “camine esférico™ y In distonein o ln superficic
de flueneia,

Debido a que la plasticidad trata un problema lineal de compatibilidad entre deaplazamientos y
deformaciones ec.(Ap-11.21), s puede definir un factor de reduceion de desplazamientos ra que
permita obtener ¢l desplazamienio necesario para que el punto de tensién mas cercano a la
auperficie de Auencia llegne a situarse sobre ella, Asi | & partir de este desplazamiento reducids,
s¢ obliens una longitud de arco que puede ser considerada dentro de una técnica de control de
desplazamicentio, Esto es:

Al = f(ra) (Ap-11.43)

siende  f(ra) una funcién que depende del tipo de ecuacidn de constriccion, y del factor de
teduccidn de desplagamientos, De esta fornia, para una eciacion del tipo de la ec.(Ap-i1,36), ae

tiene:

Al = avl AU, (Ap:ti,42)

siendo Al = AU, i + 80, ,donde el incremento de desplagamientos correspondiente

ala iteracién y el incremento de carga nctual puede ger esciito cono:

‘“ri.m = Ta il;ﬂ'i.m {Ap-il.45)

nichdu ﬁﬂ'['", rl r].l,-.nphlﬂnmh'tltu fue tesulia dc] Inc[ruu-.;l,l.q dt-. CArgn impul:;to, ¥y éﬂ"lm P
incremento de desplagumiento deseado para que solo plastifique un punto, Considerando la
ac.(Ap-l.45), se puede escribir la ec.(Ap-11.44) como;
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‘:H;{m = (Aui—l.m + "Nsan.m) (401 1,m + "a‘sﬂi.m) {Ap-ll.a8)

Operanda algebraicamente con esla iltima, se puede escribir la ecuacion de constriccion de
desplazamientos para el método de control de desplazamientos del caming esférico, como:

A’?.HI. = (Au-?' ]_J"AHI_L'“) -+ 2 'é (AD‘;"’I_L“.&.?‘““) - f‘]ﬂ (‘Sﬂ:m&ﬂi.m) (A.p-H.#T_)

Asf , conociendo el factor de veduceidn 1 , se puede encontrar la longitud de arce Al necesaria,
para oblener un &, dque permita situar el punte del sélide mas cercano o la superficie de
fluencia, sobre ella.

s Relacién entre el arco del método del “eamine plano” y la distaucia o la superficie
de fluencia.

Este constituye un caso particular del anterior, por lo tanto se pueden hacer las mismas
consideraciones para obtener la relacién que hay entre la distancia al plano (longitud de arco
en el caso anterior), v el factor de reducidn de desplazamientos.

La eenncién de constriecién que se toma en este caso es la ec.(Ap-ll.40);

A'Ii:,m = AU?:",AU,.. L (Ap:ll.a8)

austituyendo en clla el incremento de desplazamiento en funcién del foctor de reduceion
AU, = AUi_ym + raél; . y operando algebralcamente, se pucde oblener la exXpresion
que telaciona este factor con la distancia al plano normal, que podrd ser considerada dentro
de la téenica homénima de control de desplazamiento. Esto es:

by
Ali:.m . ﬂ‘”hﬂ! = [An‘i—‘l,m + rﬂéa‘l,lu] &Hi—l,m (Ap-11.48)

e Obtencién del cooficiente de reduceibn 14 .

Dada la linealidad que existe entre los desplazamientos y deformaciones y entre los incrementos
de estas dltimaz y los incrementos de tension para una iteracion 1 dentro del incremento
de carga m (linealizacién de un procesa no lineal mediante iteraciones sucesivas), se puede
obtener el factor de reduccidn de deformaciones, como si fuese la distancia del punto de lengidn
a la superficie de fluencia, mediante una relacién lineal formulada por Nayak-Zienkiewics (e,

Bato es:
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ra = - J'-“(Ei—],!u] — 'F"(ﬂll-'l.lil)
.?‘."(ﬂ'i',mj - .r"(ﬂ"i_l,m) Tl(ﬂ'.'-k.m o .D_-?dﬂ.!.’.,,.} - _'F”(ﬂ','_m")

(Ap-11.50)

Este factor de reduccion es aproximado, y puede ser calculade con mas exactitud a partir de la
siguiente correccidn [a8] ,

Sy i -7’3(”4--1.“;1-‘! ra DaAe; )

{ S:F;r } D5 s, (apellpd)

i—1,m

giendo F', F' y F? lag funciones de fluencin evaluadag para los estados de tensién previo,
actual y posterior a la primera correccidn, respectivamente. Para mayor informacién sobre la
expresion que da la distancia de un punto de Lensidén, a otro donde se intersecta con la superficie
de fluencia, se recomienda congultar la referencia de origen [s9)

& Implementacion del algoritmo de control de plastifiencion,

A coutinuacién se presentan en forma breve, los pasos generales para la implementacién del
algoritio de control de plastificacion:

n,~ Cilculo de la funcién de fluencia para la iteracidn ¢ | incremento de carga m |, para
todos los puntes de integracidn del sdlido discreto:

Fl(ﬂ"i.m] H Tim —Fi_1.m - n,';ﬁdl,m

b.~ Identificacién de los puntos que enmplan con la condicidn de flueneia plistica, o
aquellos que la violen. En caso que no haya ningiin punto en estas condiciones, el
proceso eg eldstico y por lo tanto no es necesario el uso de esie algoritmo,

Plintos gue cumplan con: F l{q:!l"_m) =0

o~ Determinacién de los puntos que plastificaron durante esta ileracidn, Los restantes no
entran en este prroceso.

Flloim) 20
.Fn(ﬂ'i_,i‘,..) <0

Puntos que cumplen con; {

d.— Seleccion del punto que cumple con las condiciones ¢, y que 8¢ encontraba, antes del
incremento de tensidn Aoy, , mas cerca de la superficie de fluencia plastica.

Puntos que cumplen con; ,S“"'(p;_\.")lnmu.'
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e~ Obtencion del factor de reduceién de desplazamientos,

Fﬂ(ﬂ'i—!.m) §

na; 1= = 'Tl(ri.,n:jl““mr- N JFU(E‘_"'")

f.- Obtencién de la longitud de arco correspondiente,

Al?,m = [(ra)

g~ Contiunacién del ciloulo, con una técnica de control de desplasamientos,

Ap-I1.4.- INTEGRACION DE LA BOUACION CONSTITUTIVA.
ApILd.n- introduccion,

Fxisten diveros procedimientos numéricos para la integracién de la ecuncién constitutiva elasto-
plastica:

R
il

Ds (i)

g = Do '-,S- D @
T (Ap-11.62)

a = DVé

Fn general, las técnicas de integracién de la eeuacién constitutiva elasto-plistica, pueden

clasificarse dentro de dos grupos:

a.~ Métodos de nvance directo ~Integracién explicitn-. Basados en dividir el incremento
de desplazamiento correspondiente a la iteracién actual AU, en una gran cantidad de sub-
iticrementos para los cuales se caleula el subdincremento de deformacién. A partir de estos y
la matriz elasto-plistica actualizada se obtiene ¢l correspondiente sub-incremento de tension
ee.(Ap-i1.52). BEn forma esquemdlica se tiene para cada punto de tntegracton de un elemento

finito 17} (Ver In insercién en el programa general de clementos finitos apart. Ap-IL2.):
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Dado ¢l estnde de tensidn y deformacion para ln iteracion
previn: "'5111.7.1 v c}'l“_m o ¥ los incrementos de

desplagamiento y deformacién: AUY) AGE_‘.E,. Be

L mik

cnleulan los aub incrementos de desplagamiznto y deformacitn:

(avi) = 2% o (ads)

1 - Cileulo de:
Dep[dl
(25,

Caleuls de;
(ackh), = (o), (ad2),
(aeisn), = 05" (aeln),

(aern), = (adia), - (aeiin),

l

Increments del estada tensional:

(Fm)j = (fm)jdl i (Aﬂ:::l)’

Obtenclon de:

(ju—j+1)|—

~485-
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b.— Métodes de retorus radial de Buler ~Integracién inplicita-, Debido al problema de
ablandamienio que presenta la respuesta tension deformacion del hormigén, se ha utilizado para
resolver la ecuacidn conatifutiva de este modelo, una técnica de retormo radial propuesta por
Zienkiewics (M9 para visco-plasticidad, y utilizada en plasticidad por De Borst and Vermeer

[191124] | con ligeras modificaciones en su implementaciéi.

Sean (i = 1,m) e (iym) los indices que simbolizan los estados correspondientes a la
iterncién anterior y actnal dentro de un incremento de carga m , respectivamente fig.(Ap-11.4).

Se tens parn cada punto de integracién de un elemento finito "

(n) _ dn) in)
Ay = Fa T i

(o) __ e} ()
L L = o € i

donde ¢l incremento de tensién vale:

adll) = Dy A¢l) = Dy (ad) - ae)

COn:

A = AxR) E(ﬂ

J.m (811 Bﬂ'

LML

(FH (o))

AA(M N m‘_i.m
LI
5 aF ol
-“E‘-’!.m = {T&'ﬂr}ﬂ-"u.\ Ds { g:l}mt"
L i 1w

E-::L = "Eﬂ—lt.m + DSA"::L
sustituyendo la ec.(Ap-11.56) en la ac.(Ap-11.54), se tiene:

(=)
ag
{n) (e
Aﬂ'r.:. = Ds (A*i.m _&}'1:131 '113:_‘ )

(Ap-11.53)

(Ap-il.54)

{Ap-11.55)

{Ap-11.56)

tAp-I157)

(Ap-11.58)

y sustituyendo ésta en la ec.(Ap-1L.53), permile oblener la signiente expresién para la tension

actual:
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b)
3 :
| ; P 4
& a ] [
1 - / i
@ p Oim J/ |
1 E.AE
€5 Adf,=a0], f.« i 5
; I
; i A
. Cign y ---4 ] asoegpe
Ey.A & ATy, y ! .
/ i EgbE
4 i
i i
Iy i .
A # ¢ L
|
f_hl
I
i |
g ! .z \E '
s i - ot o5 i -
i e = I & A
| A8y i €, AE
e’
c)
.-—U.l

fig.(Ap-11.4): Esquema de integracién de fa ley tension deformacion: a) Para un caso uniaxial equivalente
con endurecimiento b) Para un caso uniaxial equivalente con ablandamiento ¢) Para un caso biaxial con
ablandamiento,
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te) () n oa |
., = ", + Ds A%m AN ('M‘ (Ap-11.58)
bl

La mayor ventajn de esta téenica para mttg:m Iu penacion constitutiva, se basa en la forina
de presentar el fuelor de conpistencia plistica AA m (@c.(Ap-11.55)) (10)(24] |y en la evaluacién

o {455}

{Q%LEJ } para ‘El ﬂatﬂ.dﬂ ﬂ'"“l = ' ‘i Dsﬁ‘:-rm -

e e r:' im

Ap-1L4.b.- Justifiencién y volides del factor de consistencin plasticn ndoptade.

En ln ec.(Ap-1.50), se ha presentado el factor de consistencia pldstice para un material sin
degradacion de rigidey, eomo:

(Ap-11.60)

siendo:

A = 0 pardmatro de consistencla plistica |

A= [ _%{- (h,,"" %)] : pardmatro de endurecimisnio plistico (Apall,61)
-—,,E-'

h

donde las derivadas eatan evalnadas en el pase anterior (i — 1, m} Dnsmrnllmldv en serie de
Taylor la funcién de fluencia, para un estado de tensién @), = a;” ,_ m+ Dsl, m + ¥ bruncando

en el término de primer orden, se tiene:

Ld
" alf L EJF o alm
Flolthur ¥l = 7o)+ {5} vl e
‘ﬂ‘-'-ll.m

de donde se puede aproximar:
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T
aF (o .. . ] X
{ -w'_w_l }ﬂi-ﬂ' i":' = :F(#:' ]!im + & '(':L) - vE -ll.uh) (-lqﬁ'"‘.ﬂl]

fm ]y

Pero se supone que en el estado de tensiones previo ae satisfize la condicidén de fluencia plasiica

£ jF'{p'E'_'hm) = 0. Por lo tanto, de ln ec.(Ap-i.63) se obliene:

T
{E‘{M} &": f‘ = ".F.(an_,j_ 1 + &Fz::l ‘Ap'”-dd'}

Sustituyendo esta iltima en la ee.{Ap=/.50), queda:

in) {n)
1ia) Floy_ 1,m +&"

A =
il AE?I 4 [{ %},-r!ﬂ : {g%}"lml] {(Ap-1,.58)

la venlaja de utilizar este faclor de consistencia plistica, consiste en que parte de la condicion

_'F'(g“"]l w) = 0, por lo tanto no es necesario encontrar el punto de interseccién con la superficie
-y

de fluencia durante la trangicién de un estado eldstico a uno pldstico ( \; o+ ae mide a partir
de la superficie de Auencia),

Ap-ILd.c. Implementacién del algoritmo de retorno radial.

Este métodes, permite un rdpido acercamiento a la nueva guperficie de carga, wedinnte un
numero finito de iteraciones. Una ver obtenido el estado tensional FE:T,L mediante la ez, (Ap-

11.59), ea necesario comprobar si eatisface la condicién de fluencia pliastica F {ﬂ{",:;) = 0. En caso

de no complir con esta condicién, es necesario realisar un niimero de iternciones que tiendan a
cotregir el error remanente, A continuacidn se detallan los pasos basicos para In implementacion
de esta tdenica de integracién implicita de la eenacidn constitutiva eldsio plastica, en un punto
de integracidn de lo vegion elemental 707

a.— Magiitud del incremenio de fensidn y deformacion al miciar la integracion de la
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ecuncidn constitutiva elasto-plastica:
(Aqf-:!_)“ =g’ (AUE:?")U
(aai)) =Dps (adi))
(aerfi)) =0
I.— Actualizacién de las tensiones y delormaciones:
=+ (Ad),

{n} ie) {d)
T =Tyt (A"'mu)

e dafic pldstico. ——

e~ Se verifica si los puntos de la regidn discretinada M) han dejado de comportarse

elasticamente:

LR

En caso de que el comportamiento del punto siga siendo eldstico, se considera como
vitlida la actualizacidén de tensiones y deformaciones llevados a cabo en b, y ae salia

al punto k.

d.~ En caso que el punto siga un proceso elasto-plistico, se verifica ai se trata de un estado

de carge o descarga,

fer

(55 o

im

< 0 descarga: proceso elistico
— va al punto Ik

'*"')u =0  carga: procese elasto-plidtica

= vi al punte slgulente

{Esta verificacién también puede ser realisada mediante las condiciones de Kulin-

Tucker ec.(Ap-1.60,¢) )

a.~ En enso de tratarse de un proceso de carga, se caleula el factor de consistencia plistica

como en ln ee.fAp-1f, 55);

()
(] . ‘T(GJ 1»!)

4A

i1

LR

mas ————an ez

ot [ 2 ()]
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He caleula el incremento de deformacién plasiica:

Fm (0]
st _f ALl g—‘" di =5 %
Fiaiium L t

(113 ,nl ﬂﬂ

d.wl

LR

Se obticne Ia magnitud de la tension excedida

5‘*#1::1 - ﬂ?'s‘l'l”

it

-471-

Ge caleula el nueve incremento de deformacion plastica, e de tensidn y la tension

actualignda:

e = (aefl)) +oell)

aﬂ.‘"' = (ﬂ'ﬂ"n})“ .ll'n_pt",

i, (R i

{n) (o) [r}
'Fu',m ﬂi 1,00 + Ad‘l’.m.

Se caleuln la deformacion elastica, a partir del verdadero incremento de tensidn:

{r)
é‘tri i

=] (n}
BS h'rd.m

Verificacian del cuniplimiento de la condicién de consistencia plistica:

F(ur“' =0

i,

Si no la cumple, s¢ transforma este estado dltimo en un nuevo estada inicial:

(1 R

cll=all  (aelD) =ael) | (adfh)

y ae regresa al punto e,

Fin del proceso de integracidn de la ecuncion constitutiva del punto.



FE DE EKRATAS

s [ ln pagina 27, donde diee.., .. | &e recurre a I formulacion tofal hipoelislica

debe degir....... , s tecurre a la formulacion lolal hipereldstica

e I la paging 210, donde dice......
wl = gl Al = wi = ﬁ g e AV (An-0,23)
debe decir......
wi o= ¢l Al = Wy = f ) v (hipia)
i
e i la pigina 210, donde dice....,
TR TR A AnD.23
il VﬁT v (Anl3.23)
debe decir.......
& = f gl L' (An-,23)
L

e En la pigina 212, donde dice.......

] 1] t J
we=w Wt =W gt Al = W= f gt AV 4 f i dV | (An-D.26)

debe deenr......,

ert — "V'I" ";ri M}l,lt'l_l_ 'ﬂ;‘."‘ A"

10

Wi = f b dvr f ght dvl | (An-D.26)
Vor ¥

= B la paging 212, donde dice......

=i f + 1 !ﬂF
i = .Aiﬂ: % dV

{an-r.271



debe decnr. ...

Gt = f ! dLr (An-13.27)
vr
o Iin la pagina 226, donde dice....
' b i
wr = / [ ! 'i"'] dVr (An-D.afz)
e Ldran
debe decir,......
L
we= [ [ [ o ev.ful vt (An-b.a7)
v L= :

- T e

e [ln la piagina 241, donde dice.......

wr - / dh S dV
hia

debe decir.......

wr = f gl AV
Vi

s En la pagina 456, donde dice....... wes. (Ap-11.30)
debe degirs... een(Ap:11,28)

# o la pagina 462, donde dice.......

7
AF = Aul,lll - [élui-l.m " rﬂﬁﬂl'ﬂi] Aui—la'ﬂl rﬂﬂ-”.\d"’_}

F

debe decir....... .
AI;{", — [QU}—lllll ¥ rﬁéﬂ-i,ru] Agl—l.m (Ap—!r.dﬁ'j





