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Resumen

En este trabajo se investiga una metodologia de energia reducida para calcular el limite inferior de carga
de pandeo de paneles cilindricos rebajados. La formulacién de esta nueva metodologia estd basada en los
postulados establecidos en la literatura para el calculo de limites inferiores de carga de pandeo y se ha imple-
mentado en un programa de elementos finitos de aplicaciones miltiples. Se han analizado paneles formados
de material isotrépico y caracterizados por tres valores del pardmetro de Batdorf. De la comparacién de los
resultados obtenidos con la metodologia propuesta con aquellos obtenidos de andlisis no lineales incluyendo
diferentes niveles de imperfecciéon geométrica, surge que el modelo de energia reducida aplicado a paneles
cilindricos no conduce a limites inferiores de carga de pandeo. Si bien este nuevo modelo de energia reducida
predice cargas de pandeo inferiores a las obtenidas del anélisis cldsico, éstas son mayores que las obtenidas de
analisis no lineales. Sin embargo, la viabilidad de la implementacién de una metodologia de energia reducida
en un programa de elementos finitos de aplicaciones miltiples queda demostrada.

Palabras clave: elementos finitos, energia reducida, limites inferiores, pandeo, paneles
cilindricos, presion uniforme.

COMPUTATIONAL BUCKLING ANALYSIS OF CYLINDRICAL PANELS UNDER UNIFORM
PRESSURE

Summary

A reduced energy method for the buckling of isotropic cylindrical shallow panels subjected to uniform lateral
pressure is investigated. This reduced energy method is formulated according to the main postulates reported
in the literature for lower bound buckling loads. This model is next implemented in a general purpose
finite element code. Cylindrical panels with three different values of the Batdorf parameter are analyzed.
Comparison of the results obtained with proposed methodology with those obtained from non-linear finite
element analysis including different levels of imperfections, indicates that the proposed reduced energy
approach applied to cylindrical shallow panels, does not predict lower bound critical pressures. Although
the reduced energy approach predicts critical loads that are smaller than those predicted by a classical
eigenvalue analysis, they are higher than those predicted by a non-linear analysis. However, the viability of
the application of a reduced energy approach in a general purpose finite element code is demonstrated.

Keywords: finite elements, reduced energy, lower bounds, buckling, cylindrical panels, uni-
form pressure.
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INTRODUCCION

El andlisis de estabilidad de paneles cilindricos de pared delgada ha sido un tema de gran
interés en ingenieria y mecanica aplicada desde hace unos 50 afios, inicialmente por su interés
en el drea aeronautica’ y més recientemente en estructuras civiles'!. En algunos casos, los
paneles constituyen la estructura principal resistente, como en casos de techos metélicos
sobre planta rectangular bajo peso propio, nieve u otras presiones verticales. En otros casos,
los paneles surgen como un modelo de un sector de cilindro con rigidizadores en sentido
del meridiano, en los que el panel representa la parte de la cdscara que se encuentra entre
rigidizadores. En este trabajo se estudia la inestabilidad de paneles cilindricos rebajados
bajo presion uniforme.

El andlisis de este problema requiere tomar en cuenta el comportamiento no lineal
geométrico, siendo las herramientas computacionales mas comunes para su estudio el anali-
sis de bifurcacién del equilibrio y el andlisis no lineal geométrico incremental (ver, por
ejemplo,!? y las referencias citadas alli). El fenémeno de pandeo de céscaras tiene la parti-
cularidad de ser muy sensible ante la presencia de pequenas imperfecciones en la geometria
o en las cargas. Debido a eso, la carga critica computada mediante un analisis de bifurcacién
es solamente un limite superior con respecto a los valores que se obtendrian en experimentos
o en condiciones reales de funcionamiento de la estructura. Para tener en cuenta la inci-
dencia de imperfecciones de manera directa es necesario incorporarlas en el modelo de la
cascara y llevar a cabo estudios no lineales incrementales de seguimiento de trayectoria para
diferentes valores de amplitud de imperfecciones. Bajo presiones laterales, imperfecciones
en la geometria que son practicamente inevitables, con amplitudes del orden del espesor de
la céscara, reducen la carga méxima que el sistema original puede alcanzar entre un 25 %
y un 50 % del valor que se tendria en céscaras perfectas.

Existen varios programas de elementos finitos para propdsitos generales que permiten
resolver estos procesos no lineales incrementales. Este procedimiento es adecuado para es-
tudiar casos especificos en etapas finales de diseno, pero con un coste computacional signi-
ficativo en cuanto a tiempo y capacidad computacional, especialmente si se necesita conocer
el comportamiento poscritico. Por ello, un andlisis incremental puede no ser el mas conve-
niente en una etapa inicial de diseno, en la que sélo se requiere estimaciones de cargas de
pandeo que sean seguras. Otra situacién en la que se necesitan estimaciones de cargas de
pandeo (en lugar de estudios poscriticos detallados) es la construccién de curvas de fragili-
dad o de vulnerabilidad, que precisan de cientos o miles de andlisis de diferentes geometrias
y bajo distintos escenarios.

Desde mediados de la década de 1970, Croll y colaboradores han desarrollado una
metodologia para obtener aproximaciones a cargas criticas de pandeo usando técnicas sen-
cillas de andlisis de autovalores, pero incorporando un conocimiento sobre la mecanica del
comportamiento de la cascara que permite la adopcion de hipotesis fuertes. Esto dio lugar
a la teorfa de limites inferiores usando enfoques de energfa o de rigidez reducida®. Los estu-
dios llevados a cabo por Croll y colaboradores (ver, por ejemplo, las referencias®%5%11) em-
plearon modelos sencillos de problemas en los que es posible encontrar soluciones analiticas,
o programas para propositos especificos desarrollados de manera ad-hoc. Sin embargo, la
unica forma de extender el empleo de esta metodologia para un uso mas generalizado es
adaptarla para su empleo en ambientes de programas para propdsitos multiples.

Los objetivos de este trabajo son: a) desarrollar estrategias computacionales para com-
putar limites inferiores mediante programas para propdsitos miltiples; b) distinguir entre
las estrategias computacionales de rigidez reducida y de energia reducida para obtener
limites inferiores de cargas de pandeo; y c¢) mostrar que el enfoque de energia reducida no
conduce a limites inferiores en casos como el ilustrado en este trabajo.
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FORMULACION CLASICA Y DE LIMITES INFERIORES

En esta seccién se discute la metodologia de implementacion de andlisis cldsico y de
limites inferiores usando programas de elementos finitos para propdsitos generales.

Anadlisis clasico de bifurcacién

El anélisis clasico de estados criticos mediante un estudio de autovalores (conocido tam-
bién como anadlisis de bifurcacién del equilibrio7) se lleva a cabo generalmente en dos etapas;
en la primera, se debe resolver el estado de equilibrio sobre la trayectoria fundamental que
parte del origen, para lo que se usa un modelo de comportamiento lineal geométrico y
eldstico:

Ka" + \P =0 (1)

donde K es la matriz de rigidez lineal de la céscara, que puede escribirse como la suma de
dos contribuciones, una membranal K™ y otra flexional K?°:

K =K" + K" (2)

La solucién al” de la ecuacién (1) es la respuesta de desplazamientos para la trayectoria
fundamental, para un sistema de cargas definido por el vector de cargas P y escalado por
un parametro de carga A. Para la trayectoria fundamental se adopta aqui el estado A =
1, pero cualquier otro seria equivalente debido a la linealidad supuesta en la ecuacién (1).
Este vector af” permite computar el estado tensional en la céscara para ese nivel de carga,
que se denominado N¥'.

Las tensiones iniciales se usan en la segunda etapa para construir la matriz de carga-
geoinetria (también llamada matriz de tensiones iniciales) en el nivel de un elemento, dado
por

KG:/ﬁT N 3 dA (3)
donde 3 es el vector de rotaciones. Finalmente, se plantea el problema de autovalores:
K-A°K® (NF)]®&=0 (4)

donde la matriz K¢ se ensambla con las contribuciones de la ecuacién (3). El pardmetro
escalar \C es el valor propio (la carga critica del problema) y el vector ® es el autovector
(el modo critico asociado a \“).

Analisis computacional con una metodologia de Rigidez Reducida

Croll y colaboradores han mostrado el rol fundamental que desempena la energia mem-
branal en el fenémeno de pandeo de cascaras. La teoria de Rigidez Reducida se basa en
la observacién de que los modos de pandeo que aportan una contribucién significativa a la
rigidez membranal, son los que pueden proveer estabilidad al sistema, pero al mismo tiempo
son susceptibles de sufrir reducciones importantes en su contribucién a la rigidez debido a
la accién de imperfecciones pequenas. Estas reducciones producen importantes caidas en
la carga maxima que resiste el sistema, y ocurren cuando las condiciones fisicas permiten
que imperfecciones iniciales e interaccion de modos erosionen la energia membranal. Croll
plantea tres postulados de esta teorfa en la forma siguiente®:

= El primer postulado expresa que las no linealidades geométricas importantes surgen
debido a cambios en la resistencia membranal.
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» El segundo postulado dice que pérdidas de rigidez poscriticas significativas solamente
pueden ocurrir cuando el pandeo inicial tiene una contribucién a su resistencia prove-
niente de la energia membranal.

= El tercer postulado plantea que los limites inferiores para pandeo en un modo deter-
minado estdan dados por un andlisis en el cual se elimine la energia membranal.

El procedimiento de rigidez reducida consiste en eliminar en el problema de autovalores
de la ecuacién (4), el aporte de las componentes estabilizantes de energia, previo andlisis de
la distribucién de las mismas. Expresando la energia potencial total del sistema e identifi-
cando aquellas componentes de energia membranal que pueden perderse durante el pandeo,
el procedimiento de limites inferiores consiste en resolver un problema de autovalores para
el mismo sistema pero con las componentes apropiadas de energia membranal eliminadas.
Esta eliminaciéon debe hacerse en el calculo del estado critico, de manera que la energia
potencial total no cuente con el aporte de estas componentes estabilizantes. Asi, el nuevo
estado critico hallado representa un limite inferior, ya que las componentes que aportaban
al equilibrio en forma estabilizante no son ahora tenidas en cuenta. Este planteo afecta al
primer término en la ecuacién (4), es decir, en la matriz K, en lo que corresponde al aporte
de la parte lineal del campo de tensiones y deformaciones, pero no introduce modificaciones
en K que tiene en cuenta las tensiones previas al estado critico, que son evaluadas con la
energia potencial con todas sus componentes.

Para tomar en cuenta la contribucién reducida de la rigidez membranal en el compor-
tamiento poscritico inicial, se debe resolver el mismo problema lineal de la ecuacién (1),
pero deben introducirse cambios en la ecuacién de autovalores (4). El segundo término en
la ecuacién (4) no se modifica, pero la ecuacién resulta en la forma

[(;Km T Kb> - )\’KG(NF)} ® =0 (5)

donde « es un factor de reduccién aplicado a la rigidez membranal (un valor adimensional
mayor a 1 para producir erosién de la rigidez membranal), y X' y ®' son los nuevos valores
y vectores propios del sistema de rigidez reducida. Con el fin de tener un control maés
sistemético del proceso numérico, la rigidez membranal en la ecuacién (5) no se ha eliminado
inicialmente, pero nétese que « debe tener un valor grande. A medida que o — 0o, entonces
la contribucién de K™ tiende a cero y el limite inferior, caracterizado mediante \* y ®*, se
obtiene de la condicion

[Kb — VKS (NF)| 8" = 0 (6)

La Figura 1 ilustra el proceso a lo largo de la trayectoria fundamental de equilibrio Py,
en el cual se supone que la cascara responde con su rigidez membranal completa y conduce
a A® usando la ecuacién (4). Usando la metodologia de rigidez reducida se obtiene un valor
menor X, y en el limite, para o — oo, entonces \' — \*. Nétese que si el problema se
resolviera con rigidez reducida desde el comienzo (en las ecuaciones 1 y 4), entonces se
encontrarfa un autovalor A’ a lo largo de otra trayectoria P, y ésta seria una estimacién
sin justificacién. De manera que es necesario separar ambas etapas en el analisis y computar
cada una de ellas con diferentes valores de K.
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P,

Figura 1. Trayectorias de equilibrio

Analisis computacional con una metodologia de Energia Reducida

Una forma alternativa de evaluar el limite inferior es emplear ecuaciones de energia en
lugar de ecuaciones de equilibrio. Consideremos un factor de reduccién 7 definido como 611:

U2b

* C _
A —77)\ donde n—m

(7)

donde U?’ es la energfa de deformacién por flexién en el modo critico y U?™ la energfa de
deformacién membranal.

Para mostrar la equivalencia entre rigidez reducida y energia reducida, se puede com-
putar la energia en la forma

37T [(Km + Kb) - ACKG(NF)} $=0 (8)
para el problema clasico de autovalores. Para la energia reducida se escribe
T K;Km + Kb> — VK% (N )} ® =0 (9)
En el limite, a medida que o — o0, se obtiene
3T [Kb — MKS(NF )} $* =0 (10)
Las ecuaciones (8) y (10) pueden escribirse como

37T [(KerKb)} & = \°3T [KE(NF)] @ (11)

&*T [Kb} & — \p*T [KG(NF)] & (12)
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Suponiendo que los modos del problema clasico y el de energia reducida sean iguales, o
sea

P = (13)

y lo que cambia significativamente sea sélo el valor de carga critica, la solucién se simplifica.
Si a — o0, entonces K™ se anula. Dividiendo la ecuacién (12) por la (11) se llega a

7T [KP & N
T K™ +KP)|® AC

n (14)
Donde los productos de matrices constituyen las componentes de energia siguientes:

U = TK" P (15)

U ="K ® (16)

De modo que la ecuacién (14) es la misma que la (7), si la aproximacién definida en la
ecuacién (13) se verifica.

Metodologia de Energia Reducida implementada en ABAQUS

Para implementar este procedimiento usando un programa para propositos generales
como ABAQUS!, primero se resuelve el problema clasico de autovalores usando la ecuacién
completa (4), obteniéndose los modos ® y las cargas criticas asociadas, A,

Segundo, se resuelve un problema lineal de equilibrio que emplea un campo de desplaza-
miento inicial que tiene la forma del modo ®, en lugar de usarse una carga externa definida
en la ecuacién (1), y se computa la energia de deformacién como

37T [(Km + Kb)} & = U 4 U2 (17)

Esta es la energia completa movilizada por la cascara para desplazarse desde la configura-
cion perfecta indeformada a la forma del autovector ®.

Tercero, se usa el modo critico ® como forma de los desplazamientos iniciales en la
ecuacién (17), pero con un factor a que afecta la rigidez membranal:

1 1
‘I)T |:<aKm +Kb>:| P = EU2m + U2b (18)

A medida que a — oo, entonces éU 2m _, 0 y puede computarse U?? usando la ecuacién
(16). Nétese que hace falta llevar a cabo estos computos indirectos porque los programas
para propésitos miltiples, como ABAQUS!, no permiten llevar a cabo el cémputo separado
de las energias flexionales y membranales.

El elemento finito especifico que se usa para realizar los calculos en este trabajo es un
elemento triangular descripto en la referencia?. Los autores han estudiado recientemente
el comportamiento de otros elementos en ABAQUS para céscaras'® y encontraron que el
Unico que no bloquea para el tipo de andlisis que se describe en este trabajo es el de la
referencia’.
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RESULTADOS

Para ilustrar los procedimientos clasicos y de limite inferiores utilizados se han com-
putado cargas de inestabilidad para tres geometrias de paneles cilindricos. Los paneles
investigados son de acero con E = 206 GPa y v = 0.3, y sus propiedades geométricas se
muestran en la Tabla I y en la Figura 2. Se consideran condiciones de borde articuladas
y con posibilidades de desplazarse en la direccién horizontal sobre los lados curvos. Se
analizaron tres paneles de igual largo L y longitud circular L¢, pero con diferentes espe-
sores t, de manera que se obtuvieron tres valores del parametro Z de Batdorf de 1000, 500
y 200, donde:

A 1—12) (19)

TRt

Para los tres modelos propuestos identificados como M1, M2 y M3, se llevaron a cabo
los siguientes andlisis:

» Autovalores, para determinar modo y carga critica.
= No lineal geométrico, incluyendo imperfecciones en la geometria.

» Autovalores con energia reducida, para determinar el limite inferior de carga de pan-
deo.

No se llevaron a cabo andlisis de rigidez reducida dado que ya habian sido reportados
por Yamada y Croll'!.

L R f ¢ Ré

2 L
Modelo mi Tl [Tmom]| ¥ [deg [ fadl | ] 2= wV0-") 9= %
M1 4.00 | 15.29 | 1.00 0.3 15 0.26180 4.00 1000 1.00
M2 4.00 | 15.29 | 2.00 0.3 15 0.26180 4.00 500 1.00
M3 4.00 | 15.29 | 5.00 0.3 15 0.26180 4.00 200 1.00

Tabla I. Propiedades geométricas de los modelos analizados

Figura 2. Geometria del panel circular rebajado
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Resultados del analisis clasico de autovalores

La Figura 3 muestra los modos obtenidos mediante el andlisis clasico de autovalores,
junto con los valores asociados de carga critica (usando como valor de referencia q = 1 N/m?
para la trayectoria fundamental). En cada caso se ilustran los dos modos de autovalores
mas bajos, que corresponden a un modo simétrico y uno antisimétrico.

Step: Step-1
Mode  "i: EigerWalue =  31.680

Step: Step-1
Hode  "Z: FigerWalue =  32.662

(a) Modelo M1: modo 1, A; = 31.69; modo 2, A;=32.66.

i

Step: Step-1
Hode  T1: EigerWalue =  186.68

Step: Step-1
Mode "Z: FigerWalue =  206.18

(b) Modelo M2: modo 1, A= 186.65; modo 2, A,=206.18.

T

Step: Step-1
Fode 1 Eigenvalue = 1998.5

T

Step: Step-1
Wode 2: Elgenvalue = 2372.2

(c) Modelo M3: modo 1, A;= 1988.5; modo 2, A, =2372.2.

Figura 3. Modos de pandeo obtenidos del andlisis de autovalores
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Del anélisis de autovalores surge que el cambio de espesor produce un cambio significa-
tivo en los valores de las cargas criticas. Duplicar el espesor del modelo M1 produce un
incremento de la carga critica en el modelo M2 del orden de seis veces (aumentando de
31.69 Pa a 186.65 Pa).

En todos los modelos analizados se encontré que el menor del niimero de semi-ondas
transversales corresponde al segundo modo. En los andlisis subsiguientes se han considerado
los dos primeros modos con el fin de establecer geometrias de imperfecciones iniciales.

Resultados del analisis no lineal geométrico

Con el objeto de obtener valores confiables de referencia se llevaron a cabo analisis no
lineales incluyendo imperfecciones en la geometria de los paneles. Para todos los modelos
se impusieron como forma de imperfecciones geométricas el primer y segundo modo, con
valores tanto positivos como negativos con respecto a la forma dada por el anilisis de
autovalores.

El eje vertical en las Figuras 4, 5 y 6 indica los valores de carga normalizados con
respecto a la carga maxima de la estructura sin imperfecciones. Para los modelos M1, M2 y
M3 las cargas maximas obtenidas para esa configuracién de referencia son Apq, = 30.95 Pa,
Amaz = 180.10 Pa v Apaz = 2305.84 Pa, respectivamente. Todas las trayectorias no lineales
mostradas en las Figuras 4, 5 y 6 estan calculadas para un punto ubicado en el centro del
panel. Desplazamientos negativos indican un descenso de dicho punto y desplazamientos
positivos implican un ascenso del mismo.

M A A A
00 10 L0
409 109
mwoﬂ 0.8 1 0.8
:osor/\ 0.7 407
.01 0.6 406
20t 0.5 105
0.4 104
“VAW& m(*) 03 % m(+) {03
’ 02 ‘ 102
"’V%‘ m(-) 0.1 fWAv— m(-) {01
. : : . 0.0 — 0.0
-0.010 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0.000 10 09 08 07 06 05 04 03 02 01 00
Wcentro) [m] 30

(a) Imperfeccion definida por el modo 1: m;(+) posicion original; m;(—) modo invertido.

Al A
10 6
0.9 94
0.8 0.8 |
07 0.7
06 0.6
05 05 -
04 0.4
03 03
02 () 021 m,(+)
01 4% 0.1 :
0.0 : 0
-0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 L5 -10 05 00 05 10 L5 20
w(centro) ] ¢t

(b) Tmperfeccion definida por el modo 2: my(+) posicion original; my(-) modo invertido.

Figura 4. Trayectorias no lineales (izquierda) y curvas de sensibilidad (derecha)
para diferentes niveles de imperfecciones. Modelo M1 (¢ = 1 mm;
Z = 1000)
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En todos los casos, el comportamiento es no lineal con pérdida de rigidez, hasta que
se alcanza un valor maximo de carga en la trayectoria. Con desplazamientos mayores la
trayectoria se vuelve inestable y cae, para recuperar la estabilidad sélo con valores grandes
de desplazamientos.

También se computaron las curvas de sensibilidad de los méximos alcanzados por las
distintas configuraciones para diferentes amplitudes de la imperfeccién. En estructuras de
ingenieria civil, imperfecciones en la geometria del orden del espesor son relativamente
frecuentes, de manera que su incidencia sobre el problema de estabilidad es muy relevante.

En el modelo M1 (Z = 1000) se observa el siguiente comportamiento: cuando la im-
perfeccién toma la forma del primer modo, que es asimétrico con respecto a un eje vertical
que pase por el centro del panel, y para todos las amplitudes, los desplazamientos de un
punto en el centro del panel son negativos aun cuando se imponga el mismo primer modo,
pero invertido m; (—). Mas alld de imperfecciones del orden del espesor (1.0t), la trayectoria
no lineal es ascendente y no se puede detectar un punto limite. De la curva de sensibilidad
a imperfecciones se desprende que la caida en la capacidad de carga tiende al 63 % de la
carga maxima alcanzada sin imperfecciones. La Figura 4a ilustra este comportamiento.

Para el mismo modelo M1, pero con imperfecciones con la forma del segundo modo
de pandeo, el comportamiento es diferente en funcién de la orientacién del modo. En la
posicién ma(+) el limite inferior se alcanza para una amplitud de imperfeccién de dos veces
el espesor, en tanto que para el modo my(—) se alcanza con 1.5 veces el espesor. Ademés, la
recuperacion de la rigidez es mas rapida cuando la forma de la imperfeccion tiene la forma
del modo may(+). De la curva de sensibilidad se observa que el limite inferior para ambas
formas de imperfeccion tiende al 51 % de la carga maxima alcanzada sin imperfecciones. La
Figura 4b muestra este comportamiento.

A7 P
1.0 Lo
09 9 -
/ : o8 081
0.7 0.7 -
i
?4 ot 06 06 -
05 0.5
04 0.4
03 0.3
m () 02 () 0.29 m(+)
P~ 0.1 M 0.1 "
00 : : 0.0
-0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 2100 <075 -0.50 =025 _ 000 025 050 075
Wcentro) [m] §it

(a) Imperfeccion definida por el modo 1: my(+) posicion original; m;(-) modo invertido.

A A M A

1.0 10

00
/ 1 1o

01z 0.8 408

05¢ 0.7 107

L
# 0.6 i
+1.0¢ 0.6
0.5 105

120t 04 104

%A m(+) 03 ‘A?A () 103
0.2 402

,W my(-) 0.1 /W m(-) 101

L 0.0 L L L L L L L L L 0.0
-0.010 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0.000 1.0 09 08 07 06 05 04 03 02 01 00
w(centro) [m] it

(b) Imperfeccion definida por el modo 2: my(+) posicion original; my(—) modo invertido.

Figura 5. Trayectorias no lineales (izquierda) y curvas de sensibilidad (derecha)
para diferentes niveles de imperfecciones. Modelo M2 (¢ = 2 mm;
Z = 500)
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En el modelo M2 (Z = 500) el comportamiento para el primer modo de pandeo usado
como imperfeccion es similar al segundo caso del modelo M1. Esto es de esperar, por tratarse
de modos con el mismo nimero de ondas (n = 5). La curva de sensibilidad a imperfecciones
muestra que para la forma mj(—) el limite inferior de carga se alcanza para imperfecciones
del orden del espesor, tendiendo al 57 % de la carga méaxima alcanzada sin imperfecciones.
Por otro lado, si se considera el modo mj(+), el limite inferior tiende al 70 % de la carga
maxima alcanzada sin imperfecciones. La Figura ba muestra este comportamiento.

En el mismo modelo M2, pero considerando el segundo modo de pandeo como imper-
feccién, se observa un comportamiento similar al primer caso del modelo M1. Se observa
que en la trayectoria para una imperfeccién de 0.10¢ hay tendencia a producirse un salto
dindmico (“snap” o “reversal”) en el comportamiento, mencionado como posible en los ca-
sos analizados por Yamada y Croll'!. La curva de sensibilidad muestra que el limite inferior
tiende al 57 % de la carga maxima alcanzada sin imperfecciones. La Figura 5b muestra este
comportamiento.

Finalmente, el modelo M3 (Z = 200) parece ser el caso més sensible a la forma y
direccion del modo de imperfeccion. Cuando se impone el primer modo en posicién original
o invertido, los desplazamientos en el centro del panel son siempre negativos. La curva de
sensibilidad muestra que el limite inferior alcanza el 53 % de la carga méaxima lograda sin
imperfecciones para una amplitud del orden de la mitad del espesor del panel. La Figura 6a
muestra este comportamiento.
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(a) Imperfeccion definida por el modo 1: my(+) posiciéon original; m;(—) modo invertido.
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(b) Imperfeccion definida por el modo 2: my(+) posicion original; mx(—) modo invertido.

Figura 6. Trayectorias no lineales (izquierda) curvas de sensibilidad (derecha)
para diferentes niveles de imperfecciones. Modelo M3 (¢t = 5 mm;
Z = 200)
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En este modelo M3 el segundo modo aplicado en su forma original my(+) produce
trayectorias no lineales con tendencia a producir saltos dindmicos para todas las amplitudes
analizadas. El iltimo punto limite que se puede detectar es para 0.75¢, con el cual la curva de
sensibilidad tiende al 79 % de la méxima carga lograda sin imperfecciones. El mismo segundo
modo aplicado en forma invertida mg(—) muestra que el panel es ligeramente més sensible
a imperfecciones que los otros dos paneles analizados previamente. Para una amplitud de
imperfeccién del orden del 0.75¢, el limite inferior de carga tiende al 47 % de la carga maxima
alcanzada sin imperfecciones. La Figura 6b muestra este comportamiento.

Deformada para la Deformada
mAaxima carga poscritica

(a) Modelo M1: deformadas para una imperfeccion de amplitud +1.0¢ dada por el modo 1

Deformada para la Deformada
maxima carga poscritica

(b) Modelo M1: deformadas para una imperfeccioén de amplitud +1.0¢ dada por el modo 2

Deformada para la Deformada
maxima carga poscritica

(c) Modelo M1: deformadas para una imperfeccion de amplitud —1.0¢ dada por el modo 2

Figura 7. Deformadas en diferentes estados de carga

La Figura 7 muestra las deformadas en diferentes puntos de la trayectoria no lineal para
el caso del modelo M1. Se puede observar lo siguiente:

= Cuando se supone una imperfeccién con la forma del primer modo como imperfeccion,
éste se mantiene hasta alcanzar la carga maxima, pero cambia para estados post-
criticos avanzados. La Figura 7a ilustra esta observacion.

» Cuando se impone el segundo modo como imperfeccién en direccién opuesta al sentido
de las cargas, éste se mantiene aun para niveles de imperfeccién grandes (1.0t). La
Figura 7b demuestra este comportamiento.
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» Cuando se impone el segundo modo invertido y con el méaximo desplazamiento vertical
en la direccién de la aplicacién de las cargas, la forma del modo se mantiene pero los
desplazamientos aumentan significativamente en el centro del panel cilindrico. Esto
se puede apreciar en la Figura 7c.

» Similar comportamiento se observd en los modelos M2 y M3.

Resultados del analisis de energia reducida

Los resultados de anélisis de energia reducida se muestran en la Figura 8, y se listan en
forma numérica en la Tabla II. En todos los casos, el comportamiento del elemento finito
usado es satisfactorio, en el sentido de que los valores convergen a medida que el parametro
«a crece y se acerca a un valor grande. En todos los casos, para o = 100 se encuentra
que la solucion converge. En este sentido, el elemento tiene buen desempeno, tal como se
demostré para cilindros y tanques cilindricos'®. Los valores del parametro de reduccién 7
deben ser aplicados al autovalor del andlisis clasico, que es con respecto a lo que se ha
normalizado 7.

En todos los casos es el segundo modo el que conduce a cargas menores computadas con
energia reducida, de manera que, aunque las cargas criticas son ligeramente menores para
el modo identificado como 1 con respecto al 2, cuando se toma en cuenta la incidencia de
pérdida de carga debida a imperfecciones, es el modo 2 el que conduce a cargas menores.

El método de energia reducida conduce a valores de n = 0.71, 0.76 y 0.85 para valores
de Z = 1000, 500 y 200, respectivamente. Comparando los resultados no lineales para el
modelo M1 con los obtenidos con el modelo de energia reducida, se puede observar que
para el primer modo la diferencia es del orden del 26 % y para el segundo es del 28 %. La
Figura 8a muestra los resultados obtenidos con el modelo de energia reducida. Comparando
los resultados no lineales de M2 con los obtenidos con el modelo de energia reducida se puede
observar que la diferencia para el primer modo usado como imperfeccion es del 33 % y del
25 % para segundo modo. La Figura 8b muestra los resultados obtenidos con el modelo de
energia reducida. Finalmente, para M3, se observa la mayor discrepancia entre modelo de
energia reducida y los resultados no lineales. Para el primer modo usado como imperfeccion,
la diferencia es del 37 % y para el segundo modo, considerando el caso del modo ma(-),
la diferencia es del 44 %. La Figura 8c muestra los resultados obtenidos con el modelo de
energia reducida.

Del analisis de los resultados obtenidos con el modelo de energia reducida, surgen las
siguientes observaciones:

= Para todos los modelos considerados, el factor n de reduccién de carga depende del
modo que se use para imponer los desplazamientos prescriptos.

= El primer modo impuesto como desplazamiento prescripto predice en todos los casos
los mayores valores de 7, tendiendo en los tres modelos a valores similares (n = 0.84
6 0.85).

= El segundo modo impuesto como desplazamiento prescripto predice valores de n que
van creciendo a medida que Z disminuye. La méaxima diferencia se nota en el modelo
M1, en el que 7 tiende a 0.712 para el segundo modo. En el modelo M3 el factor 7 es
practicamente igual para ambos modos (0.848 para el primer modo y 0.842 para el
segundo). Las Figuras 8a, 8b y 8¢, y la Tabla II resumen estos resultados.
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1.00

—e— Modo 1
0.95 \\ —=— Modo 2
0.90 \\
0.85 — R

. & & — AN,
nO.BO | \\F
— = . A

0.75

0.70

0.65

0.60 T T

1 10 100 a 1000 10000 100000

(b) Modelo M2 (1 =2 mm Z = 500)
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(c) Modelo M3 (= 5 mm Z = 200)

Figura 8. Resultados de andlisis de energia reducida
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Modelo M1 (¢t = 1 mm; Z = 1000)
Modo 1 Modo 2
@ Energia n e Energia n

1 0.01051 | 1.000 1 0.00720 | 1.000
10 0.00911 | 0.866 10 0.00533 | 0.741
100 0.00897 | 0.853 100 0.00515 | 0.715
1000 | 0.00895 | 0.852 | 1000 | 0.00513 | 0.712
10000 | 0.00895 | 0.852 | 10000 | 0.00513 | 0.712
100000 | 0.00895 | 0.852 | 100000 | 0.00513 | 0.712

Modelo M2 (¢ = 2 mm; Z = 500)
Modo 1 Modo 2
« Energia n @ Energia n

1 0.04168 | 1.000 1 0.04018 | 1.000
10 0.03586 | 0.860 10 0.03164 | 0.787
100 0.03528 | 0.846 100 0.03079 | 0.766
1000 | 0.03522 | 0.845 | 1000 | 0.03070 | 0.764
10000 | 0.03522 | 0.845 | 10000 | 0.03070 | 0.764
100000 | 0.03522 | 0.845 | 100000 | 0.03069 | 0.763

Modelo M3 (¢ = 5 mm; Z = 200)

Modo 1 Modo 2
« Energia n @ Energia n
1 0.35600 | 1.000 1 0.2910 | 1.000

10 0.30700 | 0.862 10 0.2500 | 0.859
100 0.30200 | 0.848 100 0.2460 | 0.845
1000 | 0.30200 | 0.848 | 1000 0.2450 | 0.842

10000 | 0.30200 | 0.848 | 10000 | 0.2450 | 0.842
100000 | 0.30200 | 0.848 | 100000 | 0.2450 | 0.842

Tabla II. Resultados de andlisis de energia reducida

CONCLUSIONES

Estudios de otros autores usando la metodologia de rigidez o energia reducida para
calcular limites inferiores en paneles cilindricos (u otras cdscaras) han empleado el método
de Ritz!'. Sin embargo, los autores consideran que la aplicabilidad de esta teorfa se verfa
altamente favorecida si el analista pudiera emplear las herramientas que ya tiene a su dis-
posicién en su lugar de trabajo (programas de elementos finitos para propdsitos generales),
de modo que solamente precise una metodologia adecuada y no tenga necesidad de progra-
mar nuevas subrutinas. Este trabajo ha estado inicialmente motivado por ese propésito, y
el tema de paneles cilindricos rebajados que pierden su estabilidad bajo presiones normales
a su superficie se ha usado para ilustrar el procedimiento.

Las conclusiones del trabajo pueden resumirse de la forma siguiente:

= Se ha mostrado la viabilidad metodolégica de implementar el anélisis de limites in-
feriores basado en energia reducida usando programas como ABAQUS. La estrategia
requiere de tres pasos, que son: un analisis clasico de autovalores y dos evaluaciones
de energia en andlisis lineales de equilibrio.
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» Se ha demostrado que las estrategias de rigidez reducida y de energia reducida son
claramente diferentes en cuanto a sus requerimientos. La primera trata de una estrate-
gia fuerte, que involucra resolver un problema de autovalores modificado, mientras que
la segunda usa la hipdtesis de que los modos clasico y de andlisis no lineal son idénti-
cos. Solo en algunos casos puede esperarse que ambos modos coincidan, lo que limita
la generalizacion de la hipdtesis mencionada.

» El enfoque de energia reducida no conduce a limites inferiores en paneles cilindricos
rebajados que pierden su estabilidad bajo presiones normales a la cascara. Los resul-
tados de energia reducida dan en este caso valores inferiores a los del analisis cldsico
de autovalores, pero superiores a los de andlisis no lineal geométrico.
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